12. Gyakorlat

Statisztika
Feladattipusok:

-Alapstatisztikak: atlag, szoras, median, modusz, terjedelem, kvartilisek/kvantilisek
--Boxplot abra

--Hisztogram, binwidth, bincount

--FrequencyTable, FrequencyPlot

--Count, Mode, Median, Mean, StandardDeviation, Range, Variance

--Empirikus eloszlasfiiggvény LineChart-tal

-Diszkrét illeszkedésvizsgalat (khi-négyzet), regressziora is

--infolevel[Statistics] := 1

--ChiSquareSuitableModel Test(data, distribution, bins, confidence level);

--kritikus érték, probastatisztika szamitasa, stiriségfiiggvény alatti teriilet besatirozésa
--illeszkedésvizsgalat gyakorisagi tdblazattal, elméleti gyakorisagok szamolasa
--ChiSquareGoodnessOfFitTest(empirical frequencies, theoretical frequencies , confidence level);

-konfidencia-intervallum (u-préba, t-proba)

--konfidencia-intervallum 4brazolésa

--mintaelemszam adott konfidencia-intervallum hosszhoz, ellendrzés adatok generalasaval
--u-proba

--OneSampleZTest(data, mu, sigma, confidence level);

--t-proba szamolésa

--OneSampleTTest(data, mu, confidence level);

--Konfidencia-intervallum normal eloszlas szérasara

--OneSampleChiSquareTest(data, sigma, confidence level);

-Linedris regresszio, illesztés legkisebb négyzetek modszerével, abrazolasa
--ScatterPlot-os abrazolas

--Korrelacios egyiitthatd szdmolasa, R*2 szamitasa

--korrelacios egyiitthatok szamitasa

--regresszios fliggvény értékei

--rezidudlisok

--rezidudlisok abrazoléasa hisztogramon, kozelités normal eloszlassal
--LinearFit([ 1, x], X, Y, x);

--QuantilePlot-os abrazolas

--Regresszids egyiitthatok konfidencia-intervalluma t-eloszlassal
--LinearFit([x, 1], X, Y, x, output=solutionmodule);

--regresszios egyenes konfidencia-intervalluma

Tanacsok a ZH-hoz:

-A munkalapon név, Neptun, Neptun szerinti gyakorlatvezetd szerepeljen, feladatok szovege,
sorszama maradjon meg

-Feladatok elején restart;

-Feladatban megadott adatokat kigy{jteni

-Minden Iépést 1-2 mondatban indokolni, leirni, hogy mi torténik (kodot megmagyarazni)
-Szadmolas mehet a Maple beépitett eszkozeivel



-Elméletet, képleteket megtanulni

-Minden feladatrész végén 1-2 mondatos szoveges valasz

-Gondoljuk meg, hogy ésszerli eredményt kaptunk-e! Ha nem, akkor ellendrizziink!
-Ne cstsszunk ki a leadasi hataridobol!

A 2. ZH-n nem kizarolag statisztika feladatok lesznek!!! A valoszinliségi valtozoktol kezdodoen
minden témakdrbol lehetnek feladatok: valoszintiségi valtozok, varhato érték, szoras, nevezetes
diszkrét és folytonos eloszlasok, nagy szamok torvénye, statisztika.

V¥ Kidolgozott feladatok

V¥ 1. Feladat (Alapstatisztikak)

Egy egyetemi felvételi teszten az alabbi pontszamok sziilettek:

41, 45, 49, 59, 24, 81, 21, 11, 15, 23, 30, 41, 46, 17, 30, 76, 17, 52, 47, 47.
a) Hany adatpont van? Szamitsuk ki a minta terjedelmét, atlagat, szorasat, medianjat,
moduszat, valamint 1. és 3. kvartiliseit!
b) Abrazoljuk az adatok valtakozasat az atlaggal és a kvartilisekkel egyiitt, valamint
rajzoljuk fol a box-diagramot az atlag feltiintetésével!
¢) Rendezziik a mintat és abrazoljuk a tapasztalati (empirikus) eloszlasfiiggvényt!
d) Osszuk fel a teljes terjedelmet 5 egyenld részre! Adjuk meg tablazat formajaban az
egyes kategoriakhoz tartozo tapasztalati gyakorisagokat és relativ gyakorisagokat
valamint abrazoljuk azokat pontdiagramon!
e) Abrazoljuk az eloz6 feladatrészben kapott relativ gyakorisagokat hisztogramon!
Illessziik a hisztogramra egy azonos varhato értéki és szorasi normal eloszlas
striségfiiggvényét!

Y Megoldas
|:> restart;
a) Hany adatpont van? Szamitsuk ki a minta terjedelmét, atlagat, szorasat, medianjat,
moduszat, valamint 1. és 3. kvartiliseit!
Vegyiik fel egy listaba az adatsort!

> PSZ := [41, 45, 49, 59, 24, 81, 21, 11, 15, 23, 30, 41,

46, 17, 30, 76, 17, 52, 47, 47];
PSZ :=[41,45, 49, 59, 24, 81, 21, 11, 15, 23, 30, 41, 46, 17, 30, 76, 17, 52, (1.1.1.1.1)
47,47]

Ezutan szdoljuk ki a kért statisztikai mutatokat a Maple beépitett eszkozeivel! (Az elso 4
mutatonal megjegyzésben meg van adva, hogyan lehetne meghatarozni a Statistics csomag
hasznalata nélkiil.)

| > with(Statistics):

> n := Count(PSZ); # = nops(PSZ) = numelems (PSZ)
terjedelem := trunc(Range(PSZ)); # = max(PSZ) - min(PSZ)
m := Mean(PSZ); # = sum(PSZ[i], i = 1..n)/n
sigma := StandardDeviation(PSZ); # = sqrt(sum((PSZ[i] -

m)*2, i =1..n)/(n - 1))
M := Median(PSZ); # a mediadn a 2. kvartilis
Mode (PSZ) ;
Q1 := Quartile(PSZ, 1);
Q3 := Quartile(PSZ, 3);
n:=20




terjedelem =70
m :=38.6000000000000

0:=19.6211486331512

M:=41.
17.
Q1 :=21.8333333333333
03 :=48.1666666666667 (1.1.1.1.2)

l_)) Abrazoljuk az adatok valtakozasat az atlaggal és a kvartilisekkel egyiitt, valamint
rajzoljuk fol a box-diagramot az atlag feltiintetésével!
Az adatpontok koordinatai sorban:
> adatpontok := [seq([i, PSZ[i]], i = 1..n)];
adatpontok = [[1,41], [2,45], [3,49], [4,59], [5,24], [6,81], [7,21], [8, (1.1.1.1.3)
111, [9,15], [10,23], [11,30], [12, 41], [13, 46], [14, 17], [15, 30],
[16,76], [17,17], [18,52], [19,47], [20,47]]

Készitsiik el a két abrat és jelenitsiik meg egymas mellett egy matrixban:

> Pl := plot([adatpontok, m, Q1, M, Q3], x = 0..20, style
= [point, line, line, line, line], color = [black, blue,
green, red, green], symbol = diagonalcross, symbolsize =
12) :
P2 := BoxPlot(PSZ) :
plots[display] (Matrix (1, 2, [P1, P2]));
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A box-diagram az adatsokasag vizualizalasara szolgalo hasznos eszkoz. Az also és felsd
kvartilisek hataroljak a "dobozt", melyet kozéptajon a median oszt ketté. Lefelé és felfelé a
"doboz" hataratdl az interkvartilis terjedelem (Q; — Q,) 3/2-szerese van felmérve (vagy

ameddig az adat terjedelme ér), az ezen kiviil es6 adatpontok kiugronak tekinthetok.
¢) Rendezziik a mintat és abrazoljuk a tapasztalati (empirikus) eloszlasfiiggvényt!
Listat rendezni a sort eljaréassal lehet:

> PSZ_rend := sort(PSZ); # rendezett lista

PSZ rend = [11,15,17,17, 21, 23, 24, 30, 30, 41, 41, 45, 46,47,47,49, 52, (1.1.1.1.4)

59, 76, 81]

A terjedelmet megkapnank az utolsé €s elsd szam kiilonbségeként.
|:> # terjedelem := PSZ rend[n] - PSZ rend[l];
AFrequencyTable eljarassal egyszerlien megkaphatjuk az értékek gyakorisdgainak, relativ
gyakorisagainak, halmozott gyakorisagainak és halmozott relativ gyakorisagainak listajat.
Az utobbibol gyarthatjuk le az empirikus eloszlasfiiggvényt. Persze ehhez olyan felbontést
kell valasztani, amely mellett az egyes adatpontok jol elkiiloniilnek. Ezt a bins opcid
terjedelemre valo beallitdsaval érhetjiik el.

> gyak := FrequencyTable (PSZ, bins = terjedelem) ;



1..70x 1..5 Array

Data Type: anythin
gyak ;= P ymns (1.1.1.1.5)
Storage: rectangular

Order: Fortran_order

Készitsiink atlathato tablazatot ebbdl a tombbol! Valasszuk ki a megfeleld oszlopokat

lassuk el fejléccel.

fejlec:=[ Intervallumok , Gyakorisagok  , "Halmozott relativ

gyakorisagok ]:

> gyakorisag ertekek:= matrix(terjedelem + 1, 3, [fe]lec,
seq([gyak[k,1], gyak[k,2], gyak[k,5]], k = 1..
terjedelem)]) ;

gvakorisag ertekek .= (1.1.1.1.6)




| Intervallumok Gyakorisagok Halmozott relativ gyakorisagok _

11...12. 1. 5.000000000

12...13. 0. 5.000000000
13...14. 0. 5.000000000
14...15. 0. 5.000000000
15...16. 1. 10.00000000
l16...17. 0. 10.00000000
17...18. 2. 20.00000000
18...19. 0. 20.00000000
19...20. 0. 20.00000000
20...21. 0. 20.00000000
21...22. 1. 25.00000000
22...23. 0. 25.00000000
23..24. 1. 30.00000000
24..25. 1. 35.00000000
25...26. 0. 35.00000000
26...27. 0. 35.00000000
27...28. 0. 35.00000000
28...29. 0. 35.00000000
29...30. 0. 35.00000000
30...31. 2. 45.00000000
31...32. 0. 45.00000000
32...33. 0. 45.00000000
33...34. 0. 45.00000000
34...35. 0. 45.00000000
35...36. 0. 45.00000000
36...37. 0. 45.00000000
37...38. 0. 45.00000000
38...39. 0. 45.00000000
39...40. 0. 45.00000000
40...41. 0. 45.00000000
41..42. 2. 55.00000000
42..43. 0. 55.00000000
43...44. 0. 55.00000000




A halmozott relativ gyakorisdgok (szazalékban megadva) a gyak tomb 5. oszlopdban
vannak.
> halmozott_gyakorisagok := gyak[l..terjedelem, 5];

1..70 Array

Data Type: anything
halmozott gyakorisagok := (1.1.1.1.7)
Storage: rectangular

Order: Fortran_order

Ezekbol a LineChart eljarassal kaphatunk az empirikus eloszlasfiiggvényre hasonlitd
grafikont. Az abrazolashoz valasszuk az adatok értektartomanyat ([ 4, B] intervallum)!
> A := PSZ rend[1l];
B := PSZ rend[n];
LineChart (halmozott gyakorisagok, xcoords=[seq(k, k = A.
.B)], title="Halmozott relativ gyakorisagok’, scale=
relative) ;

A=11
B =81

Halmozott relativ gyakorisagok
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Az egyetlen (jobbara elhanyagolhatd) eltérés a tapasztalati eloszlasfiiggvénytol az, hogy itt
a l1épcsok kozott tiszta ugras helyett meredek ferde szakaszok vannak. Egy kicsit
bonyolultabb abrazolo eljarassal ezen is segithetiink:



> plot({[[A - 10, 0], [A, 0]], seq([[A + i - 1,
halmozott_gyakorisagok[i]/100], [A + i,
halmozott_gyakorisagok[i]/100]], i = 1..terjedelem), [
[B, 1], [B+10, 1]]}, thickness = 3, color = blue, title=
"Empirikus eloszlasfiiggvény’) ;

Empirikus eloszlasfiiggvény
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d) Osszuk fel a teljes terjedelmet 5 egyenl6 részre! Adjuk meg tablazat formajaban az
egyes kategoriakhoz tartozo tapasztalati gyakorisagokat és relativ gyakorisagokat
valamint abrazoljuk azokat pontdiagramon!

Az elobbi FrequencyTable-hivas alkalmas mddositasaval megkapjuk a tdblazatot. Mivel a
terjedelmet 5 egyenld részre kell osztani, ezért most 5 ladat hasznalunk.

> gyak2 := FrequencyTable(PSZ, bins = 5)[1..5, 1..3];

gvak?2 :=

11..
25..
39...
53..
67. ..

25.
.39.
53.
.67.
81.

7.
2.
8.
1.
2.

35.00000000
10.00000000
40.00000000
5.000000000
10.00000000

(1.1.1.1.8)

I_Adjunk fejlécet a tdblazatnak! (Figyeljiikk meg, hogy most a korabban latottol eltéroen
sorvektorként adjuk meg a fejlécet! Ez egy alternativ megoldés, azonos végeredménnyel.)

|_> Matrix (6, 3,

[[< Intervallumok ™ |

"Gyakorisagok"



"Relativ gyakorisagok >], [gyak2]]);
Intervallumok Gyakorisagok Relativ gyakorisagok
11...25. 7. 35.00000000
25...39. 2. 10.00000000
(1.1.1.1.9)
39...53. 8. 40.00000000
53...67. 1. 5.000000000
67...81. 2. 10.00000000

A pontdiagramot legegyszeriibben a LineChart eljarassal készithetjiik el. A style opcidt

allitsuk point-ra. (Egyetlen szépséghibdja a modszernek, hogy az y-tartomanyt nem lehet

megadni, igy 5-t6] indul a skala. Ez a kiilonbség latszik az alabbi hisztogramon is.)

> LineChart(gyak2[1..5, 3], style = point, symbol =
solidcircle, symbolsize = 20);
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e) Abrazoljuk az el6zb feladatrészben kapott relativ gyakorisagokat hisztogramon!
Illessziik a hisztogramra egy azonos varhatoé értéki és szorasi normal eloszlas
stirtiségfiiggvényét!

Az elobb elkészitett gyakorisag adattal dolgozunk. Fontos, hogy mind az alaptartomanyt
range), mind az oszlopok szélességét (binwidth) megfelelden allitsuk be!

|£> H := Histogram(PSZ, binwidth = terjedelem/5, range = A..



Az azonos varhat6 értékll és szorasti normal eloszlas striiségfiiggvénye azonos

tartomanyon:

> X := RandomVariable (Normal (m, sigma)) ;

i X= R (1.1.1.1.10)
[> P3 := DensityPlot (X, range = A..B, color = red,

thickness = 3): P3;
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I:llesszﬁk ezt ra a hisztogramra
> plots[display] (H, P3);




\ 4

Nem ugy tinik, hogy a gyakorisagok normal eloszlast kovetnének, bar ezt 5 oszlopbol
nehéz elso ranézésre megmondani. Tobbek kozott ilyen vitas kérdések eldontésére szolgal
a kovezkezd feladatban targyalt illeszkedésvizsgalat.

2. Feladat (Diszkrét illeszkedésvizsgalat)

Egy év minden napjan feljegyezziik egy adott utkeresztezodésben a piros lampan
szabalytalanul
athajto gépjarmiivek szamat. A napi gyakorisagokat a kovezkezo tablazat mutatja:

Szabalytalans | 0| 1{ 2| 3| >
agok szama

Gyakorisagok | 41 8| 91 7| 5\

a) Vizsgaljuk meg 1 %-os szignifikanciaszint mellett azt a nullhipotézist, hogy a piros
lampan egy nap alatt athajté gépjarmiivek szama Poisson eloszlasu A =2 paraméterrel!
b) Adjuk meg a kritikus értéket, a probastatisztika értékét és a p-értéket! Magyarazzuk
meg a dontést a p-érték alapjan is!

¢) Szemléltessiik a kritikus tartomanyt és a dontést grafikonon a siirtiségfiiggvény alatti
teriilet beszinezésével!



YV Megoldis

|:> restart;

Korabbi feladatok megoldasa soran mar sokszor végeztiink szimulaciot a kapott elméleti
eredmények empirikus igazolasara. Ilyenkor kiindultunk egy ismert valoszintiségi
eloszlasbol, melybdl mintat vettliink, majd megmértiik bizonyos események relativ
tapasztalati gyakorisagait.

A statisztikaban gyakran taldlkozunk a forditott szituacioval: adva van egy minta (mérési
eredmények, kérdoiv, stb.) €s azt szeretnénk tudni, milyen hdttéreloszldasbol (milyen
eloszlasu sokasagbdl) lett kisorsolva. Persze a minta alapjan elkészithetiink egy, azt
tokéletesen leird diszkrét eloszlast (melynek értékei a mintdban elofordulo értékek, a
hozzajuk tartozo valdszinliségek pedig a mintaban szamolt relativ gyakorisagok), de
ugyanakkor tisztdban vagyunk azzal, hogy a mintéat véletlenszert események alakitjak,
mas-mas mintakra mas-mas értékeket/gyakorisagokat kapunk, igy a konkrét mintank nem
irja le pontosan a hattérben meghtzodo eloszlast.

Ehelyett olyan valdszinliségi szabalyszeriiséget keresiink, mely tetszoleges mintara igaz
lehet és igy az egész populaciot jellemzi: feltételezéssel éliink a hattéreloszlas tipusaval
kapcsolatban, mely elméleti eredményeken, méréseken, masik fél altal vallalt garanciakon
ill. a megszerzett tapasztalatainkon alapul. Ilyen példdul az, ha sok fiiggetlen, azonos
eloszlast tényezo dsszegeként adodo értéket normal eloszlastnak feltételeziink (lasd CHT),
vagy valamely berendezés élettartamat exponencialis eloszldssal irjuk le. A hattéreloszlas
paraméterei néha adottak, néha pedig a minta alapjan kell becsiilniink azokat (pontbecsiés).
Ehhez kapcsolodo statisztikai alpprobléma az un. illeszkedésvizsgalat, melynek soran
dontést hozunk arrdl, hogy egy bizonyos megbizhatosagi szint mellett az adott minta
szarmazhat-e a sejtett eloszlasbol, azaz az eloszlas illeszkedik-e a mintara (ez az Un.
nullhipotezis (H,), melynek tagadasa az ellenhipotezis (H))). A megbizhat6sagi szint
(konfidenciaszint) azt jelenti, hogy mekkora valdsziniséggel fogadjuk el a nullhipotézist, ha
egyébként a hattéreloszlasra vonatkozo feltételezésiink igaz volt. A szignifikanciaszint a
konfidenciaszintet 1-re kiegészitd valoszinlség, melyet elsofaju hibanak is neveznek.
Erdemes megjegyezni, hogy nagyobb konfidenciaszint megengeddobb/elfogaddbb tesztet
eredményez.

a) Vizsgaljuk meg 1 %-os szignifikanciaszint mellett azt a nullhipotézist, hogy a piros
lampan egy nap alatt athajté gépjarmiivek szama Poisson eloszlasu A =2

paraméterrel!
Az adatok:
> alpha := 0.01; # szignifikanciaszint
lambda := 2;
o :=0.01
A=2 (1.1.2.1.1)

{/egyﬁk fel egy-egy listaban a feljegyzett szabalytalansag-szamokat €s a hozzajuk tartozé
gyakorisagokat (hany napon tortént pont annyi szabalytalansag):

>x := [0, 1, 2, 3, 4]; # értékek, az utolsdé '>= 4'-nek
értendd
gyak := [49, 89, 97, 71, 59]; # mintagyakorisagok
x:=10,1,2,3,4]
gvak .= [49, 89,97, 71, 59] (1.1.2.1.2)

Az utolsoé kategoria egy gyljtokategoria, mely a 'legaldbb 4 szabalatalansag'-hoz tartozik.
A gyakorisagok Osszege éppen az év napjainak szama, mivel egy évig minden nap
végeztiink megfigyelést.

|_> n := 5; # a kategéridk szama




N := sum(gyak[i], i = 1..n); # = az év napjainak szama,
ahogyan a feladat allitja
n:=>

N =365 (1.1.2.1.3)

Az illeszkedésvizsgalat soran a tapasztalati gyakorisagok 0sszehasonlitasra keriilnek az
elméleti gyakorisagokkal. Utdbbiakat a valoszinliségelméleti eszkozokkel kiszamolt pontos
valoszinliségek mintamérettel vett szorzatai adjak.
Hozzunk 1étre tehat egy A =2 paraméterd Poisson-eloszlast valoszinliségi valtozot
> with(Statistics):
X := RandomVariable (Poisson(lambda)) ;
X= R (1.1.2.14)

Szamitsuk ki az elméleti gyakorisagokat! Ugyeljiink arra, hogy az utolso kategoriaba az

Osszes "maradék" gyakorisag keriiljon, ne csak az {X'=4} eseményhez tartozo!

> elm gyak := evalf([seq(N*ProbabilityFunction(X, i), i =
0..n - 1)]): # elméleti gyakorisagok
elm gyak[5] := N - sum(elm gyak[i + 1], i = 0..n - 2): #
az utolsé gyakorisag legyen N*P(X>=4), vagyis az Osszes
maradék gyakorisag, a kategoériak valasztasaval

o0sszhangban
'elm gyak' = elm gyak;
elm_gyak=[49.39737837, 98.79475674, 98.79475674, 65.86317116, (1.1.2.1.5)

| 52.1499370]
Ellenorizhetjiik, hogy az elméleti gyakorisagok 0sszege is az év napjainak szama:
> sum(elm gyak[i], i = 1..n);
365.0000000 (1.1.2.1.6)

Az illeszkedés megéllapitasahoz végezziink Xz-prébét! Ezt a Statistics csomag hosszi nevi
ChiSquareGoodnessOfFitTest eljarasa végzi. Paraméterei a tapasztalati és elméleti
gyakorisagok listdja, valamint a szignifikanciaszint. Allitsuk a Statistics csomag
informdcios szintjét 1-re, hogy szép beszédes kimenetet kapjunk.
> infolevel[Statistics] := 1:

statisztika := ChiSquareGoodnessOfFitTest (gyak,

elm gyak, level = alpha);
Chi-Square Test for Goodness-of-Fit
Null Hypothesis:
Observed sample does not differ from expected sample
Alt. Hypothesis:
Observed sample differs from expected sample

Categories: 5

Distribution: ChiSquare (4)
Computed statistic: 2.30729

Computed pvalue: 0.679442
Critical value: 13.2767041359876

Result: [Accepted]
There is no statistical evidence against the null
hypothesis

statisztika = hypothesis = true, criticalvalue =13.2767041359876, distribution (1.1.2.1.7)
i = ChiSquare(4), pvalue=10.679442271133119, statistic =2.307289344
Az outputban a kovetkezoket latjuk: null és ellenhipotézis szovegesen, kategoéridk szama (

5), probastatisztika eloszlasa (



(")), probastatisztika értéke (2.307), p-érick (0.679),

kritikus érték (13.277), dontés (elfogadas/elutasitds) szoveges magyarazattal.
Jelen esetben elfogadjuk a nullhipotézist az adott szignifikanciaszinten, azaz nem talaltunk
statisztikai bizonyitékot a nullhipotézis ellenében. Elfogadhatjuk azt a feltételezést, hogy a
szabalytalankod6 gépjarmiivek szama Poisson (2) eloszlast kovet!
Rajzoljuk fel oszlopdiagramon az empirikus €s elméleti gyakorisagokat, hogy vizualizaljuk
az illeszkedés mértékét!
> ColumnGraph ([gyak, elm gyak], color = [red, blue],

offset = -0.4, legend = [ minta’, "Poisson(2) ']);

minta

Poisson(2)

Az illeszkedés az dbra alapjan is meggyo6z0!
b) Adjuk meg a kritikus értéket, a probastatisztika értékét és a p-értéket!
Magyarazzuk meg a dontést a p-érték alapjan is!
A fenti proba eredményét elmentettiik a statisztika valtozoba, ami egyenletek formajaban
tartalmazza a keresett értékeket. Olvassuk ki ezeket!
> kritikus_ertek := rhs(statisztika[2]); # csak az
egyenletek jobb oldalan allé szamot kérjik
probastatisztika := rhs(statisztika[5])
p_ertek := rhs(statisztika[4]);
kritikus _ertek :=13.2767041359876

probastatisztika .= 2.307289344

(1.1.2.1.8)



| p_ertek:=0.679442271133119 (1.1.2.1.8)

Lassuk roviden 0sszefoglalva az illeszkedésvizsgalat dontési folyamatat!

Altalanossagban véve minden statisztikai probahoz tartozik egy jol meghatarozott,
mintabdl szamolhato probastatisztika, melynek ismert az elméleti eloszlasa és egy kritikus
tartomany, mely a végsd dontést (elfogadas/elutasitas) szolgalja. A nullhipotézis
visszautasitjuk, ha a probastatisztika értéke a kritikus tartomanyba esik, egyébként pedig
elfogadjuk (elfogadasi tartomany). Itt fontos megjegyezni, hogy az elfogadas nem jelenti
automatikusan a nullhipotézis igazsagat, csupan azt, hogy nem nem vetjiik el, mert nem
talaltunk ellene sz0l6 statisztikai bizonyitékot az adott megbizhatosagi szinten (1 - o).

A kritikus tartoméanyba esést igy dontjiik el, hogy a probastatisztika kiszamolt értékét
Osszehasonlitjuk egy Un. kritikus értékkel, mely a szignifikanciaszinttdl és esetleg a minta
egy¢b determinisztikus (rogzitett) paramétereitol fiigg (pl. mintaméret, kategoriak szama)
¢s a probastatisztika (ismert) eloszldsfiiggvényének inverzével szamolhatd. Ez utdbbira a
Statistics csomag Quantile eljarasat hasznalhatjuk.

A fent leirt dontési folyamat alternativ mudon ugy is elvégezhetd, hogy kiszamitjuk az n.
p-értéket, vagyis hogy mekkora szignifikanciaszinten esne éppen egybe a kritikus ért¢k a
probastatisztika értékével (meg eppenhogy elfogadnank H-t), €s azt 6sszehasonlitjuk a

feladatban megadott szignifikanciaszinttel. Ha a p-érték nagyobb, mint a
szignifikanciaszint, elfogadunk, ha kisebb, elutasitunk (egyenloség esetén is elfogadunk). A
p-értéket a probastatisztika eloszlasfiiggvényével, a probastatisztika (mintan felvett)
értekébol szamolhatjuk.

Az illeszkedésvizsgalatnal a fent leirt komponensek a kovetkezok:

2
V.

l
1N D;
gyakorisadgok, N a mintaméret, n pedig a kategdridk szdma

n

* Probastatisztika: d =

— N, ahol v -k a mintagyakorisagok, N-pk az elméleti

2
* Probastatisztika eloszléasa: (x )n _ 1 (n — 1 szabadsagi foku khi-négyzet eloszlas). Ez
elméletileg igazolhatd, de itt nem targyaljuk részletekbe menoen.
+ Kritikus érték: . =F "

), — 1

ahol o a szignifikanciaszint, F' (_xlz

(1-a) (a (Xz)n _, closzlas (1 — o)-kvantilise),

l,oc_

2
) pedig a (x )n _ , closzlas eloszlasfuggvényenek
n—1

inverze.

.- , 2 . . ) o ZLe AT
* Kritikus tartomany: {d > %, _ }, azaz a kritikus tartomény a kritikus értéktdl jobbra

1L,a
1évo félegyenes; csak akkor utasitunk el, ha a probastatisztika értéke nagyobb, mint a
kritikus érték
. 2 ..
* Elfogadasi tartomany: {d < X, 1 (x} (a kritikus tartomany komplementere)
ep-¢rték:p; =1 —F 2) (d); ez alapjan a kritikus tartomany ekvivalens megadasa:
n—1

~ {Pérer <0t}
> d := sum(gyak[i]*2/elm gyak[i], i = 1..n) - N; #
probastatisztika értéke

d:=2.3072892 (1.1.2.1.9)

> Y = RandomVariable (ChiSquare(n-1)); # khi-négyzet
eloszlasu n-1 szabadsagi fokkal
Y:= RO (1.1.2.1.10)




> kritikus_ertek := Quantile(Y, 1 - alpha); # kritikus

érték
i kritikus_ertek := 13.2767041359876 (1.1.2.1.11)
[> p_ertek := 1 - CDF(Y, d); # p-érték
i p_ertek :=0.679442297338026 (1.1.2.1.12)
Dontés a probastatisztika alapjan:

> # “elutasitas’ = evalb(d > kritikus_ertek);

"elfogadas’ = evalb(d <= kritikus_ertek);
i elfogadas = true (1.1.2.1.13)
Dontés a p-érték alapjan:
[> # ‘elutasitas’ = evalb (p_ertek < alpha);

"elfogadas’ = evalb(p_ertek >= alpha);

elfogadas = true (1.1.2.1.14)

Mivel a két déntés ekvivalens, ugyanazt az eredményt kaptuk!
¢) Szemléltessiik a kritikus tartomanyt és a dontést grafikonon a siiriiségfiiggvény
alatti teriilet beszinezésével!

2 . . :
Eloszor a (x ) , closzlast probastatisztika siriségfliggvenyét abrazoljuk, majd beszinezziik
a grafikon alatt, a kritikus értéktol jobbra 1&vo (kritikus tartomdany feletti) teriiletet.
. . .. 2 ..
Bejeloljik tovabba a kritikus érteket (x,  ,,) €s a probastatisztika értéket (d), hogy Ossze

tudjuk hasonlitani 6ket. Végiil berajzoljuk még az elfogadasi és elutasitasi tartomanyt,
valamint felirjuk azok valoszinliségét a nullhipotézis esetén.

> Pl := DensityPlot (Y, range = 0..kritikus_ertek + 6,
thickness = 3, color = blue):
P2 := plot(PDF(Y, t), t = kritikus ertek. .kritikus ertek

+ 3, thickness = 3, color = blue, filled = [color = red,
transparency = 0.5], labels = ["",""]):

P3 := plot({[[probastatisztika, 0.02],
[probastatisztika, -0.01]], [[kritikus_ertek, 0.02],
[kritikus_ertek, -0.01]]}, thickness = 1, color = blue):
P4 := plots[textplot] ([[probastatisztika, 0.03, '4d’',
'font'=["times", "roman",20]], [kritikus_ertek, 0.03,
'chi[4, 0.01]172', 'font'=["times","roman",15]]], color =
red) :

P5 := plot({[[0, -0.01], [kritikus_ertek, -0.01]]1, [
[kritikus_ertek, -0.01], [kritikus_ertek + 6, -0.01]1]},
color = [green, red]);

P6 := plots[textplot]([kritikus_ertek/Z, -0.02,
"Elfogadas’, 'font'=["times","roman",15]], color =
green) :

P7 := plots[textplot] ([kritikus_ertek + 3, -0.02,
"Elutasitas’, 'font'=["times","roman",15]], color = red)

P8 := plots[textplot] ([[3, 0.06, '0.99°, 'font'=

["times" ,"roman",15]], [16, 0.01, "0.01°, 'font'=

["times","roman" ,15]]]):

plots[display] (P1, P2, P3, P4, P5, P6, P7, P8);
P5:=PLOT(...)
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A rajzon szépen latszik, hogy a probastatisztika jocskan a kritikus értéktol balra, az
elfogadasi tartomanyba esik. Ez azt is jelenti, hogy a nullhipotézist (a hattéreloszlas 2
paraméter Poisson) nagyon siman elfogadtuk! A nullhipotézist csak abban az esetben
utasitanank el, ha d a kritikus értéktol jobbra, a pirossal jelolt elutasitasi tartomanyba esne!

3. Feladat (Konfidencia-intervallum ismert szorassal)

Méréseket végziink egy €lelmiszer szénhidrat-tartalmanak meghatarozasara. 14
mérésbol az X =4.75 % atlagot kaptuk. Tegyiik fel, hogy a minta normal eloszlasbél
szarmazik és ismert a szoras: 6=0.4 %.

a) Teszteljiik 99 %-os konfidenciaszint mellett, hogy m, =4.5 % lehet-e a sokasag varhato

értéke! Adjuk meg a varhato értékre vonatkozoan a 99 %-os szintnek megfeleld
konfidencia-intervallumot!

b) Végezziik el a tesztet 95 %-o0s megbizhatdsag mellett is! Szemléltessiik a két dontés
kozotti kiilonbséget a két konfidencia-intervallum felrajzolasaval és a stiriségfiiggvény
alatti megfelelo teriilet besatirozasaval!

¢) Hany elemii mintat kellene venniink, hogy a konfidencia-intervallum hossza 5 %-os
szignifikanciaszint mellett 0.2 % legyen? Ellendrizziik a szamitast véletlen adatok

generalasaval, feltételezve, hogy pont p =X =4.75 % az elméleti varhato érték!



YV Megoldis

|:> restart;
Gyultsiik ki az adatokat!

>n := 14;
atlag := 4.75;
sigma := 0.4;
n:=14
atlag :=4.75
c:=04 (1.1.3.1.1)

;) Teszteljiik 99 %-o0s konfidenciaszint mellett, hogy m,=4.5 % lehet-e a sokasag

varhat6 értéke! Adjuk meg a varhato értékre vonatkozéan a 99 %-os szintnek
megfeleléo konfidencia-intervallumot!

A statisztikai probdk egy masik fontos tipusa az Un. paraméteres proba. Ekkor
feltételezziik, hogy a hattéreloszlas tipusa ismert, de bizonyos paraméterei nem. Azt
szeretnénk tesztelni a minta alpjan, hogy egy ilyen paraméter ért¢ke megegyezhet-e egy
adott értékkel. A leggyakrabban eloforduld paraméteres proba a normal eloszlas varhato

értékére (W) vonatkozik ismert szords (o) mellett. Ez az Gin. (egymintas, kétoldali) u-préba.
A nullhipotézisiink "H,, : W=m,", ahol az elore adott m €rtek az elvart/sejtett varhato értek.
A préba komponensei €és menete megegyezik az illeszkedésvizsgalatnal leirtakkal, de mas

eloszlassal és képletekkel kell szamolni. A probastatisztika itt standard normal eloszlasu.
X—m

* Probastatisztika: u = , ahol n a mintaméret, G az ismert szoras, m; pedig a

o

Jn
feltételezett varhato érték, amit elfogadni/céfolni szeretnénk
* Probastatisztika eloszlasa: N(0, 1) (standard normal eloszlas).

(04
1- =
2

. -1
» Kritikus érték: u o= () (

) (a standard normal eloszlas (1 - % )-kvantilise),

ahol o a szignifikanciaszint, @ pedig a standard normal eloszlas eloszlasfiiggvénye.
* Kritikus tartomany: {|u| >u }, azaz a kritikus tartomany két félegyenes unioja, az

2
orig6tdl a kritikus értéknél tdvolabb 1évo pontok halmaza; csak akkor utasitunk el, ha a
probastatisztika abszolutértéke nagyobb, mint a kritikus érték
* Elfogadasi tartomany: {|u| <u, } (a kritikus tartomany komplementere)

2
e p-értek: p, . =2-(1 —®(u) ); ez alapjan a kritikus tartomany ekvivalens megadasa:

{Pérer <0t}
Az u-prébaval egyenértékii a varhatd értékre vonatkozo, 1 - o szintl konfidencia-
intervallum megadasa. Ez 1ényegében azt jelenti, hogy a minta X atlaga korlil megadunk
egy szimmetrikus intervallumot, melybe az elméleti varhato érték 1 — o valdszinliséggel
beleesik, feltéve, hogy a nullhipotézis (L= m,) igaz. Ezutan megnézziik, hogy m, beleesik-e
ebbe az intervallumba €s ez alapjan dontiink — ha beesik, elfogadjuk H-t; ha nem, akkor
pedig elutasitjuk.

» Konfidencia-intervallum: L= X —u




(¢

Ji

» Konfidencia-intervallum hossza: L =2 u (ez nem fiigg a konkrét mintatol, csak

N

a mintaelemek szamatol)
* Elfogadas: ham, € I

Kezdjiik hozza a feladatrész megoldasdhoz! Két 01j informéciot tudunk:

> alpha := 0.01; # szignifikanciaszint
m0 := 4.5;
o :=0.01
m0 :=4.5 (1.1.3.1.2)

A statisztikai sokasag normal eloszlastnak van feltételezve ismert szordssal. A
nullhipotézis a varhato értékre vonatkozik: H,, : L= m,. Az ellenhipotézis ennek tagadasa:

H, : | # my. Mivel ismert a szoras, ezert u-probat végziink. Erre szolgal a Statistics csomag

OneSampleZTest eljarasa. Erdemes megjegyezni, hogy az elsd paraméternek egy teljes
mintat kellene megadnunk, de ha ez nem ismert (mint itt), akkor helyettesithetd egy olyan
n elemi listaval, melyben minden adatpont megegyezik az atlaggal. Allitsuk a Statistics
csomag informacios szintjét 1-re, hogy beszédes kimenetet kapjunk!
> with(Statistics):
infolevel[Statistics] := 1:
statisztika := OneSampleZTest([seq(atlag, i = 1..n)],
m0, sigma, confidence = 1 - alpha);
Standard Z-Test on One Sample
Null Hypothesis:
Sample drawn from population with mean 4.5 and known
standard deviation 0.4
Alt. Hypothesis:
Sample drawn from population with mean not equal to
4.5 and known standard deviation 0.4

Sample size: 14

Sample mean: 4.75
Distribution: Normal (0, 1)
Computed statistic: 2.33854

Computed pvalue: 0.0193595
Confidence interval: 4.47463226446128

5.02536773553872

(population mean)
Result: [Accepted]
There is no statistical evidence against the null
hypothesis

statisztika = hypothesis = true, confidenceinterval = 4.47463226446128 (1.1.3.1.3)
..5.02536773553872, distribution = Normal (0, 1), pvalue
=0.0193594673670699, statistic =2.33853586596743

Az outputban a kovetkezoket latjuk: null és ellenhipotézis szovegesen, mintaméret (14),
mintaatlag (4.75), probastatisztika eloszlasa (N(0, 1)), probastatisztika értéke (2.336), p-
érték (0.019), konfidencia-intervallum a varhat6 értékre([4.475, 5.0251), dontés
(elfogadas/elutasitas) szoveges magyardzattal.

Jelen esetben elfogadjuk a nullhipotézist az adott szignifikanciaszinten, azaz nem talaltunk
statisztikai bizonyitékot a nullhipotézis ellen. Elfogadhatjuk azt a feltételezést, hogy a

hattéreloszlas varhaté értéke = m,=4.5 %!




A proba eredményét elmentettiik a statisztika valtozoba, amibol kiolvashatjuk a
konfidenciaintervallumot:
> konfidencia intervallum := rhs(statisztika[2]); # az
egyenlet jobb oldalat kell venni

konfidencia_intervallum := 4.47463226446128 ..5.02536773553872 (1.1.3.14)
Lassuk, hogyan zajlik az u-proba 1épésenként!
Eloszor meghatarozzuk a probastatisztika értékét, mely az egyes mintaelemektol nem, csak
a mintaatlagtol fugg.
> u := evalf((atlag - m0)/(sigma/sqrt(n))); #
prébastatisztika értéke
u :=2.338535867 (1.1.3.1.5)

Ezutan szamoljuk ki a kritikus értéket, mely a standard normal eloszlas 1 — By kvantilise!

[> X := RandomVariable (Normal (O, 1)) ;
kritikus := Quantile(X, 1 - alpha/2);
X= R
kritikus == 2.57582930355009 (1.1.3.1.6)

Hatarozzuk meg a p-értéket a fent leirt képlettel! A p-érték annak a valdszintisége, hogy a
probastatisztika abszollt értéke nagyobb, mint az aktualis mintabol kiszamolt u érték.
> p_ertek := 2*(1 - CDF(X, u));

i p_ertek:=0.0193594673135720 (1.1.3.1.7)
A probastatisztika értéke beleesik az elfogadasi tartomanyba, igy elfogadjuk a
nullhipotézist:
> elfogadas = evalb(abs(u) <= kritikus);

elfogadas = true (1.1.3.1.8)

Ugyanez a dontés a p-érték alapjan:
> elfogadas = evalb(p_ertek >= alpha);

elfogadas = true (1.1.3.1.9)
b) Végezziik el a tesztet 95 %-o0s megbizhatosag mellett is! Szemléltessiik a két dontés
kozotti kiillonbséget a két konfidencia-intervallum felrajzolasaval és a hibaszinteket a
stiraiségfiiggvény alatti megfelelo teriilet besatirozasaval!

[> alpha2 := 0.05;
o2 :=0.05 (1.1.3.1.10)

> statisztika2?2 := OneSampleZTest([seq(atlag, i = 1..n)],
m0, sigma, confidence = 1 - alpha2);

Standard Z-Test on One Sample

Null Hypothesis:

Sample drawn from population with mean 4.5 and known

standard deviation 0.4

Alt. Hypothesis:

Sample drawn from population with mean not equal to

4.5 and known standard deviation 0.4

Sample size: 14

Sample mean: 4.75
Distribution: Normal (0, 1)
Computed statistic: 2.33854

Computed pvalue: 0.0193595




Confidence interval: 4.54047103648669
4.95952896351331

(population mean)
Result: [Rejected]
There exists statistical evidence against the null
hypothesis

statisztika2 := hypothesis = false, confidenceinterval = 4.54047103648669
..4.95952896351331, distribution = Normal(0, 1), pvalue
=0.0193594673670699, statistic =2.33853586596743

konfidencia_intervallum?2 .= 4.54047103648669 ..4.95952896351331

lhs (konfidencia_ intervallum) ;

rhs (konfidencia_ intervallum) ;
lhs (konfidencia_intervallum2) ;
rhs (konfidencia_ intervallum?) ;

A :=4.47463226446128
B :=15.02536773553872
A2 :=4.54047103648669
B2:=4.95952896351331

> A :=
B :=
A2
B2

> X := RandomVariable (Normal (atlag, sigma)) ;
X:= RO

color = green, thickness = 2):

ez a sor elég + az x és y tartomany beallitéasa

thickness = 2, linestyle = dot):

font=["times","roman",15], color = blue], [atlag,
''alpha''="5%", font=["times","roman",15], color

"roman" ,15], color = green]}):
plots[display] (P1, P2, P3, P4);

> konfidencia_ intervallum2?2 := rhs(statisztika2[2]);

P2 := plot([[[A, 0.3], [B, 0.3]], [[A2, 0.65], [BZ2,
0.65]]1]1, color = [blue, red], thickness = 3): # zh-ban

P3 := plot([[[A, O], [A, 0.3]], [[B, O], [B, 0.3]],
[A2, 0], [A2, 0.65]], [[B2, O], [B2, 0.65]], [[atlag,
0], [atlag, 1]]], color = [blue, blue, red, red, green],

(1.1.3.1.11)

(1.1.3.1.12)

(1.1.3.1.13)

(1.1.3.1.14)

> Pl := plot(PDF(X, x), x = A2 - 0.4..B2 + 0.4, y =0..1,

[

P4 := plots[textplot] ({[atlag, 0.35, ''alpha''="1%",
0.7,

red],

[5.2, 0.9, ''N(conjugate(X), sigma)'', font=["times",



0.2
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> U := RandomVariable (Normal (0, 1))

U= RI (1.1.3.1.15)

[> kritikus := Quantile (U, 1 - alpha/2); # alpha/2-t kell

kivonni, mert kétoldali nullhipotézisiink van
kritikus2 := Quantile (U, 1 - alpha2/2);
probastatisztika := rhs(statisztika[5]); # ez ugyanaz
mindkét esetben

kritikus :==2.57582930355009
kritikus2 := 1.95996398453944

probastatisztika :=2.33853586596743 (1.1.3.1.16)
P5 := plot(PDF(U, x), x = -3..3, color = blue, thickness
3, caption = "z6ld teriilet = alpha = 1%; sarga teriilet

= alpha2 = 5%"):

P ball := plot(PDF(U, x), x -3..-kritikus, color =
blue, thickness = 2, filled [color = green]):

P jobbl := plot(PDF(U, x), x = kritikus..3, color =
blue, thickness = 2, filled [color = green]):

P bal2 := plot(PDF(U, x), x -3..-kritikus2, color =



blue, thickness = 2, filled = [color = yellow]):

P_jobb2 := plot(PDF(U, x), x = kritikus2..3, color =
blue, thickness = 2, filled = [color = yellow]):

P6 := plots[textplot] ([probastatisztika, -0.02, "u",
font = ["times","roman",15], color = blue]):

P7 := plot([[probastatisztika, -0.01],
[probastatisztika, 0.01]], color = blue, thickness = 2):
plots[display] (P5, P_ball, P jobbl, P bal2, P_jobb2, P6,
P7);

z01d teriilet = alpha = 1%; sdrga tertilet = alpha2 = 5%

¢) Hany elemii mintat kellene venniink, hogy a konfidencia-intervallum hossza 5 %-os
szignifikanciaszint mellett legfeljebb 0.2 % legyen? Ellendrizziik a szamitast véletlen

adatok generalasaval, feltételezve, hogy pont p =X =4.75 % az elméleti varhato érték!

>L :=0.2;
L=02 (1.1.3.1.17)

> evalf (2*kritikus*sigma/sqrt(n));
evalf (2*kritikus2*sigma/sqrt(n)) ;
0.550735470930242
0.419057926914626 (1.1.3.1.18)




solve (2*kritikus2*sigma/sqrt(N) <= L, {N});
{61.46334113 < N} (1.1.3.1.19)

n2 := 62;

n2 =062 (1.1.3.1.20)

randomize () :
pontok:=[seq([i, Mean(Sample(X, n2))], i = 1..100)]:

plot([pontok, atlag, atlag - L/2, atlag + L/2], x = 1.
.100, style = [point, line, line, line], symbol = cross,
symbolsize = 15, color = [black, red, blue, blue],
thickness = 3);
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V 4. Feladat (Linearis regresszio)

Véletlenszeriien kivalasztott varosokban vizsgaltak a népesség szama és a kozcsatorna-
halozatba bekapcsolt lakasok aranya kozotti osszefiiggést. Az adatokat az alabbi
tablazatban foglaltak 6ssze, ahol X jeloli a népességet ezer foben és Y jeloli a bekapcsolt



lakasok aranyat szazalékban.

X3 472[53]6]1 73

I|5584758384

a) Abrazoljuk az dsszetartozo értékparokat a sikon a Statistics csomag ScatterPlot
eljarasaval!

b) Szamoljuk ki X és Y kozott a korrelacios egyiitthatot! Milyen kapcsolatot mutat a
korrelacios egyiitthaté a népesség és a kozcsatorna-halézatba bekapcsolt lakasok aranya
kozott?

¢) Hatarozzuk meg a regresszios egyenest, majd rajzoljuk fel azt az a) feladatrészben
kapott abrara!

d) A kapott linearis osszefiiggés segitségével adjunk becslést a kozcsatorna-halézatba
bekapcsolt lakasok aranyara egy 25 000, egy 61 000 és egy 75 000 lakosu varosban!

e) Szamoljuk ki a kozcsatorna-hal6zatba bekapcsolt lakasok aranyat az illesztett linearis
modell alapjan, majd szamoljuk ezek eltéréseit a mérési értékektol. Rajzoljuk fel az
eltérések (rezidualisok) hisztogrammjat!

f) Gyozodjiink meg arrdl, hogy az eltérések atlaga 0! Rajzoljuk be az eltérések
hisztogramjanak abrajaba a 0 varhato értéki és az eltérésekkel azonos szorasi normal
eloszlas stiraségfiiggvényét!

g) Teszteljiik, hogy vajon normal eloszlast kovetnek-e az eltérések nulla varhato értékkel
és az eltérések szorasaval aa=1 % szignifikanciaszinten, ha a terjedelmet 10 egyenlo
részre osztjuk?

h) Rajzoljuk fel az illesztett és a mért adatsorokat a QuantilePlot eljaras segitségével!
Szamoljuk ki R értékét! Mennyire jo a linearis modell ez alapjan?

i) Adjunk 99 %-0s megbizhatosagi konfidencia-intervallumot az a és b regresszios
egyiitthatok értékére! Becsiiljiik meg a rezidualis szorasat!

Y Megoldis

Meérnoki feladatok megoldasa, gazdasagi, fizikai, bioldgiai folyamatok vizsgalata soran
rendkiviil hasznos, ha két véletlen valtozé kozott fliggvényszerh kapcsolatot tudunk feltarni
¢s azt le is tudjuk irni. [lyenkor az egyik valtozot (X) fiiggetlennek, a mésikat (¥) fliggonek
tekintjiik, azaz a fliggd mennyiséget mérjiik a fliggetlen mennyiség rogzitett értékei mellett.
A legegyszeribb fiiggvénykapcsolat a linedris fliggés, melyet a linedris regresszio
segitségével adhatunk meg. Ha az adataink tablazatos formaban

X x x5 ..ox,
Y yy y, o,
akkor a modelliink: .
y;=a+bx,
Az eltérések (hibak, rezidualisok): .
GV Vi

Az a és b regresszios egylitthatokat a legkisebb négyzetek elve alapjan hatdrozzuk meg,

vagyis ugy, hogy az eltérések négyzetdsszege, Ze = Z l.)z, minimalis legyen.
i=1 i= 1
Ennek az optimalizacids problémanak a megoldésa:

b=rS n- Cov(x,z)
Sx n_l) S)zc




a=y —b-x
ahol = Corr(x, y)a korrelacios egyiitthato, x ill. y a két adatsor atlaga, S_ill. Sy pedig a két
adatsor (korrigalt) szorasa. Ezt visszahelyettesitve a modellbe kapjuk, hogy

- S _ S
Y=y —r?yx -I—r?y-xl.

X X

Ez a képlet konnyebben megjegyezhet6 a standardizalt formaban:

y;—y X, — X

= l/'-
Sy S,

Ebbol az is jol latszik, hogy miért a korrelacios egyiitthatoé adja meg a két valtozd kozotti
linedris 0sszefiiggés erdss€gét: » a két mennyis€g standardizaltja kozotti skalazasi tényezo!
A regresszids egyenes egyenlete a fentiek alapjan:

y=bx+a=
S _ S _
=r§x+y —r?ix

Aze=Y —a — b-Xelméleti rezidudlis szérasara torzitatlan becslést adhatunk a minta
alapjan:

2. 2 (v —a—bx)’

-2 n—2
Ez arezidudlis standard eltérés, mely jol lathatd 0sszefiiggésben van a legkisebb négyzetek
modszerével minimalizalt rezidualis négyzetosszeggel.

n n
Rezidualis négyzetosszeg (Residual Sum of Squares): RSS = Zef = Z ( Vv, — y l.) 2
i= i=1

=1

n
Teljes négyzetosszeg (Total Sum of Squares): 7SS = Z (vi— )_/)2
i=1
o . P2 RSS . A,
Determinacios egyiitthato: R“ =1 — TS azt mondja meg, hogy a fliggd valtozo

variancidjanak hanyadrésze magyarazhato a linearis modellel. Lineéaris modell esetén

132 = (de nem-linedris esetben a kettd kiilonbozhet).
> with (Statistics):

n := 3;

x := [0, 1, 2];

y := [0, 1, 1];

n:=3
x:=1[0,1,2]

i y=1[0,1,1] (1.14.1.1)
[> corrxy := Correlation(x, y);

covxy := Covariance(x, V)

corrxy := 0.866025403784438

i covxy :=0.500000000000000 (1.14.1.2)
[> mx := Mean(x) ;

my := Mean(y);

mx = 1.

my := 0.666666666666667 (1.1.4.1.3)



> sx := StandardDeviation (x);
sy := StandardDeviation(y) ;
sx:=1.

sy :=0.577350269189626 (1.14.1.4)

> sqrt(sum((y[i]-my)*2, i = 1..nops(y))/2);
sum((x[i]-mx)*(y[i]-my), i = 1..nops(x))/3;
0.5773502692

> n*covxy/ ((n-1) *sx*sy); # igy kapjuk a korrelaciét Maple
16-ban, de Maple 17-ben mar covxy/ (sx*sy)

[> restart;

> minta X := [30, 43, 70, 22, 55, 31, 65, 15, 78, 31];

minta Y := [53, 54, 89, 45, 74, 50, 83, 34, 88, 46];
minta_X = [30, 43,70, 22, 55, 31, 65, 15, 78, 31]

0.3333333333 (1.1.4.1.5)

0.866025403784438 (1.1.4.1.6)

minta_Y = [53, 54, 89, 45, 74, 50, 83, 34, 88, 46 ] (1.1.4.1.7)

a) Abrazoljuk az dsszetartozé értékparokat a sikon a Statistics csomag ScatterPlot
eljarasaval!

> with (Statistics):
Pl := ScatterPlot(minta X, minta Y, symbol = cross,
symbolsize = 15): P1;
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b) Szamoljuk ki X és Y kozott a korrelacios egyiitthatot! Milyen kapcsolatot mutat a
korrelacios egyiitthato a népesség és a kozcsatorna-halézatba bekapcsolt lakasok
aranya kozott?

> r := Correlation(minta X, minta Y);
r:=0.981148387646947 (1.1.4.1.8)

¢) Hatarozzuk meg a regresszios egyenest, majd rajzoljuk fel azt az a) feladatrészben
kapott abrara!

[> regresszios_egyenes := unapply(LinearFit([1l, x],
minta X, minta Y, x), x);
| regresszios_egyenes = x—21.851057827926645 + 0.9033850493653034 x (1.1.4.1.9)

> a
b

coeff (regresszios_egyenes(x), x, 0);
coeff (regresszios_egyenes(x), x, 1);
a:=21.8510578279266

b :=0.903385049365303 (1.1.4.1.10)




> P2 := plot(regresszios_egyenes(x), x = min(minta_ X)..max
(minta X)) :
plots[display] (P1, P2);
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d) A kapott linearis osszefiiggés segitségével adjunk becslést a kozcsatorna-halozatba
bekapcsolt lakasok aranyara egy 25 000, egy 61 000 és egy 75 000 lakosu varosban!

[> regresszios_egyenes (25) ;
regresszios_egyenes (61) ;
regresszios_egyenes (75) ;

44.4356840620592
76.9575458392102

89.6049365303244 (1.1.4.1.11)

e) Szamoljuk ki a kézcsatorna-halozatba bekapcsolt lakasok aranyat az illesztett
linearis modell alapjan, majd szamoljuk ezek eltéréseit a mérési értékektol. Rajzoljuk
fel az eltérések (rezidualisok) hisztogrammjat!

> modell Y := map(k -> regresszios_egyenes(k), minta X);
modell Y = [48.9526093088857, 60.6966149506347, 85.0880112834979, (1.1.4.1.12)
41.7255289139633, 71.5372355430183, 49.8559943582511,



80.5710860366714, 35.4018335684062, 92.3150916784203,
49.8559943582511 ]

> rezidualisok := minta Y - modell Y;
rezidualisok .= [4.04739069111425, -6.69661495063469, (1.1.4.1.13)

3.91198871650212, 3.27447108603668, 2.46276445698166,
0.144005641748947, 2.42891396332863, -1.40183356840620,
-4.31509167842032, -3.85599435825105]

> H := Histogram(rezidualisok, bincount = 10): H;

0.20

0.151

0.10 1

f) Gyozodjiink meg arrdl, hogy az eltérések atlaga 0! Rajzoljuk be az eltérések
hisztogramjanak abrajaba a 0 varhato értéki és az eltérésekkel azonos szorasu
normal eloszlas siirtiségfiiggvényét!

> Mean (rezidualisok) ;
3.55271367880050 10" (1.1.4.1.14)

|_> X := RandomVariable (Normal (0,StandardDeviation



(rezidualisok))) ;
X:= R0 (1.1.4.1.15)

[> P3 := plot (PDF (X, x), x = min(rezidualisok) ..max
(rezidualisok), thickness = 3):
plots[display] (H, P3);

g) Teszteljiik, hogy vajon normal eloszlast kovetnek-e az eltérések nulla varhaté
értékkel és az eltérések szorasaval ao=1 % szignifikanciaszinten, ha a terjedelmet 10
egyenlo részre osztjuk?

> infolevel[Statistics] :=1:
ChiSquareSuitableModelTest (rezidualisok, X, bins = 10,
level = 0.01);
Chi-Square Test for Suitable Probability Model
Null Hypothesis:
Sample was drawn from specified probability
distribution
Alt. Hypothesis:
Sample was not drawn from specified probability
distribution




Bins: 10

Distribution: ChiSquare (9)
Computed statistic: 10.271

Computed pvalue: 0.328998
Critical value: 21.6659943178256

Result: [Accepted]
There is no statistical evidence against the null
hypothesis

hypothesis = true, criticalvalue =21.6659943178256, distribution (1.1.4.1.16)
= ChiSquare(9), pvalue =0.328997701200926, statistic
=10.2709654505886

[> FrequencyTable (rezidualisok, bins=10);
[[-6.69661495063469 ..-5.62221438645980, 1., 10.00000000, 1., (1.1.4.1.17)

10.00000000 ],
[-5.62221438645980 .. -4.54781382228490, 0., 0., 1., 10.00000000],
[-4.54781382228490 ..~ 3.47341325811001, 2., 20.00000000, 3.,
30.00000000],

[-3.47341325811001 ..-2.39901269393511, 0., 0., 3., 30.00000000 ],
[-2.39901269393511 ..-1.32461212976022, 1., 10.00000000, 4.,
40.00000000 ],

[-1.32461212976022 ..-0.250211565585325, 0., 0., 4., 40.00000000 ],
[-0.250211565585325 ..0.824188998589570, 1., 10.00000000, 5.,
50.00000000],

[0.824188998589570 ..1.89858956276446, 0., 0., 5., 50.00000000 ],
[1.89858956276446 ..2.97299012693936, 2., 20.00000000, 7.,
70.00000000],

[2.97299012693936 ..4.04739069111425, 3., 30.00000000, 10.,
100.00000001]

h) Rajzoljuk fel az illesztett és a mért adatsorokat a QuantilePlot eljaras segitségével!
Szamoljuk ki R* értékét! Mennyire jo a linearis modell ez alapjan?

> QuantilePlot (minta_Y, modell Y);




> R2 := r*°2;
R2:=0.962652158582204

[> N := numelems (minta_X);
atlag := Mean(minta Y);
N:=10

atlag := 61.6000000000000

> RSS
TSS

RSS :=134.691255289140
7SS = 3606.400000

[> R2 = 1 - RSS/TSS;

sum( (minta_Y[i] - modell Y [i])"2, i
sum( (minta_Y[i] - atlag)”2, i

0.962652158582204 =0.962652158582204

(1.1.4.1.18)

(1.1.4.1.19)

1..N);

(1.1.4.1.20)

(1.1.4.1.21)

i) Adjunk 99 %-o0s megbizhatésagu konfidencia-intervallumot az b regresszios

egyiitthatok értékére! Becsiiljiik meg a rezidualis szorasat!
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> regresszio output := LinearFit([1l, x], minta X, minta Y,
x, output = solutionmodule) :
eredmenyek := (regresszio output:-Results) ():

| Tn LinearFit (container form)

> konf int := eredmenyek[9];
konf int .= "confidenceintervals" (1.1.4.1.22)

14.8013583713903 ..28.9007572844630
0.758312306235144 ..1.04845779249546

B konf int a rhs (konf int) [1];
konf int b rhs (konf int) [2];
konf int_a :=14.8013583713903..28.9007572844630
konf int b:=0.758312306235144..1.04845779249546 (1.1.4.1.23)

> rezidualis szoras := rhs(eredmenyek[3]);

i rezidualis_szoras :=4.10321909129191 (1.1.4.1.24)
> rezidualis szoras = sgrt (RSS/ (N-2)) ;

4.10321909129191 =4.10321909129192 (1.1.4.1.25)

V¥ Gyakorlé feladatok

Gy/1. Feladat (Konfidencia-intervallum ismeretlen szorassal)

Egy adagolégép altal dobozba toltendé anyag tomegének varhatoé értékére az eloiras 120

g, és feltételezziik, hogy a tomeg normal eloszlast kovet.Véletlenszerii mintavétel soran az

alabbi értékeket kaptuk (grammban mérve):

120.4, 119.6, 119.8, 120.0, 120.1, 119.6, 119.3, 119.8, 119.5, 119.6, 119.9, 119.1, 119.3,
119.8, 120.3, 119.1

a) Hatarozzuk meg az adatok atlagat, szorasat, terjedelmét, medianjat! Rajzoljuk fel az
adat hisztogramjat a terjedelem 5 egyenl6 részre osztasaval!

b) Teljesiil-e a varhato értékre a m; =120 g eldiras 95 %-os megbizhatosagi szinten?
Adjuk meg a konfidencia-intervallumot, a probastatisztika értékét és a kritikus értéket!
¢) Hany elemii mintat kellene venniink, hogy a konfidencia-intervallum hossza 5 %-os
szignifikanciaszint mellett 0.2 g legyen?

d) Adjuk meg a szoras konfidencia-intervallumat 5 %-os szignifikanciaszint esetén!

YV Megoldis

|:> restart;

Ha feltételezziik, hogy a vizsgalt mennyiség normal eloszlast kovet, de sem a varhato
értéke, sem a szorasa nem ismert, akkor a L paraméter becslésére Uin. (egymintas, kétoldali)
t-probat alkalmazunk. A nullhipotézistink "H,, : W= m,", ahol az elore adott m, érték az
elvart/sejtett varhato érték. A proba komponensei és menete megegyezik az u-probanal

leirtakkal, de kicsit mas eloszlassal és képletekkel kell szamolni. A probastatisztika itt
t-eloszlasu.




=.2
X —mj Z (Xl N X)
, ahol » a mintaméret, § = ———— a minta

» Probastatisztika: ¢ =

Jn

(korrigalt) tapasztalati szorasa, m, pedig a feltételezett varhaté ért€k, amit

elfogadni/cafolni szeretnénk
* Probastatisztika eloszlasa: 7, _ | (-eloszlas n — 1 szabadsagi fokkal).

i

" e |
» Kritikus érték: t, =F; ( )

7 n—1

J (azn — 1 szabadsagi foku r-eloszlas (1 - % j-

kvantilise), ahol o a szignifikanciaszint, F’ }1 pedig az n — 1 szabadségi foku t-eloszlas
n—1

eloszlasfliggvényéne.

* Kritikus tartomany: {|t| >t }, azaz a kritikus tartomany két félegyenes unioja, az
2

orig6tdl a kritikus értéknél tdvolabb 1évo pontok halmaza; csak akkor utasitunk el, ha a

probastatisztika abszolutértéke nagyobb, mint a kritikus érték
* Elfogadési tartomany: {ltl <t, } (a kritikus tartomany komplementere)

2
e p-erték: p,, =2 ( 1 —F, (1) ) ; ez alapjan a kritikus tartomany ekvivalens
n—1

megadasa: {pérték < (x}
A t-probaval egyenértéki a varhato értékre vonatkozo, 1- o szintl konfidencia-intervallum
megadasa. Ez [ényegében azt jelenti, hogy a minta X atlaga koriil megadunk egy
szimmetrikus intervallumot, melybe az elméleti varhato érték 1 — o valosziniséggel
beleesik, feltéve, hogy a nullhipotézis (L =m,) igaz. Ezutan megnézziik, hogy m beleesik-e
ebbe az intervallumba €s ez alapjan déntiink — ha beesik, elfogadjuk /;-t; ha nem, akkor

pedig elutasitjuk.
* Konfidencia-intervallum: /,, = X — Ly i , X +1¢ o i

R -
 Konfidencia-intervallum hossza: L=21¢ - S (ez nem filigg a konkrét mintétol, csak

a mintaelemek szdmatol)
* Elfogadas: ham, € I

A korrigélt tapasztalati szorast a Statistics csomag StandardDeviation eljarasaval, a kritikus
értéket pedig a Quantile eljarassal lehet szamolni.
Ha t-probat kell alkalmaznunk, akkor sziikség lehet arra 1s, hogy konfidenciaintervallumot

. i , o A o 2 -
adjunk a hattéreloszlas ¢ szorasara. Ekkor a megfelel6 probastatisztika x -eloszlasu lesz
n — 1 paraméterrel.

.. ., n—1 o n—1 § .
* Konfidencia-intervallum varianciara: [, .= S, , ahol ¢, 1ll. ¢, az
’ ) 4

n — 1 szabadsagi foku Xz-eloszlés % ésl — % kvantilisei



» Konfidencia-intervallum szorasra: IK =

\/ n—1 &\/ n—1 S‘
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a) Hatarozzuk meg az adatok atlagat, szorasat, terjedelmét, medianjat! Rajzoljuk fel
az adat hisztogramjat a terjedelem 5 egyenl6 részre osztasaval!

>m0 := 120;

minta := [120.4, 119.6, 119.8, 120.0, 120.1, 119.6,
119.3, 119.8, 119.5, 119.6, 119.9, 119.1, 119.3, 119.8,
120.3, 119.11;

m0 =120
minta := [120.4, 119.6, 119.8, 120.0, 120.1, 119.6, 119.3, 119.8, 119.5, 119.6, (1.2.1.1.1)
119.9,119.1, 119.3, 119.8, 120.3, 119.1]

> with (Statistics):

atlag := Mean (minta) ;

szoras := StandardDeviation (minta) ;
terjedelem := Range (minta) ;

mediadn := Median (minta) ;

atlag := 119.700000000000
szoras :=(0.389871773792362
terjedelem = 1.30000000000001
median == 119.700000000000 (1.2.1.1.2)

b) Teljesiil-e a varhato6 értékre a m, =120 g eloiras 95 %-os megbizhatosagi szinten?

Adjuk meg a konfidencia-intervallumot, a probastatisztika értékét és a kritikus
értéket!

> with (Statistics):
alpha := 0.05;

infolevel[Statistics] := 1:

statisztika := OneSampleZTest([seqg(atlag, i = 1l..nops

(minta))], mO, szoras, confidence = 1 - alpha);
a:=0.05

Standard Z-Test on One Sample

Null Hypothesis:

Sample drawn from population with mean 120 and known
standard deviation 0.389872

Alt. Hypothesis:

Sample drawn from population with mean not equal to
120 and known standard deviation 0.389872

Sample size: 16

Sample mean: 119.7
Distribution: Normal (0, 1)
Computed statistic: -3.07794
Computed pvalue: 0.0020844
Confidence interval: 119.508966341195

119.891033658805
(population mean)
Result: [Rejected]
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There exists statistical evidence against the null
hypothesis

statisztika = hypothesis = false, confidenceinterval =119.508966341195 (1.2.1.1.3)
..119.891033658805, distribution = Normal(0, 1), pvalue
=0.00208440335338232, statistic = -3.07793505625540

¢) Hany elemii mintat kellene venniink, hogy a konfidencia-intervallum hossza 5 %-os
szignifikanciaszint mellett 0.2 g legyen?

d) Adjuk meg a szoras konfidencia-intervallumat 5 %-os szignifikanciaszint esetén!

Gy/2. Feladat (Véletlenszam-generator)

Egy véletlenszam-generatorral a kovetkezo szamokat kaptuk:
0.554, 0.110, 0.168, 0.440, 0.037, 0.600, 0.683, 0.612, 0.992, 0.025, 0.683, 0.758, 1.000,
0.845, 0.997, 0.631, 0.278, 0.350, 0.801, 0.543

a) Abrazoljuk az értékeket hisztogramon, a terjedelem 10 részre osztasa mellett!

b) Teszteljiik 95 %-o0s megbizhatésagi szint mellett, hogy a véletlenszam-generator
valéban egyenletes eloszlassal sorsol-e szamokat a [0, 1] intervallumbél! (Hasznaljuk a
Statistics csomag ChiSquareSuitableModelTest eljarasat!)

¢) Adjuk meg a kritikus értéket, a probastatisztika értékét és a p-értéket! Reprodukaljuk
a dontést a p-érték alapjan is!

d) Szemléltessiik a kritikus tartomanyt és a dontést grafikonon a stiriiségfiiggvény alatti
teriilet besatirozasaval!

Megoldas
|:> restart;

Gy/3. Feladat (Fémrudak tomege)

Egy gyartésoron 1 m-es fémrudak késziilnek. Véletlenszeri kivalasztassal lemérik 6 db
rud hosszat és stlyat. Az eredményt a kovetkezo tablazat tartalmazza:

X |10\ 10\|98\]99 (97 |10\
(cm

)

Y |60\]62\58 |59 [57\ |60\
(dk

g)

a) Szamoljuk ki a rudak hosszanak terjedelmét, atlagat, szorasat, medianjat és
kvartiliseit! Vizualizaljuk az adathalmazt a BoxPlot eljaras hasznalataval!

b) Szamitsuk ki az X és Y kozotti a korrelacios egyiitthato értékét, és ha feltételezhet6
linearis kapcsolat, akkor hatarozzuk meg a regresszios egyenes egyenletét!

¢) Abrazoljuk az 6sszetartozé értékparokat a sikon a Statistics csomag ScatterPlot
eljarasaval, és illessziik ra a regresszios egyenest a kapott abrara!

d) Szamoljuk ki a rudak tomegét az illesztett linearis modell alapjan, majd szamoljuk
ezek eltéréseit a mért tomeg értékektol. Gy6zodjiink meg arrdl, hogy az eltérések atlaga




0! Hatarozzuk meg az eltérések szorasat!

e) Rajzoljuk fel az eltérések (rezidualisok) hisztogrammjat a terjedelem 4 egyenlé részre
osztasaval! Illessziink ra az eltérések hisztogramjara egy azonos varhatoé értéka, ill.
szorasu haranggorbét!

f) Teszteljiik, hogy vajon normal eloszlast kovetnek-e az eltérések (nulla varhaté értékkel
és az eltérések szorasaval ) 95 %-os konfidenciaszinten, ha a terjedelmet 4 egyenlo részre
osztjuk!

g) Rajzoljuk fel az illesztett és a mért adatsorokat a QuantilePlot eljaras segitségével!

h) Szamoljuk ki az RSS (residual sum of squares) és a 7SS (total sum of squares)
értékeket, majd ezekbol az R? determin4ciés egyiitthato értékét! Mennyire jo ez alapjan
az illesztett linearis modell?
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