I Algoritmusok, problémaosztalyok

Grafok



Bevezeto

» Hogy lehet ezt az abrat gy lerajzolni, hogy minden
vonalon csak egyszer menjlnk vegig?



Konigsberg hidjai

» Hogy lehet K6nigsberg minden hidjan ugy
vegigmenni, hogy mindegyiken csak egyszer
menjunk veégig?
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Konigsberg hidjai

. Euler oldotta meg
Nem Iényeges az Ut a szarazfoldon, csak a hidak

Elvont modell:
Szarazf6ld: csomopont
Hidak: utak a csomopontok k6zott — elek
Nem szamit a csomopontok elhelyezése és az élek formaja

Ficuns 98. Geographic Map:
The Kinigsberg Bridpes.



Megoldas

- Ha egy pontba beériink, onnan ki is kell menni —
kivéve a kezdd és vegpontot

- Tehat kett6 kivételével (kezd6 és végpont) minden
csomopont paros szamu ellel kell rendelkezzen
(csucspont fokszama)

- Ha ugyanoda szeretnénk visszaérni, akkor minden
csucspont paros fokszamu kell legyen.

— Konigsberg esetében mind a négy csomodpont
paratlan fokszamu



Grafok

. A graf egy olyan struktura, ami csucsokbol vagy
szdgpontokbdl es élekbaol all, minden él két csucs
kOzOtt fut.

. A csucsok tartalmazzak az objektumokat (adatokat),
az eélek pedig meghatarozzak a csucsok kozti
0sszefliggéseket.

. Legtdbbszor egyszeru grafokkal foglalkozunk, azaz
olyanokkal, amelyekben nincs hurokél (egy csucsot
Onmagaval 0sszekotod el) és nincsenek parhuzamos
élek sem, tehat azonos pontok k6zaott haladod
kulonbozd elek.



Grafok

Egy csucspont fokszama a
ra illeszked6 élek szama. Ha
ez nulla, tehat az adott
csucsra nem illeszkedik él,
akkor a csucs izolalt. Veges
grafok esetéen a fokszamokat
0sszeadva paros szamot
kapunk, hiszen ekkor minden
élt kétszer szamoltunk. Ezért a
paratlan foku pontok szama
mindig paros.

Ha a fokszdm minden csucsra
azonos, a graf reguléris. Ha
ez a kozos fokszam k, akkor a
graf k-adfoku regularis vagy k-
regularis.

A mellékelt abran minden

csucsba beirtuk a csucs
fokszamat




Elek

» Az élek lehetnek
Kétiranyuak
Iranyitottak
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, Kulonleges élek (pl: hurokél)



A graf mérete

. A graf merete megegyezik a grafot alkotd csucsok
szamaval

Graphs of sizes 1-9
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Utak

. Az ut élek egymashoz csatlakozo sorozata, amely
egy csucsot legfeljebb egyszer tartalmaz.

. Akor élek egymashoz csatlakozo sorozata, ami
zarodik, tehat az utolso es az els6 élnek van kdzo6s
végpontja, és nincs ismétlédd csucs.

. Ha csak elek ismetiédeset zarjuk ki, akkor ciklusrol
beszéllnk.

. Az ut hossza egyenl6 az érintett csucsok szamaval



Euler-gratok
. Euler-ut: Olyan ut amely minden élen vegigmegy.
Az Euler ut egy csucsot tobbsz0or is érinthet.

. Azt az Euler-utat amely ugyanabba a pontban
vegzodik ahonnan elindult, Euler-k6rnek nevezzuk

. Az olyan grafokat, amelyben Iéteznek Euler-korok,
Euler-grafnak nevezzik

. Egy graf akkor Euler-graf, ha nincsenek izolalt
részel €és minden csomopontja paros fokszamu



Hamiltom-gratok

. Hamilton-utak: azok az utak, amelyek minden
pontot pontosan egyszer érintenek. A Hailton-ut
nem kell minden élet bejarjon.

. Az olyan Hamilton-utat amely a kezd6pontban
veégzodik Hamilton kornek nevezzik

. Az olyan grafokat, amelyben |éteznek Hamilton-
korok, Hamilton-grafnak nevezzik

. Ha egy n csomopontbdl allo graf minden
csomopontjanak a fokszama nagyobb mint n/2,
akkor a graf Hamilton-graf.



Két pont tavolsaga
. Keét pont tavolsaga egyenlo a koztuk levo

legrovidebb Ut hosszaval.

. Vigyazat, két pont kdzaott tébb ut is lehetséges — a
tavolsag ezek kozul a legrévidebb.

. Egy graf atmeroje: A leghosszabb tavolsag egy
grafban



Algrafok, résztak

» Az algrafok olyan grafok, amelyek tartalmazzak egy
graf csucsainak egy részet, és az 6sszes élet, amely
ezeket 0sszekati (pl: egy varostérkep az
orszagtérkep részgrafja)

» Arészfa egy olyan graf, amely tartalmazza az
eredeti graf 6sszes csucsat, viszont nem tartalmaz
koroket (tehat elhagyjuk az 6sszes olyan élet, amely
kort alkotna). Pl. az optimalis utak egy adott pontbal.



Kapcsolatok a gratokban

. Kapcsolt grafok azok a grafok, amelyben barmely
Ket pont k6zt van ut

. Kapcsolt komponens egy olyan kapcsolt algraf,
amelynek nincs kapcsolata a graf tobbi részevel

. Komplett grafnak nevezziik az olyan grafot,
amelynek minden pontja 0ssze van kotve minden
pontta

. A komplett graf atmerdje 1
. A komplett grafhoz mar nem lehet éleket adni.




Szocialis halozatok

. Karinthy Frigyes fogalmazta meg a “kis vilag”
elméletét a “Lancszemek” c. novellaban: Barkitdl el
lehet jutni barkihez 6t ismerdson keresztul
(“hatlépésnyi tavolsag”).

. Egy szocialis halozat jellemz6i:

A pontok fokszama

Halbzati kozpontok
Csoportosulasok (komplett algrafok)
Legrévidebb Ut megtalalasa
Az elek kulonbozb tipusal



Grafok abrazolasa

— Geometrial abrazolas

— Lista

minden csucsnak
felsoroljuk a

szomszeédait Lista

-y : : A>B>C
a Ilstakgt egymas utan B S ASDSE
Irva, csillaggal C>A>B-D
elvalasztva, a végére 23577

két csillagot téve

Lista tombbel
BC*ADE*ABD*BCE*D**



Grafok abrazolasa

— Geometrial abrazolas
~ Lista
— Matrix

Csucsmatrix

Pont-el matrix

Pont-él matrix
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Példak gratokra

» Szamitogepes haldzatok

» Egyéb haldzatok (elektromos, viz, stb)
» Ismeretségi halok

» Terkepek

» Forgalom-modellezés

» Projektek

» Orarend, menetrend...

» Adatbazisok



Gratfalgoritmusok

>

Algoritmikus problémak megoldasa soran gyakran van sziikseg dolgok
kozotti binaris kapcsolatok kezelésére, erre modellként szolgalhatnak a
grafok.

Megfeleltetés: a graf csucsai az objektumok, a graf élei az objektumok
kozOtti kapcsolatoknak felelnek meg. (Pl.: Baranya megye telepiilései, a
teleplléseket 0sszekotd utak)

A graf mint modellezési eszkoz népszerl a szamitastudomanyban
egyszerlsege, kezelhet6sége, kifejez6 képességének tagassaga miatt.

Halos megkdzelités: az egyik legjelentésebb adatmodellez6 iranyzat;
iranyitott grafokat alkalmaz. Graf az egész vilag. Grafoknak tekinthet6k a
bels6 memorias adatkezelés listaszerkezetei is, ahol az adatelemek kozotti
mutatok jelentik az éleket. Ebben a témakorben gyakran el6fordulo
algoritmusok az elérhet6séggel, osszefliggbséggel, bejarhatésaggal
kapcsolatosak.

Mi csak az alapfogalmakkal és néhany, az alkalmazasokban gyakran
felmeruld feladattal foglalkozunk.



Gratfalgoritmusok

» Egy G graf két halmazbal all:

a csucsok (vagy pontok) V halmazabol, mely egy véges,
nem Ures halmaz

az elek E halmazabdl, amelynek elemei bizonyos V-bel
parok.

A halmazok elemszama: n=|V| és e =|E]
A graf jelolese: G = (V, E)



Alapmuveletek gratokban

4

)

szomszéd (G, x,y) —Igaz, ha X €sy csucs 0ssze van
kotve a G grafban

szomszédok (G, x) — egy listaban visszaadja az x
csucs szomszeédait

Osszekdt (G, x,y) — 0sszekdti az x es y pontokat egy
éllel (ha ez nem létezik meg).

torol (G, x,y) —torli az élet az x és y pontok kdzt
csucs érték (G, x) —lekéri az adott csucs értéket

csucs érték 411it(G,x,a) — megvaltoztatja az
adott csucs értéket

él érték(G,x) - lekériaz adott él erteket
él érték allit (G, x,a) — megvaltoztatja az adott
él ertékét



Gratfalgoritmusok
» Bejarasok
szélesseqi
melyseqi
» Minimalis koltsegu ut (Dijkstra, Floyd algoritmusok)
» Osszefliggé komponensek, komplett részgrafok
» Parositasok
» Kritikus Ut projektekben

» Aramlas-siriség



Szeélességi bejaras
» Egy x pontbdl kiindulva kell bejarni a grafot.
» EIObb vegigmegyunk a pont 0sszes szomszedjan, utana

ezeknek a szomszedain (amelyeken meg nem mentink
veégig) amig minden pontot érintlink.

» Szlukseges két tomb:
S (sor) — ebbe taroljuk a bejart elemeket (E,V)
Bejart — egy adott eleme 1, ha azt a csucsot bejartuk

» Pszeudokdd
push (S, x); bejart[x]=1;
amig (nem ures a sor)
pop (S, V) ;
z=szomszédok (y) ;
minden z-re ahol bejart(z)=0
push (S, z) ;
bejart[z]=1;
Ki:S;



Meélységi bejaras
» Ebben az esetben minden pont bejarasakor
megprobalunk tovabblepni ameddig csak lehet.

» Ezutan lepunk az adott pont kovetkez6 szomszédjara
» 2 t0mb: V (verem), bejart.

» Pszeudokod:
Push (V, xX) ;
amlig (nem ures a verem)
pop (V,y) 7
Ki:y;
bejart([y]=1;
z=szomszédok (y) ;
minden z-re ahol bejart[z]=0
push (V, z) ;



Roy-Floyd algoritmusa

» Meghatarozza a legrévidebb utakat egy grafban
barmely két pont k6zaott

» N: a graf csomoépontjainak szama

» C: az utak matrixa.

Cli,jJ]: az i1 ésj pont kozti legrovidebb Ut hossza (ha nincs ut

akkor o)
» Pszeudokod

ciklus k=1-tdl N-ig

ciklus i=1-t&1 N-ig (i!=k)
ciklus jJ=1-tdl N-ig (3j!=k)
C[i,j]l=min(C[i,j]1,CIli,k]1+C[k,]]



Dijkstra algoritmusa

» Meghatarozza a legrévidebb utakat egy grafban egy
adott pontbal kiindulva.

» Alegrévidebb utak fajat épiti fel

» Lépések:
Minden csucspontban a legrévidebb tavolsagot taroljuk az
X0 csucstol
X0 szomszédjainak értéket adunk

A legkdzelebbi csucs szomszedjainak is érteket adunk: Ha
mar van erteke, akkor a kisebb értéket veszi fel az Uj és a
regi ertek kozdal.

Az el6z0 lepest ismételjuk a kovetkez0 ponttal, amig be
nem jarjuk a grafot



GPS szoftverek mukodese
» Grafok:

Csomopontok: utkeresztezddesek

Elek: utak. Ezek legtobbszor iranyitottak és tobb tavolsagot
tarolnak (tav, ido, ar).
» Az Utkereseési algoritmusok nagyon hasonlitanak az
eddig bemutatottakhoz

» Az Utkeresés két fazisban torténik:

Elofeldolgozas: celja egy majdnem teljes graf letrehozasa. Ez
tartalmazza egyrészt az optimalis athaladast a varosokon,
valamint a f6bb csucspontok kozti 0sszekottetéseket. Ez a
lepes tobb napot is igenybe vehet.

Hierarchikus haldézat kialakitasa: hosszu tavon a féutvonalakat
fogja csak hasznalni.

Utkeresés: Itt nem kell az egesz grafot bejarni, eleg egy par
lepes melysegbe menni



