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Dinamikus hálózatok
1) Rezisztív hálózatok - egyszerű modellek

nem rendelkeznek - késleltetetéssel
- energia tárolással

2) Dinamikus hálózatok elemei és karakterisztikájuk

dinamikus elemek 
bevezetése

Független források Rezisztív elemek Dinamikus elemek

( ) ( )tiRtu RR ⋅=
( ) ( ) ,

dt
tudCti C

C =

( ) ( ) ,
dt

tidLtu L
L =
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Szinuszos gerjesztésre adott válasz
Dinamikus hálózatok, állandósult állapot vizsgálata

1. Szinuszos jel jellemzői

( ) ( )ρω += tUtu cosˆ

T

Û

Û−

a) Periódusidő,   T

( ) ( )TtutuT +=→

Frekvencia [ ]Hz 1
T

f =

Körfrekvencia [ ]srad2 fπω =
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b) Csúcsérték, 

[ ]szögfok,ρ

Û

c) Kezdőfázis, 

t=0 kezdeti időpontbeli érték ( ) ,cosˆ0 ρUtu ==

( )
( ) ( )
( ) ( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

−=−=
+==

==

3cosˆ,3
2cosˆ,2

,cosˆ,0
 ha

πωtUtu
πωtUtu

ωtUtu

πρ
πρ

ρ

d) Középértékek, ( ) ( )ϕω += tIti cosˆ

d/1) Egyszerű középérték, egy periódus alatt szállított töltésmennyiség

( )dttiTI
T

e ∫=
0

( )dtti
T

I
T

e ∫=
0

1 ha 

( ) ( )ϕω += tIti cosˆ 0=eI
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( ) ( )ϕω += tIti cosˆ

d/2) Effektív érték, 
áramegyenérték=ugyanakkora hőteljesítményt ad egy periódus alatt

( ) ( )dttRi
T

dttp
T

PRI
TT

eff ∫=∫==
0

2
0

2 11 ( )dtti
T

II
T

eff ∫==
0

21

Pl. Ha

( ) ( )

( )
2
ˆ

2
ˆ

2
2cos1ˆ1

cosˆ11

2

0
2

0
22

0
2

IIdttI
T

dttI
T

dtti
T

II

T

TT
eff

==∫
++

=

=∫ +=∫==

ϕω

ϕω
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( ) 0   ,cosˆ == ϕωtIti

d/3) Abszolút középérték, 
egyenirányított áram=ugyanakkora töltést hajt át egy periódus alatt

( )dtti
T

I
T

a ∫=
0

1

( )

ππ
ω

ω
ωω

I
T
T

T
I

t
T
IdttI

T
dtti

T
I

TTT
a

ˆ2
2

4sinˆ4

sinˆ4 cosˆ41 4

0

4

00

==

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=∫=∫=
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e) Alakjellemző tényezők, 

e/1) Formatényező, 

11,1
22ˆ2

2ˆ
≈===

π
πI

I
I

I
k

a

eff
f

e/2) Csúcstényező, 

41,12
2ˆ

ˆˆ
≈===

I
I

I
Ik
eff

cs



PTE PMMK Műszaki Informatika Tanszék Műszaki Fizika/960/v/4/Konf_V_EA/8

2. Szinuszos gerjesztés leírása

a) Komplex számok

,jbaz +=algebrai alak:

kapcsolatuk:

( ) ,sincossincos ϕϕϕϕ jzzjzz +=+=

,22 baz +=

{ } ,,2,1,0   ,arctgArc,tg
cos
sin

L=±⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==→== kk

a
bz

a
b πϕϕ

ϕ
ϕ

trigonometrikus alak:

⎩
⎨
⎧

=
=

,sin
,cos

ϕ
ϕ

zb
za

abszolút értéke:

a komplex szám arkusza: πϕπ ≤<−
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[ ] [ ] ,ImRe jbazjzz +=+=
algebrai alak:

,
1

11 jj
j
j

jj
−=

−
=⋅=

a j egységvektor:

a komplex számsík:

,1 πje=− ,1 j=− ,1 2 je j ==− π

műveletek az egységvektorral:

,12 −==⋅ jjj { ,3

1

jjjjj −==⋅⋅
−

{ { ,14

11

+==⋅⋅⋅
−−

jjjjj

,1123
4

j
j

jjjj
j

j
−==⋅−=⋅==
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[ ] [ ] ,ImRe jbazjzz +=+=algebrai alak:

,ϕjzez =exponenciális alak:

az exponenciális és az algebrai alak közti kapcsolat:

( ) jbajzzjzzez j +=+=+== ϕϕϕϕϕ sincossincos

,
sin
cos 22 baz

zb
za

+=
⎭
⎬
⎫

=
=

ϕ
ϕ

,arctg,tg
cos
sin πϕϕ

ϕ
ϕ k

a
b

a
b

±⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=→==

,
2

cos

,
2

sin

ϕϕ

ϕϕ

ϕ

ϕ

jj

jj

ee

j
ee

+
=

−
=

−

a komplex számsíkon

matematika:
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b) Műveletek komplex számokkal:

{ } ( ) ,   , 11
22

1 11 πϕϕ karctgezebajbaz a
bjzjArc ±==+=+=

1. A komplex szám algebrai alakjából az exponenciális alak:

1. példa: ( ) ;5,8310343535 oo5
3

30,963830,9638arctg22
1

jjj eeejz ==+=+=
⋅

{ } ( ) ,   , 22
22

2 22 πϕϕ karctgezedcjdcz c
djzjArc ±==+=+=

( ) ( )( )

;6,708245     

6363
oo

3
6

116,5651116,5651

arctg22
2

jj

j

ee

ejz

==

=+−=+−=
+⋅ − π

( ) ( ) ( )( )

;3,605613     

3232
oo

2
3

123,6901123,6901

arctg22
3

jj

j

ee

ejz

−−

−⋅

==

=−+−=−−= −
− π

( ) ( ) ;5253434 oo4
3

36,869936,8699arctg22
4

jjj eeejz −−⋅
==−+=−=

−
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( )

{ } { },ImRe

,sincossincos

111

111111111 1

zjzjbaz

jbajzzjzezz j

+=+=

+=+=+== ϕϕϕϕϕ

2. A komplex szám exponenciális alakjából az algebrai alak:

2. példa:

( )

{ } { },ImRe

,sincossincos

222

222222222 2

zjzjdcz

jdcjzzjzezz j

+=+=

+=+=+== ϕϕϕϕϕ

( ) 3,4641; 2,000060sin60cos44 oo60
2

o jjez j −=−== −

( ) 2,5981; + 1,5000120sin120cos33 oo120
3

o jjez j −=+==

( ) 2,5000;  4,3301150sin150cos55 oo150
4

o jjez j −−=−== −
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3. A komplex szám konjugáltja      :  (a valós tengelyre való tükötképe)

3. példa:

,   , 11 1
*
111

ϕϕ jj ezzezz −==

{ } { }

{ } { },ImRe

   ,ImRe

11
*
1

111

zjzjbaz

zjzjbaz

−=−=

+=+=

z *z

( )
3,0000;  5,19626

3,0000; + 5,196230sin630cos630sin30cos66

o

o

30*
1

oooo30
1

jez

jjjez

j

j

−==

=+=+==

−

( ) 2,5000;  4,3301150sin150cos55,5 oo150*
4

150
4

oo jjezez jj +−=+==→= −

;6,708263,63 o116,5651*
22

jejzjz −=−−=→+−=

;3,605632,32 o123,6901*
33

jejzjz =+−=→−−=
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{ } { },ImRe 111 zjzjbaz +=+=

4. Két komplex szám összege, különbsége, algebrai alakban:

4. példa:

( ) ( ) ( ) ( );21 dbjcajdcjbazzz ±+±=+±+=±=

{ } { },ImRe 222 zjzjdcz +=+=

{ } { }( ) { } { }( )
{ } { }2121

221121
ImRe    

ImReImRe
zzjzz

zjzzjzzzz
±+±=

=+±+=±=

( ) ( ) ;926335    ,63    ,35 2121 jjjzzzjzjz +=+−++=+=+−=+=

( ) ( ) ;623432   ,34    ,32 4343 jjjzzzjzjz −=−+−−=+=−=−−=

( ) ( ) ;386335    ,63    ,35 2121 jjjzzzjzjz −=+−−+=−=+−=+=

( ) ( ) ;063432   ,34    ,32 4343 jjjzzzjzjz −−=−−−−=−=−=−−=
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5. A komplex szám és         konjugáltjának összege, különbsége (algebrai alak):

5. példa:

z *z

{ } { } { } { }11
*
1111 ImRe    ,ImRe zjzjbazzjzjbaz −=−=+=+=

{ } { }    ;Im22     ;Re22 1
*
111

*
11 zbzzzzazzz ==−===+=

;6     ,10,35    ,35 *
11

*
11

*
11 jzzzzjzjz =−=+→−=+=

;12     ,6,63    ,63 *
22

*
22

*
22 jzzzzjzjz =−−=+→−−=+−=

;6     ,4,32    ,32 *
33

*
33

*
33 jzzzzjzjz −=−−=+→+−=−−=

;6     ,8,34    ,34 *
44

*
44

*
44 jzzzzjzjz −=−=+→+=−=
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{ } { },ImRe 111 zjzjbaz +=+=

6. Két komplex szám szorzata, algebrai alakban:

6. példa:

( ) ( ) { ( ) ( );21 bcadjbdacjbjdjadjbcacjdcjbazzz
bd

++−=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+++=+⋅+=⋅=

−

{ } { },ImRe 222 zjzjdcz +=+=

{ } { }( ) { } { }( )

{ } { } { } { }[ ] { } { } { } { }[ ];ReImImReImImReRe    

ImReImRe

21212121

221121

zzzzjzzzz

zjzzjzzzz

⋅+⋅+⋅−⋅=

=+⋅+=⋅=

( ) ( ) ( ) ( ) ;213330918156335

    ,63    ,35

21

21

jjjjzzz

jzjz

+−=+−+−−=+−⋅+=⋅=

+−=+=

12 −==⋅ jjj

( ) ( ) ( ) ( ) ;02612121886432

    ,64    ,32

43

43

jjjjzzz

jzjz

+−=−+−−=−⋅−−=⋅=

−=−−=
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7. Két komplex szám szorzata, exponenciális alakban:

7. példa:

( );

    ,    ,

2121

21

212121

2211

ϕϕϕϕ

ϕϕ

+⋅=⋅=⋅=

==

jjj

jj

ezzezezzzz

ezzezz

( ) ;213339,11526,70825,8310   

6,70825,8310

     ,6,708263    ,5,831035

ooo

oo

oo

147,5288116,565130,9638

116,565130,9638
21

116,5651
2

30,9638
1

jee

eezzz

ejzejz

jj

jj

jj

+−==⋅=

=⋅=⋅=

=+−==+=

+

( ) ;26267,21113,6056   

7,21113,6056

     ,7,211164    ,3,605632

ooo

oo

oo

80156,3099123,6901

56,3099123,6901
43

56,3099
4

123,6901
3

−==⋅=

=⋅=⋅=

=−==−−=

+−

−−

−−

jj

jj

jj

ee

eezzz

ejzejz
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8. Komplex szám szorzata a konjugáltjával:

8. példa:

{ } { }

{ } { }

( ) ( ) { }( ) { }( )

( ) ;         

ImRe  

    ,ImRe

    ,ImRe

22

2222*

*

zzzezzeze

zzbajbajbazz

zezjzjbaz

zezjzjbaz

jjj

j

j

==⋅=⋅=

=+=+=−⋅+=⋅

=−=−=

=+=+=

−−

−

ϕϕϕϕ

ϕ

ϕ

( ) ( )

;345,83105,83105,8310

,349253535

    , 5,831035    ,5,831035

230,963830,9638*

*

30,9638*30,9638

oo

oo

==⋅=⋅

=+=−⋅+=⋅

=−==+=

−

−

jj

jj

eezz

jjzz

ejzejz
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9. Két komplex szám hányadosa, exponenciális alak:

9. példa:

{ } { }

{ } { }

( ),

   ,ImRe

   ,ImRe

21
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2222

1111

ϕϕ
ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

−===

=+=+=

=+=+=

j
j

j

j

j

e
z
z

ez
ez

z
zz

ezzjzjdcz

ezzjzjbaz

( ) ,0,8692
6,7082
5,8310

6,7082

5,8310

     ,6,708263    ,5,831035

ooo

o

o

oo

85,6013116,565130,9638
116,5651

30,9638

2

1

116,5651
2

30,9638
1

jj
j

j

jj

ee
e

e
z
zz

ejzejz

−− ====

=+−==+=

;0,5000
7,2111

3,6056

     ,7,211164    ,3,605632

o

o

o

oo

67,3801
56,3099

123,6901

4

3

56,3099
4

123,6901
3

j
j

j

jj

e
e

e
z
zz

ejzejz

−
−

−

−−

===

=−==−−=
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10. Két komplex szám hányadosa, algebbrai alak:

10. példa:

( ) ( ) 0,8667; 0,0667
369

9301815
63
63

63
35

63
35

     ,6,708263    ,5,831035

2

1

116,5651
2

30,9638
1

oo

jj
j
j

j
j

j
j

z
zz

ejzejz jj

−=
+

+−+−
=

−−
−−

⋅
+−
+

=
+−
+

==

=+−==+=

( ) ( ) ; 0,4615  0,1923
3616

1212188
64
64

64
32

64
32

     ,7,211164    ,3,605632

4

3

56,3099
4

123,6901
3

oo

jj
j
j

j
j

j
j

z
zz

ejzejz jj

−=
+

−−++−
=

+
+

⋅
−
−−

=
−
−−

==

=−==−−= −−

{ } { } { } { }

jdc
jba

jdc
jba

z
zz

zjzjdczzjzjbaz

+
+

=
+
+

==

+=+=+=+=

2

1

222111   ,ImRe  ,ImRe

jdc
jdc

−
−

⋅ ( ) ,22 dc
adbcjbdac

+

−++
=
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c) Műveletek komplex számokkal
Értékelje ki az alábbi komplex műveleteket, exponenciális és algebrai 
alakban is szorozzuk, ill. osszuk el a komplex számokat,

( )

( )( )
( )

o

o

o

o

ooo

o

o

o

oo

58,6713
111,8014

53,1301

58,6713

164,9315111,801453,1301

164,9315

11,3099

83,6598

111,801453,1301

0,9285
5,3852

5/

0,92850,7931  0,4828
j52
43/

         26,9258 5,38525

26,92587,0000 + 26,0000j5243

5,0990155243

        9,0554915243

,5,385252           ,543

j
j

j

j

jj

j

j

j

jj

e
e

ebaf

ejjbaf

eebae

ejjbae

ejjjbad

ejjjbac

ejbeja

−

−

+

−

===

=−=
+−
+

==

=⋅=⋅=

=−=+−+=⋅=

=−=+−−+=−=

=+=+−+=+=

=+−==+=
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d) A komplex formalizmus és alkalmazása
Adott a valós időfüggvény

( ) ( ) ( ){ } { }tjtj

U

jtj eUeeUeUtUtu ωωρρωρω ˆReˆReˆRecosˆ
ˆ

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==+= +
321

Komplex csúcsérték

( ) { } { }UjUjUeUU j ˆImˆResincosˆˆˆ +=+== ρρρ

Komplex effektív érték

ρρ jj UeeUUU ===
2
ˆ

2

ˆ

ahol U a valós effektív érték
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1. Példa
( ) ( )

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=+= tjj eettu ωo30o 15Re30300cos15

( )
 

2
15

   5000799041230sin30cos1515ˆ
o

o

30

oo30

j

j

eU

, + j,jeU

=

=+==

2. Példa

( )

( )

( ) ( ) V  149cos83,5

149
5

3arctg   V, 83,535ˆ

  V,  83,5V 35ˆ

o

o22

149o

+=

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

==+−=

=+−=

ttu

U

ejU j

ω

πρ
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( ) ( ) V)sin10cos30(  V,)cos10sin20( 21 tttutttu ωωωω −=−=
3. Példa, két feszültség időfüggvénye

a)Határozza meg a feszültségek komplex csúcsértékeit,

b) Határozza meg a két feszültség összegének
komplex csúcsértékét, valamint valós időfüggvényét,

( ) { }
( ){ } ( )   V,2010ˆ  ,22,3607Re2010Re

1020ReV)cos10sin20(

1
116,5651

1

 jUeej

eejtttu
tjejtj

tjtj

−−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=−−=

=−−=−=
− ωω

ωωωω

( ) { }
( ){ } ( )V,1030ˆ   ,31,6228Re1030Re

1030ReV)sin10cos30(

2
18,4349

2
o

jUeeej

ejetttu
tjjtj

tjtj

+=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=+=

=+=−=
ωω

ωωωω

( ) ( ) ( )

( ) ( )V 26,5651t22,3607cos22,3607Re

  V,22,3607

V10,00 20,0010302010ˆˆˆ

o26,5651
3

26,5651
213

o

o

−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

=

=−=++−−=+=

−

−

ωωtjj

j

eetu

e

jjjUUU
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c) Határozza meg a két feszültség különbségének
komplex csúcsértékét, valamint valós időfüggvényét,

( ) { }
( ){ } ( )   V,2010ˆ  ,22,3607Re2010Re

1020ReV)cos10sin20(

1
116,5651

1

 jUeej

eejtttu
tjejtj

tjtj

−−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=−−=
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− ωω

ωωωω
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1030ReV)sin10cos30(
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2
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ejetttu
tjjtj
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⎭
⎬
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( ) ( ) ( )
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4. Feladat, egy dinamikus elem áramának és 
feszültségének  időfüggvénye

Határozza meg a feszültség és az áram komplex csúcsértékét,

?ˆ?ˆ == UI

( ) ( ) ( ) ,V 30cos24  , Acos5,1 o−== ttutti ωω

kHz,1=f

( ) { }  A,5,1ˆ,5,1Re =→= Ieti tjω

( ) ( )

( )V, 12,0000 20,7846V 24ˆ

,24Re24Re

o

oo

30

3030

jeU

eeetu

j

tjjtj

−==

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= −− ωω
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b) A komplex formalizmus és alkalmazása
Adott a valós időfüggvény

( ) ( ) ( ){ } { }tjtj

U

jtj eUeeUeUtUtu ωωρρωρω ˆReˆReˆRecosˆ
ˆ

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==+= +
321

Komplex csúcsérték

( ) { } { }UjUjUeUU j ˆImˆResincosˆˆˆ +=+== ρρρ

Komplex effektív érték

ρρ jj UeeUUU ===
2
ˆ

2

ˆ

ahol U        a valós effektív érték,
2

Û
=
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1. Példa
( ) ( )

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=+= tjj eettu ωo30o 15Re30300cos15

( )
 

2
15

   5000799041230sin30cos1515ˆ
o

o

30

oo30

j

j

eU

, + j,jeU

=

=+==

2. Példa

( )

( )

( ) ( ) V  149cos83,5

149
5

3arctg   V, 83,535ˆ

  V,  83,5V 35ˆ

o

o22

149o
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
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( ) ( ) V)sin10cos30(  V,)cos10sin20( 21 tttutttu ωωωω −=−=
3. Példa, két feszültség időfüggvénye

a) Határozza meg a feszültségek komplex csúcsértékeit,

b) Határozza meg a két feszültség összegének
komplex csúcsértékét, valamint valós időfüggvényét,

( ) { }
( ){ } ( )   V,2010ˆ  ,22,3607Re2010Re

1020ReV)cos10sin20(

1
116,5651

1
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c) Határozza meg a két feszültség különbségének
komplex csúcsértékét, valamint valós időfüggvényét,

( ) { }
( ){ } ( )   V,2010ˆ  ,22,3607Re2010Re

1020ReV)cos10sin20(

1
116,5651

1
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eejtttu
tjejtj
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−−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
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( ) { }
( ){ } ( )V,1030ˆ   ,31,6228Re1030Re

1030ReV)sin10cos30(
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⎬
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4. Példa, egy dinamikus elem áramának és 
feszültségének  időfüggvénye

Határozza meg a feszültség és az áram komplex csúcsértékét,

?ˆ?ˆ == UI

( ) ( ) ( ) ,V 30cos24  , Acos5,1 o−== ttutti ωω

kHz,1=f

( ) { }  A,5,1ˆ,5,1Re =→= Ieti tjω

( ) ( )

( )V, 12,0000 20,7846V 24ˆ

,24Re24Re

o

oo

30

3030

jeU

eeetu

j

tjjtj
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⎨
⎧=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= −− ωω
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a) Összekapcsolási kényszerek (Kirchhoff egyenletek)

3. Hálózati egyenletek komplex formalizmusa

( ) ( ) ( ){ }
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==+= + tj

I

j
k

tj
kkkk eeIeItIti

k

kk ωρρωρω
321

ˆ

ˆReˆRecosˆ

( ) { } 0ˆReˆRe =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∑∑ ==∑ tj

k
k

k
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k

k
k eIeIti ωω 0ˆ =∑

k
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⎪
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⎪
⎨
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kk ωρρωρω
43421

ˆ
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⎧
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⎜
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⎛
∑∑ ==∑ tj

k
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k
k eUeUtu ωω 0ˆ =∑
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b) Ágtörvények (karakterisztikák)

( ) ( )

{ } { }tj
R

tjj

R

eIeeI

tIti

ωωρ

ρω

ˆReˆRe

cosˆ

==

=+=
Ellenállás

( ) ( ) { } { }tj
R

tj
RRR eUeIRtRitu ωω ˆReˆRe ===

RR IRU ˆˆ =

az ellenállás árama fázisban van a feszültségével

fazorábra
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( ) ( )

{ } { }tj
L

tjj

L

eIeeI

tIti

ωωρ

ρω

ˆReˆRe

cosˆ

==

=+=
Tekercs

( ) ( ) { } { } { }tj
L

tj
L

tj
LLL eUeILjeI

dt
dLtiLtu ωωω ω ˆReˆReˆRe ====

•

LL ILjU ˆˆ ω= fazorábra

a tekercs feszültsége 90o-kal
siet az áramához képest
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( ) ( )

{ } { }tj
C

tjj

C

eUeeU

tUtu

ωωρ

ρω

ˆReˆRe

cosˆ

==

=+=
Kondenzátor

( ) ( ) { } { } { }tj
C

tj
C

tj
CCC eIeUCjeU

dt
dCtuCti ωωω ω ˆReˆReˆRe ====

•

CC I
Cj

U ˆ1ˆ
ω

= fazorábra

a kondenzátor feszültsége 90o-kal
késik az áramához képest
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A komplex impedancia

CC I
Cj

U ˆ1ˆ
ω

=LL ILjU ˆˆ ω=RR IRU ˆˆ = IZU ˆˆ ⋅=

RZR = LjZL ω=
Cj

ZC ω
1

=

Z

{ } { } jXRZjZZ +=+= ImRe

CCC

LLL

R

jXZ
C

X

jXZLX
X

−==

==
=

ω

ω
1

0

jBG
jXR

Y
Z

+=
+

==
11

impedancia rezisztencia reaktancia

admittancia szuszceptanciakonduktancia
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Összefoglalva 

kkk IZU ˆˆ ⋅=

{ } { } jXRZjZZ +=+= ImRe

C
X

Cj
jXZ CCC ωω

1,1
==−=

jBG
jXR

Y
Z

+=
+

==
11

0ˆ =∑
k

kI

0ˆ =∑
k

kU

A hálózati egyenletek alakja formailag 
hasonlítanak  az egyenáramú hálózatok 
egyenleteinek alakjára

az egyenáramú hálózatok számítási eljárásai
továbbra is alkalmazhatók, 
a komplex formalizmus figyelembevételével

LXLjjXZ LLL ωω === ,

0, == RR XRZ
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5. Példa ( ) kr/s,  4 V,cos10 == ωωttuL

mH,3=L

Megoldás

,A0,83330,8333A
12

10ˆˆ 2πj

L

L
L ej

jZ
UI −=−===

,Ω  12104103 33 jjLjZL =⋅⋅⋅== −ω

( ) { } ( )A,900,8333cos83330Re o2 −=⋅= − ωtee,ti tjj
L

ωπ

( ) ?  ?ˆ == tiI LL

az áram komplex csúcsértéke

az áram valós időfüggvénye

( ) { } V, 10ˆ  V, 10ReV cos10 =→== s
tj

L Uettu ωω

a tekercs impedanciája
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6. Példa ( ) kr/s, 400 A,cos10,0 == ωωttiC
F,5,2 µ=C

Megoldás

( ) V,1,0V 1,011,0ˆˆ 2πj
CCC ejjZIU −=−=−⋅==

,Ω1Ω 1
105,210400

11 2
63

π
ω

j
c ej

jCj
Z −

−
=−=

⋅⋅
==

( ) { } ( )V,900,1cos10Re o2 −=⋅= − ωtee,tu tjj
C

ωπ

( ) ?  ?ˆ == tuU CC

a feszültség komplex csúcsértéke

a feszültség valós időfüggvénye

( ) { }  A,10,0ˆ   A,10,0Re Acos10,0 =→== C
tj

C Ietti ωω

a kondenzátor impedanciája
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7. Példa ( ) V  cos10 ttus ω=

Ω 3  Ω, 3 == ωLR
( ) ?=tiL

Megoldás V 10ˆ =sU

( ) A
3

5
3

5
12

10
33

10ˆˆ o
o

30
3033arctg

j
jjLR

s
L e

eejZZ
UI −===

+
=
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=

Ω3   ,Ω3 jZZ LR ==

( ) ( ) A30cos
3

5
3

5Re o30o
−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= − teeti tjj

L ωω

?ˆ =LI

az áram komplex csúcsértéke

az áram valós időfüggvénye
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8. Példa 
( ) V  cos15 ttus ω=

Ω 41  Ω, 3 ==
ωC

R
( ) ?=tuC

Megoldás V 15ˆ =sU

( )

V12
5
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415ˆˆ
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o

o
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=
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Ω 41   ,Ω3 j
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ZZ CR −===
ω

( ) ( ) V 87,36cos1212Re o87,36 o
−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= − teetu tjj

C ωω

?ˆ =CU

a kondenzátor feszültségének komplex csúcsértéke

a kondenzátor feszültségének valós időfüggvénye
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9. Példa ( ) V  cos12 ttus ω=

Ω 51
  Ω, 10

 Ω, 5

==

==
=

ωC
X

ωLX
R

C

L
( ) ?=tuR

Megoldás V 12ˆ =sU
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( )

( )
( ) 55

5
551010
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2 jjj

jj
ZZ
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=
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=

Ω10 Ω,5  ,Ω5 jZjZZ LCR =−==

?ˆ =RU

az ellenállás feszültségének komplex csúcsértéke

( ) ( ) ( )
( ) Ω10
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5510
55105510  ahol =

+
+

=
−+
−

=−×
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jjjj
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6
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5
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1012ˆ o

o
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−
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( ) ?=tuR

( ) ( ) V 45cos26
2

6Re o45o
+=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= teetu tjj

R ωω

minthogy az ellenállás feszültségének komplex csúcsértéke

az ellenállás feszültségének valós időfüggvénye

V
2

6
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6
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6
55
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20
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1) Wheaston híd kiegyenlítés feltétele
0   ,0 == GG IU

⎩
⎨
⎧

=
=

=
43

21
ˆˆ
ˆˆ

,0ˆ
II
IIIG

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
=

4422

3311

ˆˆ

ˆˆ
,0ˆ

IZIZ

IZIZ
UG

4

3

2

1
Z
Z

Z
Z

=3241 ZZZZ =

a szemközti impedanciák szorzata egyenlő

(a) Minthogy { } { } jXRZjZZ +=+= ImRe

( )( ) ( )( )33224411 jXRjXRjXRjXR ++=++

32324141

32324141
    :Im
    :Re

RXXRXRRX
XXRRXXRR

+=+

−=−

(b) Minthogy 

ϕϕ jj ZeeZZ ==

3241 3241 ϕϕϕϕ jjjj eZeZeZeZ =

3241

3241
  :kezdőezdőf
            :abs

ϕϕϕϕ +=+

= ZZZZ

4. Hálózatszámítás
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2) Helyettesítő generátorok
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Példa

Thevenin helyettesítő generátor

( )
( ) A2ˆ    ,cosˆ

V10ˆ  ,sinˆ
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V,A, koherens egységekben
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3) Soros rezgőkör
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e
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LjRZ j
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Cj
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4) Párhuzamos rezgőkör
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5. Teljesítmény ( ) ( )
( ) ( ),cosˆ

,cosˆ

ϕρω

ρω

−+=

+=

tIti

tUtu
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4342143421

βα

ϕρωρω −++=⋅= ttIUtitutp coscosˆˆ
(a) Pillanatnyi teljesítmény

( ) ( ) βαβαβα coscos2coscos =−++

( ) ( )

( )ϕρωϕ

ϕρωϕ

−++=

=−++=

22coscos

22cos
2
ˆˆ

cos
2
ˆˆ

tUIUI

tIUIUtp

( ) βαβαβα sinsincoscoscos −=±

ϕcosUI

( )ϕcos1+UI

( )ϕcos1−−UI
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A kétpólus által végzett munka

( ) ( )

( ) ( ) ( )
4444444 34444444 21

hatóelhanyagol  ,
2

2akkor    ,  ha

12
12

21

2212

2

1

2
22sin22sincos

,

ππ

ω
ϕρωϕρωϕ

T

T
Ttt

t

t

ttUIttUI

dttpttW

=→>>−

−+−−+
+−=

=∫=

(b) Hatásos teljesítmény

( )
⎩
⎨
⎧

<
≥=∫= termelő  ,0

fogyasztó  0, ha  [W], cos1

0 P
PUIdttp

T
P

T
ϕ
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(c) Látszólagos teljesítmény ]VA[ UIS =

PUI =ϕcos

( ) SPUI +=+ ϕcos1

( ) SPUI −=−− ϕcos1

( ) SPtpSP +<<−

A pillanatnyi teljesítmény a hatásos teljesítmény körül 
a látszólagos teljesítmény amplitúdójával, kétszeres frekvenciával leng
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(d) Teljesítmény tényező

UI
UI

S
P ϕϕ coscos ==

ahol az áram és feszültség közti szög, az impedancia szöge

0cos   ,900 o ><≤ ϕϕ

0cos   ,090o >≤<− ϕϕ
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(e) Meddő teljesítmény

( ) {

( ) ( )[ ]

( )( )

( )

( )

( )
444 3444 21

43421
4444 34444 21

43421

43421

tp

Q
tp

P

tUItUI

ttUIUI

tUIUItp

'''

22sinsin22cos1cos

sin22sincos22coscos

22coscos

ρωϕρωϕ

ϕρωϕρωϕ

ϕρωϕ
βα

++++=

=++++=

=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−++=

[var]sinϕUIQ =

P

P2 Q

Q−
Q

P
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( ) ( ) ,ˆRecosˆ
2 ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+= tj

U

j eeUtUtu ωρρω 321
(f) Komplex teljesítmény

( ) ( ) ( ) ,ˆRecosˆ
2 ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+= − tj

I

j eeItIti ωϕρϕρω 43421
ϕje

I
U

I
UZ == ˆ
ˆ

Komplex teljesítmény

[VA]  sincos* jQPjUIUIUIeIUS j +=+=== ϕϕϕ

{ }

{ } nyteljesítmé  meddőIm

nyteljesítmé  hatásosRe

nyteljesítmé  slátszólago

−=

−=

−=

QS

PS

SS

{ ( ) jQPIjXRIZIIZIUSIZU
I

+=+====→= 22

2
**

   [var] 

],W[  

2

2

IXQ

IRP

=

=



PTE PMMK Műszaki Informatika Tanszék Műszaki Fizika/960/v/4/Konf_V_EA/57

( ) V102ˆ,V cos102 ⋅=→⋅= Uttu ω
Példa

( ) ( ) A22ˆ A,30cos22 o30o jeItti −⋅=→−⋅= ω

( )

 VA
2
1

2
320

30sin30cos20210* oo30o

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

=+=⋅==

j

jeIUS j

( )

var  10

  W310

VA 10310

VA 20

=

=

+=

=

Q

P

jS

S
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g) Teljesítmény illesztés Thevenin helyettesítő generátor

fffbbb jXRZjXRZ +=+=    ,

( ) ( )22

22
2 ˆ

2
1ˆ

2
1ˆ

2
1

fbfb

T
f

fb

T
fff

XXRR

U
R

ZZ
URIRP

+++
=

+
==

( ) ?  ?
max

== ff PR

a tört maximális, ha a nevezője  minimális,

,,0ha bfbf XXXX −=→=+
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( )2
2ˆ

2
1

fb

T
ff

RR

U
RP

+
=

bf RR =

** bfbbbfff ZZZjXRjXRZ =→=−=+= )
b

T
f R

U
P

4

2

max
=

,,0ha bfbf XXXX −=→=+

( )

( ) ( )
( )3

22

2

2

2
2

ˆ

2

ˆ
0

fb

fbffbT

fb

f

f

T

f

f

RR

RRRRRU

RR

R
dR

dU

dR
dP

+

+−+
=

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
==

( ) 02

0

=
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−++

=−
44 344 21

fb RR

ffbfb RRRRR

a szélsőérték számításból



PTE PMMK Műszaki Informatika Tanszék Műszaki Fizika/960/v/4/Konf_V_EA/60

Példa
( )V 2ˆ  Ω, 3   Ω,5 jUωLR T +===

?  ? == fZf PZ

( ) ( ) ( )

 W25,0
54

5
4

ˆ

Ω35*35*

2

*

=
⋅

==

−=+=+==

R

U
P

jjLjRZZ

T
Z

bf

f

ω
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Ellenőrző kérdések

1. Adja meg a kondenzátor és a tekercs karakterisztikáját,
2. Ismertesse a szinuszos gerjesztő jel jellemzőit,
3. Ismertesse a komplex számok algebrai és exponenciális alakja közötti 

kapcsolatot,
4. Ismertesse a komplex számok összege, különbsége, szorzata és hányadosa 

kiértékelésére vonatkozó összefüggéseket,

Irodalom
•Iványi Miklósné, Fizika – I, Villamosságtan, (Elöadás vázlat),

www.e-oktat.pmmk.pte.hu,
•Fodor György, Hálózatok és rendszerek, Műegyetemi Kiadó, 2004.  (Kód: 55064)
•Fodor György, (Szerk) Villamosságtan példatár, Nemzeti tankönyvkiadó, 

Budapest, 1998. (Kód: 44 555)
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Ellenőrző kérdések

1. Adja meg a kondenzátor és a tekercs karakterisztikáját,
2. Ismertesse a szinuszos gerjesztő jel jellemzőit,
3. Ismertesse a hálózati elemek karakterisztikáit komplex írásmód esetén,
4. Ismertesse a komplex impedancia és admittancia fogalmát.
5. Ismertesse az összekapcsolási kényszerek alakját komplex írásmód esetén,
6. Ismertesse az áram-, és feszültségosztás műveleteit  komplex impedancia 

alkalmazásával.

Irodalom
•Iványi Miklósné, Fizika – I, Villamosságtan, (Elöadás vázlat),

www.e-oktat.pmmk.pte.hu,
•Fodor György, Hálózatok és rendszerek, Műegyetemi Kiadó, 2004.  (Kód: 55064)
•Fodor György, (Szerk) Villamosságtan példatár, Nemzeti tankönyvkiadó, 

Budapest, 1998. (Kód: 44 555)
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Ellenőrző kérdések

1. Ismertesse a csatolt tekercsek T helyettesítő kapcsolását és a paraméterek 
meghatározásának módját,

2. Ismertesse a Whistone híd kiegyenlítésének feltételét. Hány paraméter 
meghatározására alkalmas a híd kapcsolás,

3. Ismertesse a soros rezgőkör impedanciáját és áramviszonyait,
4. Foglalja össze a párhuzamos rezgőkör jellemzőit,
5. Ismertesse szinuszos gerjesztés esetén a pillanatnyi teljesítmény 

időfüggvényének változását,
6. Hogyan határozható meg a hatásos teljesítmény szinuszos gerjesztésű 

hálózatokban,
7. Hogyan definiáljuk a meddő teljesítményt szinuszos gerjesztésű 

hálózatokban,
8. Fejtse ki a teljesítménytényező fogalmát,
9. Foglalja össze hogy hogyan lehet szinuszos gerjesztésű hálózathoz egy 

impedanciát illeszteni.
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Irodalom
•Iványi Miklósné, Fizika – I, Villamosságtan, (Előadás) 2006,www.e-oktat.pmmf.pte.hu
•Fodor György, Hálózatok és rendszerek, Műegyetemi Kiadó, 2004.  (Kód: 55064)
•Fodor György, (Szerk) Villamosságtan példatár, Nemzeti tankönyvkiadó, 

Budapest, 1998. (Kód: 44 555)
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1. Feladat, egy impedancián áram és egy feszültség időfüggvénye

a)Határozza meg a feszültség és az áram komplex csúcsértékét,

b) Határozza meg az impedancia értékét, valamint az impedancia soros, 
ill. párhuzamos helyettesítő képének elemeit, ha a frekvencia   

( )  A;5,1ˆ  ,V12,0000 20,7846V24ˆ o30 =−== − IjeU j

( ) ( ) ( ) ,V 30cos24  , Acos5,1 o−== ttutti ωω

kHz,1=f

2. Feladat, egy R=3kΩ ellenállás árama 
Határozza meg az ellenállás feszültségét.

( ) ,Acos2 tti ω=

3. Feladat, egy L=3mH indukció együtthatójú tekercs árama

( ) ,
s

krad2   , Acos5,4 == ωωtti

( )Ω;2,4000  4,1569
5

24
ˆ
ˆ o30

je
I
UZ

j
−===

−

kV, 623ˆˆ =⋅== IRU R

Határozza meg a tekercs feszültségét. 

( ) ( )V,90cos27  V, 275,4103102ˆˆ o33 +==⋅⋅⋅== − ttujjILjU ωω
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4. Feladat, egy C=6µF kapacitású kondenzátor feszültsége 

Határozza meg a kondenzátor áramát. ( ) ,
s

krad4   ,V cos32 == ωωttu

5. Feladat, Határozza meg az alábbi hálózatban a  ellenállás  
áramának komplex csúcsértékét exponenciális alakban, ha az áramforrás 
forrásárama

R Î

( ) A,cos4 ttis ω=

Ω,3=R Ω,61 =Cω

( ) ( ) ,A3,1379A0,6154 3,0769
69
664

2

2
ˆˆ 3099,11

1

1
j

Cj

Cj
s ej

j
j

RR

R
II −=−=

−
−

=
++

+
=

ω

ω

( ) ( )mA,90t768cos   A,1076832ˆ o3

104106
1

ˆ

36
1 +=⋅=

−
== −

⋅⋅⋅ −

ω
ω

tij
j

I
Cj

U
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6. Feladat,
Határozza meg az alábbi hálózatban a  elemek 
feszültségének komplex csúcsértékét exponenciális alakban, ha a 

feszültségforrás forrásfeszültsége 

LR −2 Û

( ) V,cos32 ttus ω=

Ω,3=R Ω,6=Lω

( ) ( )

,V25,1029     

V4,9231 + 24,6154
69
6632

2
2ˆˆ

11,3099j

s

e

j
j
j

LjRR
LjRUU

=

==
+
+

=
++

+
=

ω
ω
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7. Feladat,
Határozza meg az alábbi hálózatban az  elemek  
feszültségének komplex csúcsértékét exponenciális alakban, ha a 
feszültségforrás forrásfeszültsége 

CR− Û

( ) V,cos36 ttus ω=

,4Ω=R Ω,81 =Cω

( ) ( )

V;22,3263    

V11,0769 19,3846
812
8436

2
ˆˆ

7449,29

1

1

j

Cj

Cj
s

e

j
j
j

RR

R
UU

−=

=−=
−
−

=
++

+
=

ω

ω
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8. Feladat,
Határozza meg az alábbi hálózatban az  ellenállás  
áramának komplex csúcsértékét exponenciális alakban, ha az áramforrás 
forrásárama 

R Î

( ) A,cos8,4 ttis ω=

Ω,3=R Ω,9=Lω

( ) ( )

,A4,0792   

A0,8000 + 4,0000
99
968,4

2
2ˆˆ

309911,j

s

e

j
j
j

LjRR
LjRII

=

==
+
+

=
++

+
=

ω
ω
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1. Feladat, ,cos3)( Attis ω=

,3 Ω=R ,61 Ωω =C

( ) CjRR
RIU

Cj
sC ω

ω

1
2

ˆˆ
1++

=

Az ábrán látható hálózat gerjesztése
Határozza meg a kondenzátor feszültségének komplex csúcsértékét, ha

2. Feladat, Az ábrán látható hálózat gerjesztése ,cos28)( Vttus ω=

Határozza meg az R ellenállás feszültségének komplex csúcsértékét, ha 

,3 ΩkR = ,31 Ωω kC =

,
2

ˆˆ
1

1

Cj

Cj
sR RR

R
UU

ω

ω

×+

×
=

Gyakorló feladatok
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3. Feladat, ,cos5)( Attis ω=

ΩΩ 4   ,4 == ωLR

( ) ,2
ˆˆ

2 LjRR
LjRII sR ω

ω
++

+
=

Az ábrán látható hálózat gerjesztése
Határozza meg a 2R ellenállás áramának komplex csúcsértékét, ha

4. Feladat, Az ábrán látható hálózat gerjesztése ,cos16)( Vttus ω=

Határozza meg az 2R ellenállás feszültségének komplex csúcsértékét, ha
ΩΩ 8   ,4 == ωLR

( ) ,2
2ˆˆ

2 LjRR
RUU sR ω×+

=
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5. Feladat, Az ábrán látható hálózat gerjesztése ( ) V,cos30 ttus ω=

Határozza meg a kondenzátor áramának komplex csúcsértékét, ha

,2Ω=R Ω,21 =Cω

,
ˆˆ

11
CjCj

C R
R

RR
UI

ωω +×+
=

IC

6. Feladat, ,cos3)( AttiS ω=
,2 Ω=R ,2 Ωω =L

iS(t) IR = ? LR ,ˆˆ
2 LjR

LjII sR ω
ω
+

=

Az ábrán látható hálózat gerjesztése ,
adja meg a bejelölt áram komplex amplitúdóját, ha
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7. Feladat, ,cos6)( VttuS ω=

,3 Ω=R ,31 Ωω =C

uS(t) UC = ?C
R ,ˆˆ

1

1

Cj

Cj
sC R

UU
ω

ω

+
=

Az ábrán látható hálózat gerjesztése
adja meg a bejelölt feszültség komplex amplitúdóját, ha

8. Feladat, Az ábrán látható hálózat gerjesztése ,cos12)( VttuS ω=

Határozza meg a tekercs áramának komplex csúcsértékét,
ha ΩΩ kωLkR 2    ,3 ==

,
2

ˆˆ
LjR

R
LjRR

UI s
L ωω +×+
=
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9. Feladat,

Az ábrán látható hálózat gerjesztése 
Határozza meg a 2R ellenállás áramának komplex csúcsértékét, ha

,cos6)( Attis ω=

,6 Ω=R ,31 Ωω =C

( ),2
ˆˆ

12
Cj

sR RR
RII

ω++
=
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10. Feladat, 
Határozza meg a kondenzátor feszültségének komplex csúcsértékét 

algebrai és exponenciális alakban. Adja meg a keresett feszültség 
valós időfüggvényét, ha 

( ) V cos10   Ω,41  Ω,2 ttu
C

R s ω
ω

===

Megoldás V10ˆ =sU

( ) V8,9443V48
42

410ˆˆ o26,56
1

1
j

Cj

Cj
sC ej

j
j

R
UU −=−=

−
−

=
+

=
ω

ω

( ) ( )V8,94t8,94cos8,94Re o8,94o
−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= − ωωtjj

C eetu
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11. Feladat, 
Határozza meg az ellenállás feszültségének komplex csúcsértékét 

algebrai és exponenciális alakban. Adja meg a keresett feszültség 
valós időfüggvényét, ha 

( ) Vcos12  Ω,5 Ω,3 ttuLR s ωω ===

Megoldás V12ˆ =sU

( )

V6,1739

V5,2941  3,1765
53

312ˆˆ

o59,0362j

sR

e

j
jLjR

RUU

−=

=−=
+

=
+

=
ω

( ) ( )V59,0362t6,1739cos6,1739Re o59,0362o
−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= − ωωtjj

R eetu
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12. Feladat, 
Határozza meg a tekercs iL áramának komplex csúcsértékét algebrai és 
exponenciális alakban. Adja meg a keresett áram valós dőfüggvényét,
ha 

( )  Acos6

Ω,4 Ω,2

tti

LR

s ω

ω

=

==

Megoldás A6ˆ =sI

( )

A1,6641

A0,9231  1,3846  
46

26
3

ˆˆ

o33,6901j

sL

e

j
jLjR

RII

−=

=−=
+

=
+

=
ω

( ) ( )A33,6901t1,6641cos1,6641Re o33,6901o
−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= − ωωtjj

L eeti
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13. Feladat, 
Határozza meg a kondenzátor uC feszültségének komplex csúcsértékét 
algebrai és exponenciális alakban. Adja meg a keresett feszültség valós 
időfüggvényét, ha 

( )  Acos12

 Ω,61  Ω,3

tti
C

R

s ω
ω

=

==

Megoldás A12ˆ =sI

( )

A6,6564

A3,6923  5,5385  
69

612
3

2ˆˆ

o33,6901

1

j

Cj
sC

e

j
jR

RII

−=

=−=
+

=
+

=
ω

( ) ( )A33,6901t6,6564cos6,6564Re o33,6901o
−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= − ωωtjj

C eeti
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14. Feladat, 
Határozza meg a kondenzátor 2R ellenállás áramának komplex 
csúcsértékét algebrai és exponenciális alakban. Adja meg a keresett 
feszültség valós időfüggvényét, ha 

( ) V cos15
Ω,6 Ω,3

ttu
LR

s ω
ω

=
== Megoldás

V15ˆ =sU

( )

33
1

6
66
6666

A1,58114A0,5 +1,5
66

6
36

15
66

6
663

15
22

ˆˆ

o18,4349

2

j
j

j
j

jj

ej
j

j
j

j
j

jLjR
Lj

LjRR
UI

j

s
R

+=
+

=
+
⋅

=×

==
+

⋅
+

=

=
+

⋅
×+

=
+×+

=
ω

ω
ω

( ) ( )A18,4349t1,5811cos1,5811Re o18,4349
2

o
+=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= ωωtjj

R eeti
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15. Feladat, 
Határozza meg a feszültségforrás i áramának komplex csúcsértékét 
algebrai és exponenciális alakban. Adja meg a keresett feszültség valós 
időfüggvényét, ha 

( ) V, cos6

 Ω,31  Ω,2

ttu
C

R

s ω
ω

=

== Megoldás

V,6ˆ =sU

( )

( ) A1,0983A0,1856 + 1,0825

0,9231  1,38464
6

324
6

2

ˆˆ

o9,7276

1

j

Cj

s

ej

jjRR
UI

==

=
−+

=
−×+

=
×+

=
ω

( ) ( )A9,7276t1,0983cos o+= ωti
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16. Feladat, 
Határozza meg a hálózat AB kapcsira vonatkozó Thevenin helyettesítő 
kapcsolás belső impedanciáját, valamint a helyettesítő forrás forrás-
feszültségének komplex csúcsértékét algebrai és exponenciális alakban. Adja 
meg a keresett belső impedancia komponenseit, valamint a helyettesítő 
forrásfeszültség valós időfüggvényét, ha 

( ) V cos10

 Ω,31  Ω,2

ttu
C

R

s ω
ω

=

== Megoldás

V10ˆ =sU

( ) V8,3205V4,6154  6,9231

32
310ˆˆˆ

o33,6901

1

1

j

Cj

Cj
sABT

ej

j
j

R
UUU

−=−=

=
−
−

=
+

==
ω

ω

( ) ( )V33,69018,3205cos o−= ωttuT

( )Ω0,9231  1,3846
32
231 j

j
jRZ Cjb −=
−
⋅−

=×= ω

0,9231Ω  1,3846Ω, 1 ==
bCbR ω
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17. Feladat, 
Határozza meg a hálózat AB kapcsira vonatkozó Norton helyettesítő 
kapcsolás belső impedanciáját, valamint a helyettesítő forrás forrásáramának 
komplex csúcsértékét algebrai és exponenciális alakban. Adja meg a keresett 
belső impedancia komponenseit, valamint a helyettesítő forrásáram valós 
időfüggvényét, ha 

( ) V cos12
Ω,2 Ω,3

ttu
LR

s ω
ω

=
== Megoldás

V12ˆ =sU

Ajs
rzN ej

jLj
UII o906A6

2
12ˆˆˆ −=−=−=−==

ω

( ) ( )A096cos o−= ωttiN

( )Ω1,3846 + 0,9231 
23
32 j
j

jLjRZb =
+
⋅

=×= ω

1,3846Ω  0,9231Ω, == bb LR ω
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1. Feladat
Értékelje ki az alábbi komplex műveleteket, exponenciális és algebrai 
alakban is szorozzuk, ill. osszuk el a komplex számokat,

( )

( )( )
( )

o

o

o

o

ooo

o

o

o

oo

58,6713
111,8014

53,1301

58,6713

164,9315111,801453,1301

164,9315

11,3099

83,6598

111,801453,1301

0,9285
5,3852

5/

0,92850,7931  0,4828
j52
43/

         26,9258 5,38525

26,92587,0000 + 26,0000j5243

5,0990155243

        9,0554915243

,5,385252           ,543

j
j

j

j

jj

j

j

j

jj

e
e

ebaf

ejjbaf

eebae

ejjbae

ejjjbad

ejjjbac

ejbeja

−

−

+

−

===

=−=
+−
+

==

=⋅=⋅=

=−=+−+=⋅=

=−=+−−+=−=

=+=+−+=+=

=+−==+=
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2. Feladat, két feszültség időfüggvénye
( ) ( ) ( ) ,V 30sin24  ,V cos15 o

21 +== ttuttu ωω

a)Határozza meg a feszültségek komplex csúcsértékeit,

b) Határozza meg a két feszültség összegének és komplex csúcsértékét, 
valamint valós időfüggvényét.

( ) { }
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )V, 20,784612,0000V24ˆ,24Re

24ReV 30sin24

V,5ˆ  ,V15ReV cos15

o

2

o

o

60
2

ˆ

30

30o
2

11

jeUeej

ejttu

Uettu

jtj

U

j

tj

tj

−==→
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
⋅−=

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −=+=

===

−

+

ω

ω

ω

ω

ω

4434421

( ) ( )
( ) ( )V,37,589134,0735cos34,0735Re

V,34,0735V20,7846 27,00007864,200,1215

2415ˆˆˆ

o37,5891
3

37,5891

60
213

o

o

o

−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

=−=−+=

=+=+=

−

−

−

ωteetu

ejj

eUUU

tjj

j

j

ω
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( ) ( ) V)sin10cos30(  V,)cos10sin20( 21 tttutttu ωωωω −=−=
3. Feladat, két feszültség időfüggvénye

a)Határozza meg a feszültségek komplex csúcsértékeit,

b) Határozza meg a két feszültség összegének
komplex csúcsértékét, valamint valós időfüggvényét,

( ) { }
( ){ } ( )   V,2010ˆ  ,22,3607Re2010Re

1020ReV)cos10sin20(

1
116,5651

1

 jUeej

eejtttu
tjejtj

tjtj

−−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=−−=

=−−=−=
− ωω

ωωωω

( ) { }
( ){ } ( )V,1030ˆ   ,31,6228Re1030Re

1030ReV)sin10cos30(

2
18,4349

2
o

jUeeej

ejetttu
tjjtj

tjtj
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⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=+=

=+=−=
ωω

ωωωω

( ) ( ) ( )

( ) ( )V 26,5651t22,3607cos22,3607Re

  V,22,3607

V10,00 20,0010302010ˆˆˆ

o26,5651
3

26,5651
213

o

o

−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

=

=−=++−−=+=

−

−

ωωtjj

j

eetu

e

jjjUUU
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c) Határozza meg a két feszültség különbségének
komplex csúcsértékét, valamint valós időfüggvényét,

( ) { }
( ){ } ( )   V,2010ˆ  ,22,3607Re2010Re

1020ReV)cos10sin20(

1
116,5651

1

 jUeej

eejtttu
tjejtj

tjtj

−−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=−−=

=−−=−=
− ωω

ωωωω

( ) { }
( ){ } ( )V,1030ˆ   ,31,6228Re1030Re

1030ReV)sin10cos30(

2
18,4349

2
o

jUeeej

ejetttu
tjjtj

tjtj
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⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=+=

=+=−=
ωω

ωωωω

( ) ( ) ( )

( ) ( )V,143,1301tcos00,0550,00Re

  V,50,00

V30,00 40,0010302010ˆˆˆ

o143,1301
3

143,1301
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o

o
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⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
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4. Feladat, egy impedancián áram és egy feszültség időfüggvénye

a)Határozza meg a feszültség és az áram komplex csúcsértékét,

b) Határozza meg az impedancia értékét, valamint az impedancia soros, 
ill. párhuzamos helyettesítő képének elemeit, ha a frekvencia   

?ˆ  ?,ˆ == IU

( ) ( ) ( ) ,V 30cos24  , Acos5,1 o−== ttutti ωω

kHz,1=f

5. Feladat, egy R=3kΩ ellenállás árama 
Határozza meg az ellenállás feszültségét.

( ) ,Acos2 tti ω=

6. Feladat, egy L=3mH indukció együtthatójú tekercs árama 

Határozza meg a tekercs feszültségét. 

( ) ,
s

krad2   , Acos5,4 == ωωtti
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7. Feladat, egy C=6µF kapacitású kondenzátor feszültsége 

Határozza meg a kondenzátor áramát. 

( ) ,
s

krad4   ,V cos32 == ωωttu

8. Feladat, Határozza meg az alábbi hálózatban a  ellenállás  
áramának komplex csúcsértékét exponenciális alakban, ha az áramforrás 
forrásárama

R Î

( ) A,cos4 ttis ω= Ω, 3=R Ω,61 =Cω

( ) ( ) , A0,6154 3,0769
69
664

2

2
ˆˆ

1

1

j
j
j

RR

R
II

Cj

Cj
s −=

−
−

=
++

+
=

ω

ω
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9. Feladat,
Határozza meg az alábbi hálózatban a  elemek 
feszültségének komplex csúcsértékét exponenciális alakban, ha a 

feszültségforrás forrásfeszültsége 

LR −2 Û

( ) V,cos32 ttus ω= Ω,3=R Ω,6=Lω

( ) ( ) ,V 4,9231 + 24,6154
69
6632

2
2ˆˆ j

j
j

LjRR
LjRUU s =

+
+

=
++

+
=

ω
ω
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10. Feladat,
Határozza meg az alábbi hálózatban az  elemek  
feszültségének komplex csúcsértékét exponenciális alakban, ha a 
feszültségforrás forrásfeszültsége 

CR− Û

( ) V,cos36 ttus ω= ,4Ω=R Ω,81 =Cω

( ) ( ) ,V 11,076919,3846
812
8436

2
ˆˆ

1

1

j
j
j

RR

R
UU

Cj

Cj
s −=

−
−

=
++

+
=

ω

ω
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11. Feladat,
Határozza meg az alábbi hálózatban az  ellenállás  
áramának komplex csúcsértékét exponenciális alakban, ha az áramforrás 
forrásárama 

R Î

( )  A,cos8,4 ttis ω= Ω,3=R Ω,9=Lω

( ) ( ) , A0,8000 + 0,8000
99

38,4
2

ˆˆ j
jLjRR

RII s =
+

=
++

=
ω
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12. Feladat,

Az ábrán látható hálózat gerjesztése ( ) V,cos30 ttus ω=
Határozza meg a kondenzátor áramának komplex csúcsértékét, ha

,2Ω=R Ω,21 =Cω

( ) ( ) A6,0000 + 3,0000
22

2
222

30ˆˆ
11 j

jjR
R

RR
UI

CjCj
C =

−
⋅

−×+
=

+×+
=

ωω
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13. Feladat,

Az ábrán látható hálózat gerjesztése , 
adja meg a bejelölt áram komplex amplitúdóját, ha 

,cos3)( AttiS ω=

,2 Ω=R ,2 Ωω =L

iS(t) IR = ? LR

( ) , A1,5000 + 1,5000
22

23ˆˆ j
j

j
LjR

LjII sR =
+

=
+

=
ω

ω
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14. Feladat,

Az ábrán látható hálózat gerjesztése 
adja meg a bejelölt feszültség komplex amplitúdóját, ha 

,cos6)( VttuS ω=

,3 Ω=R ,31 Ωω =C

uS(t) UC = ?C
R

( ) ,V 3,0000 3,0000
33

36ˆˆ
1

1

j
j

j
R

UU
Cj

Cj
sC −=

−
−

=
+

=
ω

ω
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15. Feladat,
Az ábrán látható hálózat gerjesztése ,cos12)( VttuS ω=
Határozza meg a tekercs áramának komplex csúcsértékét,
ha ΩΩ kωLkR 2   ,3 ==

( ) ,mA 1,0000 1,0000
23

3
236

12
2

ˆˆ j
jjLjR

R
LjRR

UI s
L −=

+
⋅

×+
=

+×+
=

ωω
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16. Feladat,

Az ábrán látható hálózat gerjesztése 
Határozza meg a kondenzátor feszültségének komplex csúcsértékét, 

ha

,cos3)( Attis ω=

,3 Ω=R ,61 Ωω =C

( ) ( ) ( )V 4,1538  2,76926
69

331
2

ˆˆ
1 jj

jCjRR
RIU

Cj
sC −=−⋅

−
=⋅

++
= ω

ω
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17. Feladat,

,3 ΩkR = ,31 Ωω kC =

Az ábrán látható hálózat gerjesztése ,cos28)( Vttus ω=
Határozza meg az R ellenállás feszültségének komplex csúcsértékét,
ha 

( )
( ) ( ) ,V 4,3077 6,4615

336
3328

2
ˆˆ

1

1

j
j

j
RR

R
UU

Cj

Cj
sR −=

−×+
−×

=
×+

×
=

ω

ω
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18. Feladat,
Az ábrán látható hálózat gerjesztése 
Határozza meg a 2R ellenállás áramának komplex csúcsértékét, ha

,cos5)( Attis ω=

ΩΩ 4    ,4 == ωLR

( ) ( ) , A1,0000 + 2,0000 
412
445

2
ˆˆ

2 j
j
j

LjRR
LjRII sR =

+
+

=
++

+
=

ω
ω
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19. Feladat,
Az ábrán látható hálózat gerjesztése ,cos16)( Vttus ω=
Határozza meg az 2R ellenállás feszültségének komplex csúcsértékét,
ha 

ΩΩ 8    ,4 == ωLR

( ) ( ) ,V 1,6000  11,2000 
848

816
2

2ˆˆ
2 j

jLjRR
RUU sR −=

×+
=

×+
=

ω



PTE PMMK Műszaki Informatika Tanszék Műszaki Fizika I/960/v/4/Konf_V-GYAK/19

20. Feladat,

Az ábrán látható hálózat gerjesztése 
Határozza meg a 2R ellenállás áramának komplex csúcsértékét, ha

,cos6)( Attis ω=

,6 Ω=R ,31 Ωω =C

( ) ( ) , A0,3243 + 1,9459
318

66
2

ˆˆ
12 j

jRR
RII

Cj
sR =

−
=

++
=

ω
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21. Feladat, 
Határozza meg a kondenzátor feszültségének komplex csúcsértékét algebrai 
és exponenciális alakban. Adja meg a keresett feszültség valós effektív értékét,
valamint valós időfüggvényét, ha 

( ) V cos10   Ω,41  Ω,2 ttu
C

R s ω
ω

===

Megoldás V10ˆ =sU

( ) V8,9443V48
42

410ˆˆ o26,56
1

1
j

Cj

Cj
sC ej

j
j

R
UU −=−=

−
−

=
+

=
ω

ω

6,32V
2

8,94
2

ˆ
===

C
C

U
U ( ) ( )V26,56t8,94cos o−= ωtuC
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22. Feladat, 
Határozza meg az ellenállás feszültségének komplex csúcsértékét algebrai 
és exponenciális alakban. Adja meg a keresett feszültség valós effektív értékét,
valamint valós időfüggvényét, ha 

( ) Vcos12  Ω,5 Ω,3 ttuLR s ωω ===

Megoldás V12ˆ =sU

( )

V6,1739

V5,2941  3,1765
53

312ˆˆ

o59,0362j

sR

e

j
jLjR

RUU

−=

=−=
+

=
+

=
ω

4,3656V
2

6,1739
2

ˆ
===

R
R

U
U

( ) ( )V59,0362t6,1739cos o−= ωtuR
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23. Feladat, 
Határozza meg a tekercs iL áramának komplex csúcsértékét algebrai 
és exponenciális alakban. Adja meg a keresett áram valós effektív értékét,
valamint valós időfüggvényét, ha 

( )  Acos6

Ω,4 Ω,2

tti

LR

s ω

ω

=

==

Megoldás A6ˆ =sI

( )

A1,6641

A0,9231  1,3846  
46

26
3

ˆˆ

o33,6901j

sL

e

j
jLjR

RII

−=

=−=
+

=
+

=
ω

1,1767A
2

1,6641
2

ˆ
===

L
L

I
I

( ) ( )A33,6901t1,6641cos o−= ωtiL
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24. Feladat, 
Határozza meg a kondenzátor uC feszültségének komplex csúcsértékét algebrai 
és exponenciális alakban. Adja meg a keresett feszültség valós effektív értékét,
valamint valós időfüggvényét, ha 

( )  Acos12
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25. Feladat, 
Határozza meg a kondenzátor 2R ellenállás áramának komplex csúcsértékét 
algebrai és exponenciális alakban. Adja meg a keresett feszültség valós effektív 
értékét,  valamint valós időfüggvényét, ha 

( ) V cos15
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26. Feladat, 
Határozza meg a feszültségforrás i áramának komplex csúcsértékét 
algebrai és exponenciális alakban. Adja meg a keresett feszültség valós effektív 
értékét,  valamint valós időfüggvényét, ha 

( ) V cos6
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27. Feladat, 
Határozza meg a hálózat AB kapcsira vonatkozó Thevenin helyettesítő 
kapcsolás belső impedanciáját, valamint a helyettesítő forrás forrás-
feszültségének komplex csúcsértékét algebrai és exponenciális alakban. Adja 
meg a keresett belső impedancia komponenseit, valamint a helyettesítő 
forrásfeszültség valós időfüggvényét, ha 

( ) V cos10
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28. Feladat, 
Határozza meg a hálózat AB kapcsira vonatkozó Norton helyettesítő 
kapcsolás belső impedanciáját, valamint a helyettesítő forrás forrásáramának 
komplex csúcsértékét algebrai és exponenciális alakban. Adja meg a keresett 
belső impedancia komponenseit, valamint a helyettesítő forrásáram valós 
időfüggvényét, ha 
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