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Transzport folyamatok modellezése

Targya: az anyagi vilag objektiv tulajdonsagainak megismerése,
a mozgasban 1évo anyag torvényszeruségeinek megismerése,
Modszere: - megfigyelés - kisérlet
- torvényszeruségek megfogalmazasa
- elméletek kidolgozasa - kisérleti igazolasa
- alkalmazasa,

Nyelve: matematika,
A _mennyiségek jelolése:
- skalar mennyiségek, x = x, -7
7l - a valtoz6 mértékegysége,
Xp - a valtozo értéke a valasztott mértékegység rendszerben,

-vektor mennyiségek, x = é’x X1
7l - a valtoz6 mértékegysége,
Xn - a valtozé értéke a valasztott mértékegység rendszerben,

—

€x - a valtozé iranyaba mutaté egységvektor,
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Mértékegységrendszer I

*1889 Parizs, Nemzetkozi Suly és Mértékiigyi Szervezet (m, kg, s)
*1960 SI mértékegység rendszer

Fizikai alapmennyiségek SI egységei

Fizikai mennyiség  Egység neve Jele
Tomeg kilogramm kg
Hosszusag méter m
Ido masodperc S
Elektromos aram Amper A
Homeérséklet Kelvin K
Fényerosség kandela cd
Anyagmennyiseg mol mol
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Mértékegységrendszer 11

SI-prefixumok

1018 E exa- 101 d deci-
1013 P peta- 10-2 C centi-
1012 T tera- 10-3 m mili-
10° G giga- 10-¢ u mikro-
106 M mega- | 107 n nano-
103 k kilo- 10-12 p piko-
102 h hekto- |10 f femto-
101 da deka- 10-18 a atto-

Koherens mértékegység rendszer: egymasbol szarmaztatott egységek
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A transzport folvamatok modellezése
és a Fizika kapcsolata,

-Mozgastan, - kinematika,

- statika,

- Kinetika,

- szilardsagtan,
-Aramlastan,
- Hotan,

- Hullamtan, - Villamossagtan, (Fizika I)
- Elektromagneses hullamok,
- Optikai hullamvezetok,

- Hangtan,

- Részecske-fizika,

- Kvantum mechanika,

- Mikro-, és nano-technologiak, stb.
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A Transzport folyamatok modellezésének

informatikai kérdése

bemeno
valtozo

gerjesztés

s(7)

kimend
Fizikai objektum | viltozé
Fizikai jelenség
l modell a gerjesztés valasz kapcsolat:
y(e)=7is(e)},
Informatikai vilasz
Rendszer »(@) a rendszer operatora:

%{0}=?

A vizsgalatok célja megismerni a rendszer operatorat
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A rendszer operitora: e} =2
e

a) linearis, ha 5, (t) N (t) _ g/ {Sz (t) ,
s(t)=51(¢)+ 52(8) > p(t) = {51 () + 52(1)} = p1 (#) + p2(2),

a szuperpozicio elv fennall,

s(2) > y(t) = H1is(2);

s(t—T)— y(t-T)=7{s(t-T)},

idoben késleltetett gerjesztéshez késleltetett valasz tartozik,
s(t) - ylt) = His(2)},

y(t,)=H{s(t) st <t,,p(t):t<t,},

t, idopillanatbeli valaszt a t, idopillanatbeli vagy korabbi gerjesztések,
valamint a t,; idopillanatnal korabbi valaszok hoznak létre,

b) invarians, ha

¢) kauzalis, ha
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I. Kinematika

A kinematika: két tomegpont/test egymashoz viszonyitott térbeli
helyzetének idobeli megvaltozasaval, a mozgas
leirasaval foglalkozik,

Dinamika
AL

A statika: a mozgas specialis esetét, a nyugalom feltételét
targyalja. Ekkor két test egymashoz viszonyitott
\ helyzete idoben nem valtozik,

Az anyagi pont, tomegpont: részecske v. test, amely tomege ¢és mérete
elhanyagolhato a mozgasra vonatkozo egyéb méretekhez keépest,

A mereyv test:

- a test alakja a mozgas soran nem valtozik,

- kontinuum, a teret folytonosan tolti ki,

- anyagi pontok osszessége, tomege és mérete van,
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A testek mozgasa térben ¢és idoben torténik,

A tér — metrikus, a Newton-i, klasszikus mechanikaban a térben torténo
mérés eredménye nem fiigg a mozgastol,
a mozgo anyagtol,

A tér egyes pontjainak helyzetét egy rogzitett koordinata, v.
vonatkoztatasi rendszerben
a 7 helyzetvektor irja le,
a helyzetvektor hossza \17 ‘ , mértékegysége: méter [m],

(Im =10-3km = 102cm =103 mm =106 pm)

Az ido a klasszikus mechanikaban fiiggetlen a testek egymashoz
viszonyitott mozgasatol és a mozgo anyagtol,
a tér minden pontjaban azonos modon, egyenletesen
telik, meértékegysége a masodperc, szekundum [s],

(ls =103ms = 106us)
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Skalar és vektormennyiségek

Skalar mennyiség: jellemzoje, nagysaga,
mértékegysége, (pl. 5 kg)
Vektormennyiség: jellemzoje, nagysaga, iranya,

mértékegysége, pl. F=3N.
Vektor
A P(7) pont helye az ortogonalis, ZA
Descartes koordinata rendszerben
\P
P(F), F=xé,+yé,+zé, ;
X,),% -az F helyzetvektor koordinata vetiiletei, i y
rendezoi >
X
¥
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Keét vektor 0sszege

—

F=n+n

171=x1 éx+y1 é’y+z1 éz

Keét vektor kiilonbsége

F=F —F

F=(x1—x)é, +(n1—»2)e, +(z1-22) ¢,
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Vektorok skalar szorzata=skalar mennyiség

y Cy — %2 %2
AE-V
6,2, =0,
e €,-6,=¢6,-6,=0
> y €z =€7°€x
ATy = (X185 + 1€y, + 218, ) (x28, + 28, +22€,)
AP =X1X3+ Y1V2 + 2122 A/l
P12} P
>

A-h=Fh=RRcospn  G.v=v-i \ﬂH

A|cosqy

rp vetilete
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Vektorok vektorialis szorzata=vektor mennyiség

A% _’xx_'y =_'z,
“ ”yx*z =ée,
B €, x€x=¢€,
> 7. e, xé, =0,
r J—(ﬁaf2)| Er J—(’719’72)| P E.VXEJ’ = QZ x—»z =

A vektorialis szorzat Kiértékelése determinans segitségével
e &, @,
nxn=X1 )1 4=
X2 V2 2

=&, (22 —ur2)-é,(x122 — 11 %2 )+ €, (x1 32 - y1x2).
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A) Tomegpont kinematikaja

A mozgas leirasa derékszogu koordinata rendszerben

A derékszogu koordinata rendszer koordinata valtozoi: X1, X3, X3,

A koordinata tengelyek ¢,
iranyaba mutato
egysegvektorok: €,

dSl = gldxl,

él=1,
éy =1,
&3 =1,

A koordinata tengelyek iranyaban torténo
elmozdulasok esetén az megtett ut:

dSZ = gzde, dS3 = g3dX3,

81+ 82+ 83 - koordinata fiiggvények,

é1-é, =0,
&y &5 =0,
é3-&1 =0,
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Descartes koordinata rendszer

koordinata valtozoi: X1 =X, X =), X3 =2,

dx a koordinata tengelyek iranyaban torténo
/, elmozdulasok esetén a megtett ut
(palyaszakasz):

y
dsi =dx, ds,=dy, ds3=dz,

a koordinata fiiggvények: g1 =1, g, =1, g3 =1,

—

a koordinata iranya egységvektorok: é€,., Ey, e,
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Henger koordinata rendszer

koordinata valtozoi: xy=r, xy=¢, x3=72,

<
/g’
F a koordinata tengelyek iranyaban torténo

\_/ r r r
elmozdulasok eseten az megtett ut:

S dsy =dr, ds,=rdp, ds3=dz,

a koordinata fiiggvények: g1=1, g,=r, g3=1,

— —

a koordinata iranya egységvektorok: ¢€,, €ps €7,
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Gombi koordinata rendszer

S

\ koordinata valtozoi:

7 er X1 =7, x2=9, X3=¢,

a koordinata tengelyek iranyaban torténo
elmozdulasok esetén az megtett ut:

dsy =dr, ds,=rd8, ds;=rsinSdop,

a koordinata fiiggvények: g1 =1, g =r, g3=rsind,

—

a koordinata iranyi egységvektorok: €., €g, €y,
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A mozgas leirasa

Az anyagi pont térbeli és idobeli helyvaltoztatasa az

r(t) helyzetvektorral adhato meg,
amely az anyagi pont mozgastorvényét irja le.

7. 1 ] ) A mozgastorvény:
3 palyagorbe az ¥ helyzetvektornak
az s palyagorbén valo mozgasa,

A helyzetvektor és a palyagorbe kapcsolata:

ey t=ty, sltg)=s9, Fltg)=7(s(tp))="r,

helyzetvektor 51 =1, S(tl) = 51> ”(tl) ( (tl )) =N,

Z, S(t)=s, ( ) (S(t))zfa
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A palyagorbe, gorbileti sugar, a palya sikja, binormalis

Az s(¢) palyagorbén ds palyaszakasz
megtételekor a helyzetvektor dr értékkel
valtozik meg,

. €;- a palya érintéje iranyaba
mutato egysegvektor,
. dr . . dr
et=T, ‘dl"zds et:—
‘dr‘ ds

9

A palya iranyaba eso egységvektornak a palya szerinti derivaltja:

e e =1, %(E,-ét) de; &, +é,- ‘:le’ 26, - de’

i \

azaz a palya iranyaba eso egysegvektor ¢és annak
a palyagorbe szerinti derivaltja meroleges egymasra,

=0,
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A palya iranyaba eso egységvektornak a palyagorbe szerinti
derivaltja a palyagorbére meroleges, ¢, normalis vektor,

dé,
= ds de,
r o e = — = ——
NG palyagorbe n dé, P ds ’
ds
£ = a palya gorbiileti sugara
----------- | de, 1 _ .
gorbiileti sugar G=-"=" =apilyagirbilete
ds| p

é;, €, vektorok a palya simuld sikjat hatarozzak meg,

a palya simulé sikjara merdéleges a binormalis vektor, &;Xé, =b
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A sebesség, palyasebesség

ez | A helyzetvektor a palyagorbe pontjai mentén mozog
%2 =1, S(tl)zsla F(t1)=l71,
r dr =r, —n . _,
3} t=ty, s(ty)=sy, Flty)=r,
15 . . . - _BH-R
. kozepes v. atlagsebesseg v, = , [m/s],
é s(2) ty — 1
)
1’2 — l_’i dr

pillanatnyi sebesség (tl) = lim
tyt1 ) — 4 dt

ha a helyzetvektor 7#(s(¢z)) ,akkor
a pillanatnyi sebesség a pz’llyagﬁrbe érintoje iranyaba mutat

dr .
‘t:tla \7(1‘) d: r

. . drds _ .
v(t)= r =d—a—ets = é,v, z =
\/ i()=F=¢, 5= &,v
palyasebesség
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A gyorsulas és komponensei

) A helyzetvektor a palyagorbe pontjai mentén
4 . mozog, a pillanatnyi sebesség a palyagorbe
érintoje iranyaba mutat

. t=1, S(¢1)=Sla F(tl):f'l’

1\ v(ty) =1 =&:5(ty),

i(t{)= lim

S(t) t:t29 S(tz):S29 ’7(’2):’72’
)
ﬁ(t2)= Vy = étS'(l‘z )9

A tomegpont gyorsulasa

va— vy _dv N
= i(t)==-=v=Fr, [m/s?],

"=t1 =
dt
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A helyzetvektor a palyagorbe pontjai mentén mozog, a pillanatnyi
sebesség a palyagorbe érintéje iranyaba mutat

F(s(2))=v(s(2))=&,(s(r)) $(r) =&, (s(¢))(2),

pereeeena . palyagorbe

a\t =
dt ds dt dt

(t) = dv(s(t)) de, ds v+, (s(t))dv

e én/pV

gorbiileti sugar 1
i(t)=|é, v2+ étatj [m/s2]
o,
\ J \ )
/enan a = enan + etat

éa
a palyagorbére meroleges \

iranyu gyorsulids komponens a [’)aly,agorbe erintoje
iranyu gyorsulas komponens
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A gyorsulas a palyagorbe simulo sikjaban van, azaz meroleges a
binormalis vektorra,

N | . -
S a-b=|é,—v:+eéa; |-b =0
PR . palyagorbe
: P
(1, )
___________ a-b=\e,—v-+ea -(etxen)
gorbiileti sugar P

Matematikai azonossag,
a vektori szorzat ciklikus:
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Osszefoglalva

s(¢)-palyagorbe, 7(s(z)) -helyzetvektor,

a pillanatnyi sebesség: [i(s(¢)) = #(s(¢)) = &,v = &,5(¢)

€; - a palyagorbe érinté iranyi egységvektora,

v(t) = s(t) - palyasebesség,

a gyorsulas: Zi(s(t)) — ﬁ(s(t)) = F(s(t)) =ée,a, +é;a;

1

a, = —v2, - a palyagorbére meroleges iranyu gyorsulas,

a,=v=4§, -2 palyagorbe menti gyorsulas,

0 - a palyagorbe gorbiileti sugara,

PTE PMMK Miiszaki Informatika Tanszék TFM/210/v/4/KONF-1/25



Osszefoglalva

haaz a (s(t)) ismert, az inverz kapcsolat:

a pillanatnyi sebesség:
t 0 t t
ﬁ(s(t))z jii(r)drz jii(r)d7+ jc’i(f)dr=170+ j’[i(r)dr

T=—00 T=—00 7=0 7=0
\ y,
Y

1% (t = O) =7 kezdeti értek, a megfigyelés
kezdetén a tomegpont sebessége

a helyzetvektor:
t 0 t t
F(s(t))z jﬁ(r)drz jﬁ(r)d7+ jﬁ(r)dr=170+ jﬁ(r)dr
=0 7=0

=—00 =—00
T \T ) T
Y

r (t = O) =1y Kkezdeti érték, a megfigyelés
kezdetén a tomegpont
helyzetvektora
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Foronomiai gﬁrbék, a tomegpont mozgasat szemlelteto gorbék,

a(t)=a,(¢)

palyagyorsulas-ido karakterisztika,

t
t a(t)[m/s2] v(t): (j)a(r)dr

a(t)

ts]

s(t) menetabra

t
ts()[m]

>

s(t)

v(t)

palyasebesség-ido karakterisztika,

A v(t)[m/s]

v(t)

s(t) = fv(r)dr
0

t[s]

/

t[s]
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A kinematikai analizis feladata.,

s(7) y(©)
o—— IR 50
F(t)
direkt feladat
analizis

}f{s(t)} -ismert,

FyV,o,

F\d,c, o

73 F adott gerjesztéshez
al el keresett a valasz,

()= H1s(e)i="?

A kinematikai szintézis feladata,

t y(t)
S( ) IR=? 30
Fe)=2
inverz feladat
szintézis

=~

adott valasz estén
keresett a rendszer operatora

,Q_)-’ r L] r
€s a gerjesztes,

=l

9

36

i

~ =

k]

b

~
)

D 9

? robotika
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Specialis esetek,

1. Egvenes vonalu egyenletes mozgas, d(¢)=0, v(¢)=v =2l

ds ? f
— =, dS:th, IdS:S—SOZIVdTZVtQ
dt %

! s(f)[m] sp=0

} vt
ts]

t[s]

So-i-Vl

0
s = vt \ As(z‘)[m] so#0
50

ts]
>

t
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2. Egyenletesen gyorsulé mozgas, a,(t)=a=all,

ha a ¢ = 0 pillanatban ¥(0)=7,, s(0)= sy,

a sebesség:

t
a:dv(t), ]')dv=v—v0 = [adr =at, |v(t)=vy+at,
dt 1) 0
a gyorsulo mozgas ideje: = P~ % { = v - v : a - v-a ,
a i aa |z
’ ds(t) P t
amegtett it: (4)— ’ [ds(z)=[v(z)dr,
dt S0 0
t 2 2
s—sozj(v0+ar)drzv0t+a%, s(t)=s0+v0t+a%,
0
_ —ya )2 2 _ 42
S(t)ZSO-l—va vO-l-a(v V()) :S()+1(v VO)a
a 2\ a 2 a
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v(t)[m/s] vo =0

$ 5(t)[m]

s0¢0

Vo +at

(| s(t)[m] so=0

at2/2

egyenletesen gyorsulo mozgas
foronomiai gorbéi

vot +at2/2

}SO t)[s]

t
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3. A hajitas, Gallilei, Newton: a Fold kozelében a gravitacié hatasara
fellép6 mozgasok leirasa,
A szabadon esé test 2=9,81 m/s? ~10 m/s? gyorsulassal esik a fold felé,

A hajitas egy egyenes vonalu egyenletes mozgas
és egy egyenletesen gyorsulo mozgas eredoje,

A mozgastorvény: =1, 17(1‘0) =V, 17(1‘0) =r, ld= le—v =g =uall,
t
, s dv
A sebesseg a tidopillanatban =~ _ g,
. . at hodograf
1 4
IdQZ\_j—_’O: Igdfzg(t—to), sz ~ t
Y0 i " g(e-1y)
N = o (s 5 Y,
v(t)= vy + &t —1t9) v,

>
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A helyzetvektor: %=17, dr =vdt, ﬁ(t)=‘70 +§(t—t0)
i t t
[dF = [Vodt+ [g(t —tg)d7
0 10 o  helyettesitéses integral
Y
T—1) =X, T=ty, x=0,
dr = dx, r=t, x=1—ty,

2 -1 f_¢ 2
17—170=170(t—t0)+§{2} =vp(t—t )+gr( 0) :
0

2
o _N\t—1
r=n+ 0(1‘—’0)+g( 20)
palyagorbe
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3.a. A szabadesés,

t=0vy=0 h=0

a=g=9,81 m/s? , allandé,

ﬂl v=vo+8l, — |v= gt
8
¢2 2
h:ho+V0t+g?,—> h = g;
2= h —
a h ut megtételéhez sziikséges ido: [ = |—
Ag [m/SZ] o
g &=281 m/s2 h ut megtétele utan a sebesség:
iy e F J2gh
$v(t)[m/s] 2ah
Iz [m]
v = gt
it i t[s]
t g p >
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3.b. A vizszintes hajitas, egy fiiggoleges iranyu gyorsulé mozgas
és egy vizszintes iranyu egyenletes sebességii mozgas eredoje,

a t=0 pillanatban
vizszintes iranyban:

a,=0, v,.=vyy=all

a1 vy v  fiiggoleges iranyban: a, =g, v, =0,

\ a t pillanatban

s / > vizszintes iranyban:
a — — —
b 44 / Vzlj\{ﬁ ax—O, Yy =7Y0> S—V()l‘

palyagorbe fiiggoleges iranyban:

t2
a,=g, v,=gt, h:g?’

a sebesség vektor: = \/V% + v% ,

a sebesség vektor iranya:

Yz
9
vx

tgo=
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3.c. A ferde hajitas, o szog alatt hajitva el a tomegpontot,
a sebesség komponensek:

‘4 x _
1 ) Vox =V COS,
VizAg)--- T e— ] vy, =V sina,
ve .~ Vix 3 . ————palyagorbe
A ) g . \\ Iy ax
Vo 1 N\ a t=0 pillanatban
a oL \\ ;x.
Vox s _ a,=0, v,.=vy,=vgcosa, x=0,

a,=-g, v, =vy, =vgsina, z=0,

a t, pillanatban

tlx=0, Vix =V0x = V0 COSQ, X1 =V1xl1 =vgcoscx ty,
a,=—8, Vi;=Vo;— 84 ="y sin — gtq,

2 2 _ 2 2
_ oo 4 4 —J "x Tz
11 = "Oztl —g?— Vo SIno l —g;,
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Az emelkedés idotartama:

v, =vy, —gt=vysina — gt =0,

el BN ) ;s _vosina
vlz ,l--"""_ TS~ A em — 9
I \\\ g g
vO /// le \\\ ’
A 4 . |Mmax Az emelkedés
Y E’ ! % maximalis magassaga:
0z /0 \ -
Yo x s g _ tezm
- hmax =Vozlem — 8 5
.o r e o 2 2
A siillyedées ideje: . _, vo, &(vo;) _ Y0,
p2 max — "0z 2 - 20"
h _& 2 = 0z 4 4 4
max S 20
2 4 . 5
h (V() sin a)
2 =
t. = vo_z — vO_z =t max 2g ’
s g2 g Tem>
: i e 2vy,
A teljes repiilés ideje:  fypp = Loy +1g =2ty = Y
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Viza g)- 1
vg 2~ Vlx
A 0’ ’ hmax
’ 4
y
0z ol . ;XT
Vox _
Megjegyzés:

2sina -cosa = Ssin 2o

A vizszintesen megtett ut:

2V0
_ _ z
§ = V()xtrep = Vox

4
. 2vgcosa - vy sina

4
v(% -Sin 2«

s = .

8

9
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4. Mozgas gorbe vonalu palyan,

Emlékezteto:

a helyzetvektor: 7 (s(t)),

palyagorbe a sebességvektor:
giirbiilgtﬂiﬂ_s-ugér X t) . d7 ds
\ ) =A0) =" b =gy,
a palyagorbe v
érint6 vektora: ¢, (s(t))
"""" é; 0] a gyorsulasvektor: ( ( ))
. . . dv de,s(t _ dv
)= t))= = = —
2 1) =a(s(0)) =5 = @ 2G5
_ I o) \ )
i(t)=¢, —+é,a,, [m/s”], Y
de; ds e, ,
o _ 2 dv V=Y
a=¢eydy tely, Ay =—H A==V ds, dt P
\ Y,O )\ gt J en/ P

a palyara meroleges iranyu gyorsulas

a palyamenti, tangencialis iranyu gyorsulas
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4.1. Mozgas gorbe vonalu sikpalyan, kormozgas,

a tomegpont helyzetvektora:

é, r=Re, ((D(t))’
a tomegpont elmozdulasa:
dr (t)=F(t +dt)-F(t)=ds €,(1),

ds(t)= Rdo(t),

a tomegpont sebessége:
(5 =F(s(0) =% 2 =2, RO =gpv, =K%

dsdt 7 dt
kerulet’l/palya sebesség ngo a szogsebesség: [0 = @,
nagysaga: Rw =v,
€p=€;%x€.—> V=Rwé,=wé, x¢R=dxF, V=0XF,
\_'j o Sl
@ F O=we,
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a tomegpont gyorsulasa:

e . - dv
Ca)-50-

i(t)= L (oxF)= oxF+

dt -,-:“3.—'
ONO

keruleti/szoggyorsulas,
palyamenti gyorsulas,
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€r

a tomegpont gyorsulasa:

. - dv . _
a(t)zv(t):d—:, r=Re,,
ﬁ(t)=i(a7xf)=a3xf+a3x?

@_> OxF=ax(&xF)=(0 7)o — (@ @) = -0?F =-0?Ré, =i,
— " _n
&Li,>adF=0 @-@=d" = w?

a palyara meroleges iranyu gyorsulas, centripetalis gyorsulas
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A kormozgas gyorsulasa

- do N s o
a(t)z—(a)xr):a)xr+a)xr:a,+an,
dt d,=0%XF,=—02F

Xl_’::‘_it

=~
|
Y|

@ X

-
1

N
J

ZG)BZZ(DEZ,

2

DXF = a?x(a?xf)= -
a tomegpont gyorsulasa:

i(t)=¢é,a, +@,a,

a(t)=é,Re - ¢, Ro”

a, =Re=R¢p,
2
| 4
a, =—Ra)2 :—Va):—},
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Egyenletes kormozgas: allando sebességgel forgo mozgas
Minthogy ds _ v=gll. v=Ro, o=dll.
J{L a szogsebesség
palyasebesség allando,

Ha a szogelfordulas egyenletes, ¢(t) =wt,
a palyasebesség allando (D(t) =, (o(t) =0,

a normalis iranyu,
centripetalis gyorsulas,

a; = R¢ = R& = (| nincs tangencialis,
palya iranyu gyorsulas,
p2 szoggyorsulas

egy teljes koriilfordulas ideje a periédus idé6 w7 =27, |T =27/w[s],
a masodpercenkénti
keringések szama:

1 o 60 0]
= —=——[ford/s n=60f=—=60— [ford/perc
I/ T 2ﬂ[ ] S/ T 2ﬂ[ perc]

PTE PMMK Miiszaki Informatika Tanszék TFM/210/v/4/KONF-1/44

a precenkeénti keringések szama=fordulatszam:




4.2. Mozgas térgorbén,
pl. allando menetemelkedési csavarvonal mentén (egy henger palastjan),
egy kormozgas és egy halado mozgas eredoje,

L

e; a tomegpont helyzetvektora:

I o(t), _
—Re, (1) + P e,
¢(t):a)t, F el”( )+ 27[ ez

h

a menetemelkedés szoge: tgor = ——

] i
2 B} 2R
""-‘\ey

a tomegpont sebessége:

<
. dé,(t) hdo.
Vv=r=R "()+ (Dez
dt 27 di
\ﬂ_b—’ \_Y_’
0)3(0 a
Ry, F=Roé + ' we. =v & +v. &
'~ 2Rn B P g PP TR
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I1. Kinetika
Tomegpont Kinetikaja

1. Newton axiomai (torvényei)

1.1. Newton L. torvénye, a tehetetlenségi orvény,

Minden test (anyagi pont) nyugalomban marad v. megtartja egyenes
vonald egyenletes mozgasat, amig mas testek kolcsonhatasai
mozgasallapotanak megvaltoztatasara nem kényszeritik,

Ha egy testre, tomegpontra hato erok eredoje zérus,
akkor a test nyugalomban van,

n _ ~ o ~
> F =0, > v=0, ill. v=all
k=1
Newton I, torvénye olyan vonatkoztatasi, inercia rendszert jelent,
amely a kolcsonhatasokat nem veszi figyelembe,

PTE PMMK Miiszaki Informatika Tanszék TFM/210/v/4/KONF-1/46



1.2. Newton II. torvénye,
A mozgas megvaltozasa az m tomegpont mozgasmennyiségének,
impulzusanak/lendiiletének megvaltozasa okozza.

Az m tomegpont impulzusa: j(f,t) —m ‘—;(,7’1)’ [I] =kg- E,
S

Az m tomegpontra hato ero:

1(7,t)= ar _ F(7,¢), [F]=1kg-5 = 1N, (newton),
dt &2
i:dlz d (mﬁ):m@=mﬁ=ﬁ=m§=mi7.,
dt dt '\ dt
m =dll. F(f,t)z m[j(f,t), Newton II.

Ha tobb ero hat egy testre, azok hatasai osszegzodnek, (a linearis
rendszeren a szuperpozicio érvényes), F= i F.

k=1

PTE PMMK Miiszaki Informatika Tanszék TFM/210/v/4/KONF-1/47



1.3. Newton IIl. torvénye,
hatas-ellenhatas, kolcsonhatas torvénye,

%511

Az akcio erovel egyiitt mindig fellép
egy vele azonos nagysagu, T F,
de ellentétes iranyu reakcioero, Fg _ Fe =0,

Kiegészitések:

a) Galilei-féle transzformacio,

a K allo és a v allando sebességgel mozgo K'
rendszerekben a tomegpont gyorsulas

és ennek megfeleloen az ero ugyanakkora,

F=r'"+vt, v=all. r=r',

b) D'Alambert elv,
kinetikai egyensilyi allapot all fenn, ha €y

F(7,t)-ma(7,t)=0,
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1.4. Az erotorvények alkalmazasa

a) Tomegpont kormozgasanak kinetikaja,

Ly F=Re,

F, A kormozgas
impulzusa/lendiilete: I =myv =mad xr,

A kormozgasnal fellép6 erok:
Y d . _ . .
F=1= md—(a)xr): MOXF+maoxr,

t
F=mi=méxi-maoli=F,+F,,
Newton II, centripetalis ero,

, R . ~ . o p2
Fop=mi, =—émRo*=-mo?F =-é.mvo =—é.m }
Newton III,— a reakcio ero, centrifugalis ero, Fcp = _Fcf

— —

A palya menti gyorsito ero: F.=mad.=mexv¥ =&, .mRe
t t =TT T Gt e

ce;xRe.=¢cRe,
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b) Bolygomozgas dinamikaja, Newton-féle gravitacios torvény,

" S _
7 P tomegvonzas lép fel, F =y 2
2
¥ =6,67-10-11 Nl, Cavendish, 1798
r kgz

A fold felszinén 1 kg tomegre hato ero,

mp =5,97-1024Kkg, _ 1
i Fo=y 5 =9,812N,
Dy =1,274-10"m, (Dp/2)

A Fold forgasabol szarmazo centrifugalis eré: @Of = 24

Fop =Fep =may, = mvz/RF =m R a)IZ: =0,0337 N,

g=(F, - F)/1~9,81m/s2
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¢) Testek sulya, a sulyero,

A gravitacios gyorsulasbol a tomegpontra/testekre hato ero a sulyero,

—

Fo=mg, [Fg]zlkg-sﬂzle,

m =1kg tomegsilya F, =mg=1-9,81=9,81IN~10N,

d) A surlodasi ero.,

d/1) A csuszo surlodas, a surlodasi ero iranya
ellentétes a mozgas iranyaval Fy=p Fny = umg

Fy
—

Fruzs
—

L —a surlodasi tényezo, a felillet minosegétol fiigg

d/2) A tapadasi surlodas, (nyugvo surlodas)
a felilletek nem csisznak el egymason,

AF,

My > 1y Hekyy, > plyy, HeFny

7 .o N vy F
nyugvo tomeg elinditasahoz HEny

nagyobb ero kell, mint mozgatasahoz,

—
v Fyy

As elmozdulas

F huzo
F

s

I

>
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d/3) Surlodas lejton valo mozgasnal,

az m tomegii test sulya: F g = mg,
a lejté iranyu eré: Fy = F,sina,
a lejto feliiletét nyomo nyomaero:

Fy, = Fg,cosa,

a surlodasi eré: Fg = uF,,,

A test gyorsulo mozgassal lecsiiszik a lejtén, ha Iy = Fy,
Fo,=F—F= mg(sina — ucosa)=ma, q= g(sina — pcosa),
A megcestszas hataran: Fy=F,, mgsina = mgcosa,

sin o

=tga, u-merésének modja,

lL[ =
Cosa
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e) Rugoerd, linearis kapcsolat az ero és a kitérés kozott,

Fy a visszatérito ero aranyos az elmozdulassal
—\ A A s _> R
Fr(x):_k Xey,
—~ A | fr=0 N
k|—| -arugéallando,
- Fy m
& o A mozgasegyenlet:
X X!
. . e d?x(t) .. _ .
F, (x) =—k xé, =mxe, =m —()ex = ma(t)ex =ma,
dt?
F,(x)
A rugomozgas gyorsulasa: 1
Fr,max
2 _
. . . d™x(t)_ kxe X x
i=a(t)e, = xe, =—2()ex =——, i
dt m ~ Xmax
_Fr,max
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2. Az impulzus tétel,
Az m tomegpont mozgasmennyiségének, impulzusanak megvaltozasa a
tomegpont Kinetikai egyenletét eredmeényezi.

m =all. az impulzus: T(F,t) =m \7(17’,2‘),

az eréhatas az impulzus N dI 7

megvaltozasahoz vezet: 1 (” ) (” ) ( t )9
I(tg)=m%,  F(r,1)= Z—(mﬁ(?,t)),
1(t)=mpv, t L
impulzustétel: jF(F,r)dz' = jd(mﬁ) =my —myy = df(?,t),

)] m170

Ha F=allLés t)= 7(0)=7y, ¥(0)=7,,

a mozgasegyenlet: _, ~

Ft = mv — mv, \7(1‘)=170+Ft=d’;1§t)=170+ﬁt, .

m

F(t) =7 +170t+15t2,
2m
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3. Tomegpont dinamikaja, energiaviszonyok

3.1. A munka, az m tomegpont A pontbél B pontba mozditunk el,
munkat végziink,

F,(¥)dr = F(F)-dF = F dr cosp,

Wp rB
[dW =Wg-W = [ F(F)-dr,
W 4 AR F4
l"B _ ’
Ry | L0
r4 . W
|W |=1Nm =1J, (joule), s
: 3
¥ WAB():J F(’_;at) dr,
r'4
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Tomeg mozgatasa egyenletes sebességgel,

v=_all. F az F ero ut iranyaba esé6 komponense:
, F, = Fcosa
F, | > F,, m ’
!

_ )

Fy 4" a surlodasi eré: Fg=uF, =pumg,
az m tomeg akkor mozog Y EF. =0 F —_F
allando sebességgel, ha: K k= m— ° 8>

ekkor a m tomegnek s aton valo elmozditasakor végzett munka:
W=F-5s=F, s,

a surlodas legyozésére a rendszerbe betaplalt munkavégzo képesség:

—

W=F-s=-F,s=—umgs,
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3.2. A Kinetikus v. mozgasi energia,

az m tomegpont impulzusmegvaltozasa munkavégzést eredményez:

W(t):IF(Fat)°dF:Ij(’79t)°dF9 T(F,t)=m17(l_;,l‘),
r r

w(e)= [ m¥(F, )dr—jmd—Vd—r i =m v v W, (6) =~ m v (c)2,
= drﬂ 2
v 52 =55 =[v" =2,

egy y sebességgel mozgo
tomegpont mozgasi energiaja_:

—

Ww,,(t)=[mvdv =[I(7,t) dv, w,,(t)=[I(F,t)-dv,
v V

<
<
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Ww,,(t)=[mv dv=[I(F,t) dv,

€| —
| —

pl. Hatarozza meg mekkora impulzussal kell meglokni egy
v1 sebességil testet, hogy mozgasi energiaja W legyen.

2 2 2
1 V2 1 vy —Vv 1%
W=—mv2+ [mv-dv=—mvi+m-2 L -—m2 >y,
21 21 2 2
1

I =m(vy —vy)=mAv,

ul.  p, =y +Av,

( )

% (Vl +Av) :%m v12+2v1Av+Av2
\ J

_ 2 _
W = myy =

1
2
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A gyorsito er6 munkaja,

F
‘ ha a huzoero ut iranyu komponense
F, | X SiF, nagyobb, mint a stirlédasi erd:
—— .
lF s F, >F;, Fg =F,—F,,

a surlodasi és a mozgato er6k munkajanak eredodje gyorsitja a tomeget:
W, W= (F—Fs)-E =Fq,8s=mas,

a
ha a gyorsité er6 allandé, v(0)=0, kezddsebességnél s = > t2,
W =W, —W.=ma"s2=] 2 v=at

Wy, = %m (at)? = %m v2,
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3.3. A helyzeti v. potencialis energia,

Az m tomegii testre haté nehézségi eré: F g = mg,

1€ az m tomeget h magassagra felemelve
[ITI a nehézségi ero lekiizdésére befektetett munka:
F, ; Wh=Fg°h=mgh,
"""""" az m tomeg munkavégzo képességét,
W=0 potencialis energidjat noveli meg,

az m tomeget h magassagrol leejtve, a nehézségi er0 munkat végez,
az m tomeg elveszti munkavégzo képességét, potencialis energiajat,

00.5

4
W, =0, §
Wh h h
>
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Emelés lejton, a nehézségi er6 munkaja,

A —

az m tomeg silyereje: F, =mg,

n  asulyero lejto iranyu komponense:

Fy =Fgsina,

a lejto hossza: [ =h/sinc,

az m tomegnek a lejton 2 magassagig valo emelésekor végzett munka,
a helyzeti energia:

h
sin o

Wy =F,l=F,sina =mg h,

a nehézségi ero munkaja a fiiggoleges elmozdulastol fiigg,
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Rugoeré munkaja, a rugo potencialis energiaja,

e Fy
i X
: Fr
~ o~ e
P X
X
>

X X
W,=[F.(x)d¢=—[kxdx=—k~—,
0 0 2

a rugoero: F, =-k X,
a rugot megfeszito kiilso ero:

F,=-F, =k ¥,

az x tavolsagra megnyujtott rugo
rugoerejének munkaja:

x2
a rugo megfeszitésekor a kiilso ero altal

a rendszerbe betaplalt munka,
a rugo potencialis energiaja:

Wk :—Wr :kT,
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3.4. A belso energia, a surlodasi ho,

v = alL a surlodasi ero: F, = Fg = 1 mg,
—_— o r y 7
; az m tomeg allando sebességgel mozog
F, | > F=-F,
D g— i
l ~ § \ a surlodas legyozésére a rendszerbe
g betaplalt munka/energia hové alakul:
Wgen =F.-5= —FSS = Whé”

3.5. A forgato nyomaték,

M=rxF, 1é

o~

forgatonyomaték a
tangencialis erobol szarmazik,
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3.5.1. Eroatviteli eszkozok.,

az emelo forgasi kozéppontjara
a hatoero és a salyero forgatonyomatéka
azonos, egyensuly lép fel,

Az emelo:

az F ero munkaja fedezi az
m tomeg felemelésének munkajat:

Fomels X1 = Fg X2

)74 )74 x2
az emel6 eré: Fopp15 = Fy P
1

az m tomeg fuggoleges elmozdulasa az o fordulasi szog egyenloségébol:
X2

tg(a)=yy/x3 = y1/x1, 2N
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A csiga: sulyero és a huzoero nyomatéka egyenlo,
a csiga mindkét oldalan a kotélben ugyanakkora

/l\ ero ébred: F = Fg ,
\—/ az emelé eré: I'=Fg,

az m tomeg fiiggoleges elmozdulasa soran a
z] h munkavégzés azonos a huzéerd altal

végzett munkaval: WFg =Wg,—> th —F-7

a teher emelkedése : h =z,

a mozgo csiga egyik szara a sulyero felével emel,
a kotelek elvagasakor az allo csiga kotélereje,
a huzoéero, a sulyero fele: f — Fg / 2,

az m tomeg emelkedése soran a a sulyero
¢és a huzoero munkaja azonos, igy :

Foh=F z, h=1z/2,
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u‘ o "’"‘0:’
o / -

LN\ /= \

a 2. szamui mozgo csigara rogzitett sulyerovel a
harom kotélerovel tart egyensulyt, amelyek

nagysaga: Fg / 3

a 3. szamu rogzitett tengely koriil elfordulo csiga
koteleiben a sulyero harmada lép fel,

a ket kotélero forgatonyomatéka

egyensulyban van,

az 1. szamu csiga koteleiben fellépo erok
forgatonyomatékai egyenloségébol
az emeléero: F — Fg / 3,

az elemloero munkaja fedezi
a sulyero emeléséhez sziikséges munkat,

WF e WF>  a teher emelkedése : h=1z/3,
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3.6. A teljesitmény,

az idoegység alatt P(t) = lim AW = dW(t), P(t) = W(t),

végzett munka dt—= At dt

a teljesitmény: [ P] lN_m — li —1W (watt)
S S

elemi tton valé elmozdulaskor végzett munka: d W(t) =F (17’ ] t)- dr,

P(t)=—[F(F,t)-dF = jF(r t): dr+jF(r t)dr—jF dr + [ F - dv,
r v
telj esitményt az ero és

P(t)=| F (¥,t)-drF + ji (7,¢)-dv,| amozgasmennyiség/impulzus

r Vv idobeli megvaltozasa eredményez,
Ha F (*,t) =F (*) idoben allando: Ha F,v, idében allando:
P(t)= [ F(F)-dv, P= F
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4. A konzervativ eroter,

tomegpontot elmozditva A-B-A
mechanikai értelemben

B
51 nincs munkavégzés
p 5, B _ A =
[F-ds+ [F-ds=0, JF-ds =0,
A B S
(51) (52)

B % b a végzett munka nem fiigg

JF-ds=— |F-ds= [F-ds, az ut alakjatol, csak
(g) (£ ) (g) az elmozdulas végpontjaitol fugg,
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S. A mechanikai energia-megmaradas tétele,

egy mechanikai rendszer 0sszes energiaja allando,

W, +Wy, + W+ [ F-di = 4ll,

r

A mechanikai energiaegyensulyi egyenlet,

egy mechanikai rendszerbe betaplalt energia fedezi
egyrészt a rendszer belso energiajanak megvaltozasat,
masrészt a rendszer munkavégzésre forditott energiajat,

a rendszerbe betaplalt energia: Wgen )

Wgen =Wheisg + I F-dr,

a rendszer belsé energiaja: Wy . s, S

a rendszer munkavégzd képessége: [ F . dF,

\)
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S.1. A helyzeti és a mozgasi energia kapcsolata,

A<

h —O

W, = mgh, egy m tomegpontot 2 magassaghol leejtve

v=20

elveszti potencialis energiajat, a
rendszerben felhalmozott belso

energiajat,
1 mv2 a tomegpont a talajra v sebességgel érkezik,
h=0 ') v mozgasi energiaval rendelkezik,
helyzeti energia ——> mozgasi energia
energia diagram: 1 5
Wy,=mgh=_—mv=-=W,,
Yw=w,+w, 2
. a rendszer ossz-energiaja allando:
;- 1
; W,+W,, =mgh+_-mvZ=all,
/ W, 2
h 2
2 >
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5.2. A kinetikai energia és a gyorsito er6 munkaja,

egy m tomegpontot y; sebességrol y, sebességre gyorsit egy F erd,

—

F. @ & a tomegpont mozgasi energia megvaltozasat
X 1 1
= Y dW, =—mv2——mv2,
> m 9] 2 0] 1

az F gyorsito eronek a dx = x5, — xq

energia diagram: uton végzett munkaja fedezi

AW =Wy +dWp, + W, Wgy=FdX=F(x2—x1),
W, x ,
g _ _
Wotl Wz a rendszer 0ssz-energiaja allando
X
- w=w,1+dW,, +Wgy = 4ll,
xl x2
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5.3. A kinetikai energia és a surlodasi ero munkaja,

, a tomegpontra hato ero egyensulyt tart
—> F a surlodasi erovel, egyenletes a mozgas:

F; OO
_4-—11”_> F:_Fs:—lqu:—lumg,
Fg

a v sebességgel mozgo test kinetikai energia
megvaltozasa fedezi az s uton fellépo

energia diagram: surlodasi veszteséget: p, _ o _ L mg s
S 9

R 1 7 1 0)

~— |0,

AWy, | a rendszer ossz-energiaja allando

W r
ml| Wy . W1 =Wy +dW, + W, =14ll,
: >

\)
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6. Az impulzus-megmaradas tétele,

egy mechanikai rendszerben két tomegpont kolcsonhatasba keriilhet,
a két tomegpont osszeiitkozik, mozgasallapota megvaltozik,

Newton III. torvénye: Fl = —F‘z, — jl = —IZ, —> Zik =0,
7 _ dI, d_ - k

az impulzus-megmaradasi tétel: Y mv; =0,
az impulzus megvaltozasa k
shatas fellépésével i4
erohatas fellépésével jar, AF()
7/ S R
d—:F’ dl = Fdt, | dI = | Fdt,
! I n dl
L .o .o . p
dI(l’,t)ZIl(l",tl)—lz(l",tz)Z IF(I’,t)dt, >
4
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Ellenorzo kérdések
Mi a palyagorbe, a helyzetvektor,
 Hogyan hatarozhato meg egy tomegpont sebessége, gyorsulasa, elmozdulasa,
* Milyen kapcsolat van a gyorsulas, sebesség ¢és a megtett ut kozott, ismertesse
a fenti kapcsolatokat a forronomiai gorbék segitségével.
 Ismertesse az egyenes vonalu egyenletes és az egyenletesen gyorsuldo mozgas
torvenyszeruségeit,
» Ismertesse a vizszintes és a ferde hajitas mozgastorvenyeit.
* Foglalja 0ssze a gorbe vonalu-, és a kormozgas mozgastorvényeit,
* Foglalja 0ssze Newton torvényeit,
* Ismertesse Newton torvényeit, és az impulzus megmaradas tételeét,
* Ismertesse a munka ¢és a teljesitmény fogalmat és meghatarozasanak
modjat,
* Ismertesse a helyzeti-, ¢s a mozgasi energia fogalmat és meghatarozasanak
modjat,
* Ismertesse a forgo mozgasnal fellépo forgatonyomaték fogalmat és
meghatarozasanak modjat,
* Ismertesse a konzervativ erotér fogalmat és az energia-, és az
impulzus-megmaradas tételét.
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Irodalom
Tankonyv
Transzport folyamatok modellezése, eloadas vazlat, www.e-oktat.pmmf.pte.hu

Ivanyi A. Transzport folyamatok modellezése, Tankonyv, (megjelenés alatt)

Pollack Press, 2010.
Alvin Hudson, Rex Nelson, Utban a modern fizikahoz, LSI Oktatokozpont, 1994,
ISBN 963 577 197 5, (1, 2, 3 fejezetek)

Javasolt Irodalom:

M. Csizmadia Béla, Nandori Erno, (szerk), Mozgastan, Nemzeti Tankonyvkiado,
Budapest, 1997, ISBN 963 19 2353 3,

Felhasznalt irodalom:
Béda Gyula, Bezak Gaspar, Kinematika és dinamika, Miegyetemi Kiado, 1989.
ISBN 963 420 596 8
Gyorgyi Jozsef, Dinamika, Miegyetemi Kiadd, 2003, ISBN 963 420 712 X
Szoke Béla, Fizika 2, Eloadas vazlat, 2004.
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Gyakorlo feladatok,

a) Az SI mértékegység rendszer, tavolsag, ido, sebesség, gyorsulas egységei,
atvaltas az egységek kozott, mértékegység szarmaztatas ut, sebesség,
gyorsulas esetén,

b) Megoldando feladatok a halado mozgas, a gyorsulo mozgas (iildozesi
feladatok), és a hajitas témakorebol,

Tankonvv, (TK): Alvin Hudson, Rex Nelson, Utban a modern fizikahoz,
LSI Oktatokozpont, 1994, ISBN 963 577 197 5,

Feladatok:

I1. fejezet, 2-1, 2-4, 2-5, 2-8, 2-9, 2-10, 2B-17, 2B-18, 2B-21, 2B-26, 2A-30,
2B-36, 2B-38 feladatok,

I11. fejezet, 3-8, 3-9, 3-10, 3B-16, 3B-17, 3B-18, 3B-19, 3-20, 3C-28, 3C-34,
3C-36, feladatok.
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¢) Megoldando feladatok a kormozgas téemakorebol.

d) Feladat megoldasok Newton mozgastorvényének alkalmazasaval, az ero,
a munka, az energia, a teljesitmény, a konzervativ erok és energia-, és
impulzus-megmaradas témakoreébol.

Tankonyv, (TK): Alvin Hudson, Rex Nelson, Utban a modern fizikahoz,
LSI Oktatokozpont, 1994, ISBN 963 577 197 5,

Feladatok:

IV. fejezet, 4-1, 4-2, 4-4, 4A-10, 4A-11, 4B-21, 4C-27 feladatok,

V. fejezet, 5-1, 5-2, 5-3, 5-4, 5-5, 5-6, 5-7, 5-8, 5-9, 5-11, 5-14, 5B-15, 5B-19, 5B-21,
5B-22, 5B-31, 5A-29, 5B-31, 5A-33, 5B-35, 5B-38, 5B-50, 5B-51, 5B-52, 5B-55, 5B-56,
SB-61, SB-64, SB-65 feladatok.

VI. fejezet, 6-1, 6-2, 6-3, 6-4, 6-5, 6-6, 6-8, 6-9, 6-10, 6-12, 6-14, 6-15, 6-16, 6B-6, 6B-8,
6B-10, 6B-14, 6B-15, 6A-16, 6B23, 6A25, 6B28, 6B30, 6A-49, 6C-62, feladatok,

VII. fejezet, 7-1, 7-2, 7-3, 7-4, 7-5, 7-6, 7-7, 7-8, TA-6, TA-10, 7B-12, 7TB-13, 7B-15,
7B-16, 7B-18, 7B-24, 7C-46, 7C-49, feladatok,

VIII. fejezet, 8-1, 8-2, 8-3, 8-4, 8-5, 8-6 feladatok.
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