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B) Merev testek dinamikaja,

*Merev test anyagi pontok osszessége, amelyek nem fiiggetlenek egymastol,
*a merev test mozgasallapota az anyagi pontok mozgasallapota,
-a merev testet harom (7, /5, F3, ) pontja definial egyértelmiien,

1. Merev test halado mozgasa

A mereyv test A-B pontjainak helyzetvektora

rg(t)=74(t)+74p
A mereyv test A-B pontjainak sebessége
S ()= A7p(t) _diy(t) _
w5(1)= "8 =40 5 o
A merev test A-B pontjainak gyorsulasa

(- 9p(t) d"A( )

ap(t)= =d 4(1)
dt

A merev test halado mozgasa esetén minden pontjzinak a sebessége és

gyorsulasa azonos, a mereyv test pontjainak palyaja egybevago gorbék,
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2. Merev test forgé mozgasa

2.a. Merev test egyvenletes forgdo mozgasa,

e, G A merev test A-B pontjainak
ugyanakkora a szogsebessége: 5 = all

A mereyv test A-B pontjai
ugyanakkora szoggel fordulnak el:

Pqg=Pq0 T ot ,
@B = @po t+ Wi,

dp 4 =doppg = wt,

2.b. Merev test egyenletesen gyorsulo forgo mozgasa,

A mereyv test A-B pontjainak szoggyorsulasa allando: o =& =all,

q s N E 2
. . . = + @ 40f + 1 ~ .
W= 40T EL Pa=9P40 A0 r do4=dog,
wp =gy + &t _ . . E 2 dp 4 =d@
B = @po T &ty ¢B=¢Bo+wBot+§t , P4 =49PB>
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2.c. Merev test sulypontja v. tomegkozéppontja,
a merev test tomegpontjainak helyzete:

Fka k = 1929” "9
a mereyv test tomegpontjainak sulyereje:
ng = mkga
a merev test tomege: m =) my,
k

a merev test sulyereje: F o = mg,

az O pontra a merev test sulyerejének forgatonyomatéka =
= a tomegpontok sulyerejének forgato nyomatékaval,

Mg =271 Xng =Trg XFga a merev test sulypontja:
k —
B} L ) ) 2Ty
%rkxmkgzrsxmg,e%rkmk=rSm, Fg = k ,
m
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2.d. Merev test statikai nyomatéka, a merev test mozgasmennyisége,

impulzusa/lendiilete: J
I = ka‘_;k = ka?k = —kal_’:k,
k k dt

a merev test statikai nyomatéka az O pontra:

ka’_;k = mFS = SO, SO = mfs,
k :

a sulypont figyelembe vételével: 7 = Fg + Fgg,

T=35,,

SO = ka(FS +I7Sk)= mFS +kal_’:ks = mFS +Ss,

k k

a sulypontra
a statikai nyomaték nulla:

§S=§0—mfs=0, Sg =0,

a merev test impulzusa: I = SO = m?S = mﬁs ’

a merev testre hato kiilso erok:

I

— .

=F=m175 =mﬁs =§0,
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a merev test sulypontja nem fiigg
a referencia koordinata rendszer felvételetol,

a statikai nyomaték az O pontra:
§0=mFS+§S, S;SZS;O—mFS:O,
a statikai nyomaték az O’ pontra:
Sov = ka(l_’i + fk)Z ml_"i + ka’_;k 0

k k
mi{g +)9§

S;O' =m(l7i+fs)=mfé' +}§§,

Fé = +Fg, asulyponta helyén marad,
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2.e. A mereyv test dinamikai jellemzoi,

a mereyv test impulzusa:

I = ZIk = kaﬁk = ka?k =ml_’}s = mﬁs,
k k k

—

I =M§S,

ha a merev test a O pontja koril
forgo mozgast vegez: v, = o xry

I = ZIk =ka\_5k =kaa3ka,
k k k

I =dxYmyi, = xSy = dxmry,
k
SO =mFS +§{g,

forgdo mozgasnal a merev test impulzusa az O pont koriil
o szogsebesseggel forgatja az m tomeget rs sugaron,
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2.1. A tomegpont dinamikai jellemzoi,

egy tomegpont O pontra vonatkozo perdiilete v. impulzus nyomatéka
és inercia nyomatéka:

a tomegpont impulzusa: I, = m,;v,, [kgm/s],

4 &, a tomegpont perdulete v.
D, impulzus nyomatéka:

ﬁk ZFkXTk,

e~

e, ﬁk =l7k Xik =l7k kal_;k, [kng/s],

ﬁk =l7k ka‘_;k mkfk x(a?xfk),

. qk =X r
, Matematika:
ey " ax(vxZ)=(a-z2)v—(a-v)z
— _ R - R . . _— 2 S _
Oy =my (F-F) -0—my (F-B) -F = myry” &= Oy,
2.2 rr La—0 e
-
a tomegpont tehetetlenségi/inercia nyomatéka: = -
5 5 a perdiilet és az 11 = B0,
O =myr;”, [@ ] =1kgm~, inercia nyomaték kapcsolata
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Forgo mozgasnal a merev test O pontra vonatkozo perdiilete:

a tomegpont impulzusa és perdiilete:

Iy =mpvy,

ﬁk :’_;k Xik :’_;k ka\_;k,

a merev test O pontra vonatkozo perdiilete,
impulzus nyomatéka:

170 :Zﬁk :Z’_;k Xik,

]70 = ka kal_fk = kal"kza_j: @0@,

k

a merev test O pontra vonatkoztatott
inercia/tehetetlenségi nyomatéka:

a merev test O pontra vonatkoztatott
perdiilete/impulzus nyomatéka:

k k
> k
_ 2
@0 —Zmrk,
k
I1g =By,
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A mereyv test O pontra vonatkozo perdiilete sulyponti adatokkal:

]70 = Z’_;k kal_fk = @Oﬁ,
k
az O pontra vett perdiilet a sulyponti adatokbol:

HO ZZ(FS +I7ks)><lk IFS lek +Zl7ks XIk,

stf ﬁsZ@SG_j
— s s _ 2
H0=f5XI+Hs, QS_%mrkS’

170 :FS x@meS -I—ﬁs =(m?§+@s)a3,

mif’; @
a merev test O pontra vonatkoztatott perdiilete a sulypontra vonatkozo

perdiilet és a és az m tomegnek a a sulypont és a forgastengely kozti
sugar szerinti tehetetlenségi nyomatékabol szarmazo perdiilet 6sszege
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Parhuzamos tengelyek tétele, Steiner tétel,

a merev test O pontra vonatkozo perdiilete:
ﬁo =I7S Xi+ﬁs =I7S Xm ‘_;S +@Sa3,
[
@XFS
HO =mrg x(a)x S)+®Sa7 = (mfg +@S)07,
00

Steiner tétel: |, = mﬁ% + By,

a merev test O pontra vanatkoztatott tehetetlenségi nyomatéka =

= a sulypontra vonatkozfatott tehetetlenségi nyomaték

és a forgastengelynek a sulypont tavolsagabol és a merev test tomegébol
szamitott tehetetlenségi nyomatékok osszege,

2
v [|Os=09—mrg,

merev test sulypontra vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatéka a legkisebb
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2.g. Egy tomegpont O pontra vonatkozo forgatéo nyomatéka: Mk _ ﬁk ]

[M] lkgm—l—lkg m=1Nm =1J,
s

. - d . = s
Mk =Hk— (”kXIk) l"kXIk+l"kXIk,
My = vy xIy +ixFyy (M, =7, xF
Matematika: — ’ k= k=" k>
ix(vxz)=(a-7)p—(i-v)z v [T —0
forgatonyomaték N (F‘ P )_q BorsxF
a tangencialis erobol szarmazik: e =Tk X\t Lep )= Fe X B T T X Pep
— =, L . _ P | Fop—>0
My, = g x Fy = B xmy (8 x B ) = myr & = 0,8, ;
N
(k k)'ff':’”kg
= — _ 2
11, =00, O = myr”, Mk Hk = O,
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A merev test O pontra vonatkozo forgato nyomatéka:

MOZZMk:Zﬁk:kaFkZE:@OE, M0:@0§,

k k

My =11, =Z(’7k><7k)=;y/7k + B x I
’ Fe
Vk k

a merev test O pontra vonatkozo forgatonyomatéka:

k

a merev test perdiletébol:

MO Iﬁo =@0a_}=@0§,
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A merev test O pontra vonatkozo forgato nyomatéka sulyponti adatokkal:

a merev test O pontra vonatkozo

‘ forgatonyomatéka:
e;
My =1IIp=0pd=0pE,
. , )
Z. | ;1 lSl:emer’ ltetelt Op = mr§ + 0Oy,
elhasznalva: _
‘/O y My =@0§=(mfs+@s)§,
a merev test perdiilete és forgatonyomatéka a sulyponti adatokkal:
_ . - d
[p=FgxI+Mg, Mg=1IIp= dt( oxI)+ITg=FgxF+1g,
rg=I+Frg I

a merev test O pontra vonatkozo forgatonyomatéka a
sulypontra vonatkozo forgatonyomaték és a sulypontnak
az O tengely koriili elfordulasahoz tartozo forgatonyomatékok osszege,
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2.h. A merev test dinamikai egyensulya,

a merev test O pontra vonatkozo
forgatonyomatéka nulla:

My=FgxF+ITg=0,
JORRO)

transzlacios egyensulyi feltétel,
17':5'XF=O, ZFk =0,
k

ha a mereyv testre hato erok osszege nulla, az nyugalomban van, ill.
egyenes vonalu egyenletes mozgast végez,

@ : rotacios, v. forgasi egyensulyi feltétel, {75 =0, > My =0,
M¢=0, Lk

ha a merev testre nem hat forgatonyomaték, az nyugalomban van,
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3. Forgo mozgas energiavisZonyai, vektori szorzas ciklikus

—

3.1. A munkavégzés, energia, i-(bxc)=b-(¢xa)=¢-(axb)

merev testre:

A

AW =S dW, =Y M, -dp =M -dp

de =Fk dfk =Fk °0_5><l7kdt, k k
AW, = @ dt -y, x Fy = My - do, W =(Fg x F)- @,
@ W=Mg-p
k =Mo -
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3.2. A forgo mozgas teljesitménye,

tomegpontra: ¢

Fk —:Fk Vi

merev testre:

. M
e || e

PTE PMMK Miiszaki Informatika Tanszék

TFM/210/v/4/KONF-11/17



3.3. A mozgasi energia és a perdiilet kapcsolata,

tomegpontra: 5 merev testre:

A

€x
(3 y A/O
1 1
| ~ k
ka:Ew'("kxmkvk)a 1 -
1., -\ 1. - 2
ka=5a"(k><1k)=50)°17ka
1 2
1 — W :_@ a_j )
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3.4. Merev testek haladé és forgdé mozgasa, Osszefoglalas 1

halado mozgas forgd mozgas

helyzetvektor, a stulypont helyzete, |szogelfordulas,

FS FSZ%mka/m (p’

L]
—

sebesség, v = v szogsebesseg, @ = @

gyorsulas, i, =v,=F, szoggyorsulas, = _ & _ 7
tomeg, tehetetlenségi nyomatek,
m @=ka17k2, @S:kaszs
k k
impulzus, az impulzus nyomaték, v. perdiilet,
I=myg I, =00
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Merev testek haladé és forgé mozgasa, Osszefoglalas 11

halado mozgas forgo mozgas
az impulzus tétel, az ero, az impulzus nyomatek tétel,
a forgatd nyomatek,
inzmﬁszmﬁszm?s Mszﬁsz@s§=@303=@s(3
erdolokes, nyomatek 1okes,
dI = F dt dil, = M dt
elem1 munka, AW = F . di elem1 munka, AW = M - d

a teljesitmeény, P=dw/dt _F.y teljesitmeny, P—dW/dt—M-J)
— — ¢ = —

a kinetikus, mozgasi energia, a kinetikus, forgasi energia,
1 1 —
W, :Emﬁsz W, =E@a)2
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4. Merev testek egyensulya, Statika

transzlacios egyensuly és rotacios v. forgasi egyensuly:

S F; =0, >M; =0,

k k
4.1. Axiomak:
a) Az ero: vektor mennyiség,
van: nagysaga ¢és iranya, hatasvonala, tamadasi pontja,
eredoje: vektorialisan 0sszegzodik,

b) Két er6 egyensulya: két kozos hatasvonald, azonos nagysagu,
ellentétes iranyu ero egyensulyban van, ha eredodjuk nulla,
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¢) Harom ero egyensulya: ha a harom ero egy sikban van,
hatasvonalaik egy pontban metszik egymast,
zart sokszoget alkotnak,

a vektorok nyilfolyama egyseéges,

F,=-F;,

d) Specialis eset: eropar:

két egyenld nagysagu, ellentétes iranyu,
parhuzamos hatasvonalu erok,

barmely pontra vett forgatonyomatéka azonos,
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4.2. Erorendszer redukalasa egy pontba:

az A pontban hato er6k| az O pontokban elhelyezett| amely az O pontban
ereddje redukalhaté | ket ellentétes iranyu, | a ero nagysagat és forgato
az O pontba, azonos nagysagu erovel, nyomatékat adja
' A ' A
B, B, F _ F
PO PO R s
/
AL ! /\< o —_— > AL X o — > AL ! X 0
k v \/
LMy =F l=Mjy, @ )
k Fy
M] 0O
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4.3. Mereyv testre hato erorendszer redukalhato a sulypontba

@ Az O pontban hat az F1 ero es az M, forgato nyomatek,

Az F1 ero redukcioja az S salypontba:
az F1 ero hat az S pontban és fellép
az M forgato nyomaték,

az eredmény a sulypontban hato Fi ero és az
Mi + M, forgatonyomatékok osszege,
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C) Mereyv testek kényszermozgasa,
1. Két merev test uitkozese,

Feltételek:

- rovid ido alatt, 7 és ++Ar ido alatt kovetkezik be, At — 0,
- ez alatt a test helyzetét nem valtoztatja meg,
- csak a két test kolcsonhatasat vizsgaljuk,

a Kiilso erok hatasatol eltekintiink,

Alapfogalmak: kozos érinto stk

- a kozos érinto sik, )

- az iitkozés normalisa, L )
az litkozés
normalisa
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1.1. Az uitkozés osztalyozasa, 1:
- egyenes az utkozés, ha az iitkozés pillanataban a ket test
sulypontjanak sebessége parhuzamos az iitkozési normalissal,
- ferde az utkozés, ha az utkozés pillanataban a ket test
sulypontjanak sebessége nem parhuzamos az utkozési normalissal,

- az utkozés centrikus, ha az iitkozési normalis atmegy a testek

sulypontjain,
- az utkozés excentrikus, ha az utkozesi normalis nem megy at a testek
sulypontjain
kozos érintd sik kozos érintd sik kozos érintd sik kozos érintd stk

centrikus, egyenes, centrikus, ferde excentrikus, egyenes, excentrikus, ferde,
uitkozés iitkozés uitkozés litkozeés
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Az utkozés osztalyozasa, 11:
- az litkozés rugalmas, ha a két test mozgasmennyisége és
mozgasi energiaja az utkozés soran nem valtozik,

- iitkozés elott a két test impulzusa / (t), utana [ (t + At),
- iitkozés elott a két test mozgasi energiaja W(t), utiana W(t + At),

az impulzus és energia megmaradasi tételek alapjan:
I(t)—T(t+At)=0,— I(¢)=1I(t+At),
W(t)-W(t+At)=0,— W(t)=W(t+At),

- az utkozés rugalmatlan, ha a két test mozgasmennyisége az utkozés soran
nem valtozik, az utkozeés elotti mozgasi energiaja azonban
veszteség formajaban ho és hang energiava alakul,

I(t)-I(t+At)=0,—I(¢t)=1I(t+Az),
W(t)=0, W(t+At)=0,
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1.2. Centrikus iitkiizések, az iitkozési normalis atmegy a testek sulypontjain
a) Rugalmatlan iitkozés, a két test mozgasmennyisége az iitkozés soran nem valtozik

iitkozés elott a tomegek sebessége: vy,v,,
iitkozés utan a tomegek kozos sebessége: u,

a tomegek iitkozés elotti impulzusa megegyezik

az utkozés utani impulzussal (az impulzus vektor,
az egyenloseg a vektor komponensekre all fenn ):

m1\71 + le_/;Z = (ml + mz)ii,
m1171 + m2172

uitkozés utan a tomegek kozos sebessége: U= ’
my+my

_MiVip T M3Vop

az litkozési normalis iranyu komponensére: u, ,

my +m2

_ vy Tmyvy,

az litkozes érintosik iranyu komponensére: ,

my +m2
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1. példa, rugalmatlan, centrikus tuitkozés elott a két tomeg
azonos iranyban mozog,

) =2 my=5kg, v;=5m/s, my=10kg, v,=3m/s,
—» V]
___u=m1v1+m2v2:5-5+10-3=3,6667m/s’
my + ny 15

a ket tomeg azonos iranyban folytatja a mozgast,

2. pelda, rugalmatlan, centrikus iitkozés elott a két tomeg
ellentétes iranyban, egymassal szemben mozog,

Wy

] my=5Kkg, vi=3m/s,
—> V]

- my =10kg, v, =5m/s,
_mlvl—mzvz _ 5-3—-10-5

u

=—-2,3333 m/s,
my + my 15

uitkozés utan az 1. tomeg sebessége ellenkezo iranyu lesz,
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3. példa, Két tomeg centrikus, rugalmatlan, ferde titkozése,

S,/ V2
_______ / _.
m,

my=5kg, vyi=5m/s, a;=30°,

my =10kg, v, =3m/s, ay =45°,

m1171 + le_/:z = (ml + mZ)ii,
mivy, +myvy, = (ml + mZ)un9 mivy, +myvy, = (ml + mz)”ra

az utkozesi normalis iranyaba eso sebesség komponensek:

vy, =5-¢c0830° =4,3301 m/s, vy, =3-cos45° =2,1213 m/s,

iitkozés utan az iitkozési normalis iranyu sebesség:

u. = miviy, +mjvy, y. — 5-4.3301+10-2,1213
n 9 n

=2,8576 m/s,
my +my 15

PTE PMMK Miiszaki Informatika Tanszék TFM/210/v/4/KONF-I1/30



my=5kg, vy=5m/s, oy =30°,

my =10kg, v, =3m/s, ay =45°,

utkozes elott az érintosik iranyu sebesség komponensek:

vir =—5-5in30° =—-2,5000 m/s, v, =3-sind45° =2,1213 m/s,

iitkozés utan az érintosik iranyu sebesség:
myvy, +myvy, -2,5-5+10-2,1213
Ur = s Up =
my +my 15

litkozés utin a kozds ;, _ J ul +v2 =/2,85762 +0,5809% = 2,9160 m/s,
sebesség nagysaga:

=0,5809 m/s,

uitkozés utan a kozos I 0.5809
sebesség iranya az o = arc tg(T] = arc tg( ’ 576) =11,4907°,

iitkozési normalishoz: U,
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4. példa, Végtelen tomeghez, falhoz valo rugalmatlan iitkozes esetén
a vegtelen nagy tomeg elnyeli az impulzust,
My =2 a normalis iranya komponenst:

hﬂ myvi, +( = (ml + my )un,—> u, = 0, (Szorzatj

7.

V2—0

S. példa, rugalmatlan ferde iitkozés allo tomeghez:

mq =5kg, 1 =3m/s, ny =10kg, Vs =0,

: @ ‘az litkozési normalis és tangencialis iranyaba eso
sebesség komponensek:
v, = 3-¢0s30° =2,5981 m/s, v{, = 3-sin30° =1,5m/s,

az uitkozes elotti és utani impulzusok egyenloségébol
a normalis iranyu sebesség komponens:

mpvy, 52,5981
my+my

—

V1

u, = = 0,8660 m/s,
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az uitkozes elotti és utani impulzusok egyenloségéebol
@ - a tangencialis iranyu sebesség komponens:

Vi l/lz. = mlvlz- = 51,5

=0,5m/s,
my+my 15

uitkozes utan a kozos sebesség nagysaga:

w=1u? +v? =1/0,8660% +0,52 =1,0 ms,

a sebesség iranya z utkozési normalishoz:

a =arctgl T |=arc tg( 0,5 ) =30,0°,
. 0,866
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b) Rugalmas litkozéskor az impulzusok mellet a tomegek kinetikai energiaja is valtozatlan,

m1171 +m2\72 = mlﬁl +mouy,

1
2

2 1 5 1 5
2m2v2 = 2mlu1 +

1
2

mq (v —iiy) = my (iiy — v, ),

(vy + iy ) = (i +7,),

utkozés elott a tomegek sebessége: vy,v,,
litkozés utan a tomegek sebessége: iy, i,

az impulzusra és a Kinetikus energiara
vonatkozo egyenletek:

_./ N (

my (Vy — iy ) = my(iiy — V3 ),
2| | mbE-at)= mla? 53
mzuz, 2m1 Vl —lll *mz u2 —v2
a masodik egyenletet
nevezetes elosztva az elsovel:

szorzatok: . . - .
OO -a?)_tmalad -53)

2my (Vi —iiy) 2my(iiy—7,)

a két egyenletbol, ha normalis és tangencialis sebességekre bontjuk,
négy egyenlethez jutunk, az ismeretlen sebességek meghatarozhatok,
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6. példa, Végtelen tomeghez, falhoz valo rugalmas iuitkozés esetén:

o M1+ 0= mydiy +0,—> my (Vg —5iy) =0, 5, +iiy =0,
: __Sl_g_ _ﬁ, 1m =2 _ 1m ii2 N 1m (‘—;2 _ ﬁz ): 0 o
m, vy =0 2 1 1 2 1 1° 2 1 1 1 > ul VI,

a tomeg a falrol visszapattan,

7. példa, rugalmas utkozés allo tomeghez: ha a két tomeg egyenlo,

az impulzusok egyenloségébol:
Vi=UytUuy,—>vy—uyg=uy,

a kinetikus energiakra vonatkozo egyenletbol:

v12 =u12+u%,—>v1+u1 = Uy,

a két egyenlet megoldasabdl: uy =0, uy, =vq,

az els0 tomeg elveszti sebességét, megall,
mig a masik tomeg az elsé sebességével halad tovabb,
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8. példa, Két tomeg centrikus rugalmas iitkozése,

=3 my=5g, vy=6m/s,

_"VZ

9 my=4g, v2=2m/s,
litkozeés elotti és utani impulzusok egyenloségébol:

mivy +myvy = miuy + myuy,—> m1(V1 - u1)= mz(uz —V2 ),

itkozeés elotti és utani Kinetikus energiak egyenloségébol:

m1v12 +m2v% :m1u12 +m2u%,—> ml(vlz —ulz): mz(u% —V%),

a masodik egyenletet elosztva az elsovel, a megoldando egyenletek:
my (v —uy)=my(uy — v, ),} IR 5(6—uy )= 4(uy ~ 2)»}
(vi + 1) = (3 +v3), (6+uy)=(uy +2),

30— Sul = 4”2 - 89 22 30— Sul = 4u2 — 8, 58
—> uy =-——m/s, —> Uy =-——m/s,
—24—4u; = —4u, -8, 9 30+ Suy =Su, +10, 9
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9. példa, Két tomeg centrikus rugalmas iitkozése,
g Ry my=3¢g, vi=5ms,

(%) =4g, V9 =2m/s,

litkozeés elotti és utani impulzusok egyenloségébol:

mivy —myvy = myly + iy ,— m1("1 - u1)= mz(uz TV ),

litkozeés elotti és utani Kinetikus energiak egyenloségébol:

m1v12 +m2v§ =m1u12 +m2u§,—> ml(vlz —u12)= mz(ll% —V%),

a masodik egyenletet elosztva az elsovel, a megoldando egyenletek:
my (v —uy)=my(uy +v; ),} IR 3(5—uy)=4(uy + 2),}
(v + )= (3 —v3), (5+uy)=(uy ~2),

15—3u1 = 4u2 + 8, 20 15—3u1 = 4u2 + 8, 28
—> uyp =——-m/s, —> Uy =—-m/s,
—20—4u1 =—4u2 + 8, 7 15+3u1 =3u2—6, 7

az 1. tomeg visszafordul, a 2. tomeg tovabb halad,
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10. példa, Két tomeg centrikus, rugalmas, ferde titkozése,
my=1kg, v;=2m/s,

(%) =7kg, V9 =0,

a Vi sebesség komponensei:
v, =2-c0s30° =1,7321m/s, vy, =2-sin30° =1m/s,

az utkozés elotti és utani impulzusok, hy (‘71 — Uy ) = mj (‘72 ) )9
valamint a mozgasi energiak egvenloségébol: |(= . = \_ (= . =
5 5 s 5 (V1 +"1)—(uz +V2)a

az litkozési normalis iranyu sebesség komponensek

nty (vln —Ulp ) = mj (”Zn —V2n )9} (197321 —Ulp ) =Tuy,,
(vln T Uiy ) = (”Zn TV2n )9 (197321 T Uiy ) =UWp

a két egyenlet megoldasabol uy, =-1,2991m/s, u,, =0,4330 m/s,
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my=1kg, v;=2m/s,

"""""""" (%) =7kg, Vs =0,
a V] sebesség komponensei:

v, =2-¢0s30° =1,7321m/s, vy, =2-sin30° =1m/s,

az utkozés elotti és utani impulzusok, g\ (‘71 — Uy ) =mj (‘72 ) )9
valamint a mozgasi energiak egvenloségébol: |(= . = \_ (= . =
5 5 Y 5 (V1 +”1)—(”2 +V2)a

az litkozeés érintosik iranyu sebesség komponensek

my(viz — ;)= my(uy, — vy, ),} (1-uy;)="Tuy, ,} up; ==0,7500 m/s,
(vlr T UL ) = (uZT TV2r )9 (1 TUr ) = Uy, | Uz =0,2500 m/s,

az 1. tomeg iuitkozés utani sebessége és iranya: Uq = 1.5000 m/s, oq = -150° ’
az 2. tomeg uitkozes utani sebessége €s iranya: Uy = 0.5000 m/ Sy, Oy = 300,

az 1. tomeg visszalokodik, a két tomeg ellentétes iranyban indul el,
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1.3. Excentrikus titkozések,

1. merev test

utkozesi a sulypont iitkozés elotti e
normalis sebessége és szogsebessége: O’
a sulypont iitkozés utani

sebessége és szogsebessége: US> €,

az A utkozesi pontban a merev testet impulzus éri,
megvaltozik a test a sebessége és a perdiilete:
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1. merev test

a sulypont uitkozés elotti
sebessége és szogsebessége: Vg, D,

a sulypont iitkozés utani
’'S sebessége és szogsebessége: Ug, (2,

az A utkozesi pontban a merev testet impulzus éri,
megvaltozik a test a sebessége és a perdiilete:

I) lehetséges megoldas:

Az iitk6zés eltti és utani impulzusok egyenléségébél: I 4 +mv g = mii,
és az utkozés elotti és utani perdiilet egyenloségébol:
ﬁs :FSA XTA +@S@=@Sé,

az uj sebességek és szogsebességek meghatarozhatok
(4 egyenlet a komponensekre),
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II) lehetséges megoldas: redukalt tomeg bevezetése
visszavezetheto centralis tlitkozésre ha a merev testet helyettesitjiik egy
redukalt tomeggel, /ol helyezziik el és mekkora legyen ez a redukdlt tomeg?

1. merev test ) a sulypont iitkozes elotti

sebessége és szogsebessége: Vg, ®,
) titkozes utani

& sebessége és szogsebessége: Ug, (2,

az A utkozési pontban a merev tesetet impulzus éri,
megvaltozik a merev test a sebessége és a perdiilete:

P I |
Alzmus—mvszlA,—>us—vS=;A,
_ ~ L - ~ 1 _ -
AHZQS.Q—@SG)ZFSAXIA,—)Q—Q)ZQ— SAXIA,
S
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1. merev test
7 -~ az utkozes D talppontjaban a redukalt tomeg az

impulzussal aranyosan valtoztatja sebessegét,

’s a D pont sebessége litkozeés elott és utan:
\71) = l_;S + CBXFSD,

ﬁD = iiS +‘éXFSD9

az litkozési talppontban a sebesség megvaltozasa:

L _ L = . 1 1 (/. = "
Up—vp=Ug—vg+ (Q—w) X”SD:,;"'@S(”SAXIA)X”SDa
La (g uxi
matematika m Og (FsaxTa) 1 1 rgD
ix(vxz)=(-z)v—(i-v)z, mp m @S
(vxz)xu:—ﬁx(ﬁxz):(ﬁ-ﬁ)Z—(ii-Z)ﬁ, \'edukélttﬁmeg
I SPR B | I 1,
“p=VD=" T 5 {rSA "SD) A—@—(”SD IA)’”SD =
S ) 5 ) mp’
'SD rsp J_TA _)FSD'iAzo

PTE PMMK Miiszaki Informatika Tanszék TFM/210/v/4/KONF-11/43



1. test F Ve 40 . ,

METEV 1es a D pontban a redukalt tomeg ismeretében
az A pontbeli impulzus hatasara a sebesseg
valtozasa:

o 1 1, _ N\ Iy
iip—vp=|—+_—(Fgq-Fsp) [T4="",
m @S m

- 1 1 7

a redukalt tomeg: - 4 SD,

mp m @S

A redukalt tomegeket a megfelelo D pontokba helyezve,
a centralis uitkozés szabalyai szerint lehet eljarni,
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Két excentrikusan uitkozo merev test

D1, D, pontokban elhelyezve az egyes merev testek
mp1, mpz redukalt tomegeit, a centralis uitkozés
szabalyai szerint jarunk el,

az egyes testekre hato oda-vissza hato
eroimpulzusokkal a centralis iitkozésnél ismert
osszefiiggést kapjuk:

Mmp1Vp1+mpirVpr =mMprip) +mprlip),

ha az iitkozés rugalmas, akkor az impulzus-megmaradas mellett az
energia-megmaradasi egyenletet is figyelembe kell venni:

1 2 1 2 1 2 1 .2
5"’1)1"1)1 + 5”’1)2"1)2 = 5’”1)1"1)1 +5m1)2"1)2a
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a két egyenlet rendezésébol:

mp1(Vp1—fip1)=mp;(iipy —Vp3),
2 .2 2 _.2
M p1 (Vm —UDp1 )I Mp2 (“DZ —VD2 )’
a masodik egyenletet az elso egyenlettel elosztva:

(¥p1+iip1)=(lipy +Vp3),

végul, rugalmas iitkozéskor az iitkozesi normalis iranyaban elhelyezett
redukalt tomegek ismeretében a sebességek a centralis litkozes
szabalyai szerint meghatarozhatok:

mp1(Vp1 —iip1)=mpy(ipy —Vps ),

(¥p1+iip1)=(lipy +Vp3),
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C) Merev testek kénvyszermozgasa,

1. Két mereyv test uitkozeése, (3. elgadas)
2. Mechanikai hullammozgas

hullammozgas: energiat, impulzust szalit,

*Longitudinalis hullam: a hullammozgassal pathuzamos
az anyagi részecskék kimozdulasa,
pl. harmonikus rezgémozgas, rugomozgas,

*Tranzverzalis hullam: a hullam terjedési iranyara meroleges
az anyagi részecskék kimozdulasa,
pl. kotélen halado hullammozgas,
elektromagneses hullamok,
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2.1. Longitudinalis hullammozgas bevezeto,
Matematikai Osszefoglalé g(1)

x(7) .

dinamikus elem

Az x(t) elmozdulasra, mint valtozéra vonatkozo mozgasegyenlet egy
masodrendu differencial egyenlet,a (RE) rendszeregyenlet,

9 megoldasa,
d x(t) + Ky dx(t) Tk x(t) g( ) osszetevokre bontassal,
dr* dt x(t)=x p(£)+ x,(¢),

AZX ¢ ( t) szabad valasz a homogen differencialegyenletet elégiti ki, g(7)=0

dzxf(t) dxf(t)

2 i +hox ¢ (1) =

a szabad valaszt a kovetkezo alakban keressiik, X f (t ) = M eﬂt 5

2MeM 1k AMe™ + kyMe™ = (/12 + Ky A+ kg )M M
5 sajatértékek
karakterisztikus egyenlet  41° + klﬂ, +ko=0, - { 1549
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. . At At
asz,-(t) szabad valasz: xf(t):Mle '+ Mye™",

az_ X, (¢) gerjesztett valasz kielégiti a teljes differencial egyenletet,

dzxg(t) dxg(t)
5 + kl
dt dt

linearis rendszerben a gerjesztett valasz hasonlit a gerjesztésre,
a gerjesztett valaszt probafuggvény modszerrel keressiik;

+k0xg(t): g(t)a

a RE megoldasa: x(¢)= Mle'ilt + Mze'izt +Xg (),

Az M, és az M, konstansokat a kezdeti feltételekbol hatarozzuk meg:

x(t=0)=x0=M1+M2+xg(t=0), ‘

| —> M19M2°

X(tZO)ZVO ZAIMI +12M2 +xg(t=0), |
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3. Harmonikus rezg0mozgas, longitudinilis hullimok

3.1. Csillapitatlan szabad rezgés mozgasegyenlete:

k m
A (@) LJe
- —kx
<
- :

a rugot nyugalmi helyzetébol kitéritve,
az m tomegre a rugoero hat: — kx(t) = mx'(t),
m elengedve rezgomozgas jon létre,

mx(t)+ kx(t)=0,

A mozgasegyenlet= Rendszer Egyenlet= Homogén Differencial Egyenlet,

a RE megoldasa a szabad valasz: g(t) =0,—> Xg (t) =0,=> x(t)=x f (1),

a szabad valasz x f (t) = d e jltalanos alakjat a mozgasegyenletbe
helyettesitve, a karakterisztikus egyenletbol a sajatértékek:

mA*de + kdeM = (m/12 +k)de’1’ 0, Ay = -k j\/? =+ jwy,
m m

@p — a rugomozgas sajat-korfrekvenciaja

a szabad valasz: x(t) = dlejwﬂt + dze_jwot ,
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k . .
VWV o " a szabad valasz: x(t) =dqye) 20! +dye ]P0,
e egyik megoldasi mod: a konstansok meghatarozasa
< m = O, X(O) = xO’
- Kkezdeti feltételek: |
X ezdeti feltétele (=0, x(O)IV(O):vo,

x(()): X0 :dl —|—d2, Y0 +j0)0X0 = 2j0)0d1,

x(0)=v(0)=vy = jogd) — jwydy,) Vo — J@ox, =2j@0d>,

3

Vo + ja)gxg -
h=""; ’ Ardr=X0 41, a2 konstansok
J g % a dl, onstanso
. > d ) = dl 09 Vo komplex konjugalt
Vo — JWDg Xy dl - d2 — . _ 9 partalkotnak
d2 = : ) \ J
—2jwy

a szabad valasz:

x(t)=d;y " +d, ! =(d{+d,)coswmyt+ j(dy —d,)sin wyt,
1 { , 2 , 1 2 ol ~ J\dq 2 0
cos w(t+ j sin gt cos wgyt— j sin wgt vy .
X(t) = X COS @I + ——sIn wyl,
@)
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masik megoldasi mod:  , ¢, apad vilasz az Euler formula alkalmazésival

k m

Dt — jagt
AN L x(t)=d; /" +d, 7 =
: cos Wt + j sin wgt COs Wt — j sin @t
“kx -
< . .
ommer = (dl + dz)COS oyt + .](dl — dz)SlIl @l
X

) A=dy+dy, B=jldy-d;),
0j valtozok bevezetésével: x(¢)= Acoswyt + Bsin wyt,
A,B allandok a kezdeti feltételekbol:
a kezdeti elmozdulas: =0, x(0)=xy= Acos0+ Bsin0,— 4 = x,,
a mozgas sebessége: v(t) = x(t) = —Awg sin oyt + B wgy cos wyt,
t=0, v(0)=x(0)=—-Awysifi 0+ Bwycos0,— B = :)—0,
0

. Vo .
a kezdeti feltételeket kielegito megoldas: x(t) = X COS Wyl + 0 §in Wl

)]
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A csillapitatlan szabad rezgés mozgasegyenletének megoldasa:

mix(t)+ kx(t) =0,

x(¢) = Acoswyt + Bsin wyt = Csin(wyt + ),

x(t) = C cos asin wyt + C sin a cos wyt,

A
A= Csina = x, B=Ccosa=v—0, C=\/A2+Bz, azarcth,
Do

a harmonikus rezgomozgas egyenlete: x(t) =C sin(a)ot + a),

e o — kezdéfizis,

Csino. o — sajat korfrekvencia, [rad/s],

k . : .
Dy = ;, — a rezgo rendszerre jellemzo,

2z iy i
Ty = —, — sajat rezgésido,
@0
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1. Példa,
Egy 3,2 N/m rugoallandoju rugohoz 200g tomeget csatlakoztatunk a

vizszintes sikban, amelyet 5 cm-rel megnyujtunk, majd elengedés utan
4cm/s sebességgel kezd el mozogni. Hatarozza meg a kialakulo
csillapitatlan rezgomozgas korfrekvenciajat, valamint a rezgés
amplitudojat és kezdofazisat.

Megoldas:

A rugé mozgasegyenlete: mix(z)+ kx(¢t)=0,— 0,2%(¢)+3,2x(¢) =0,

Megoldasa a szabadvalasz: x(t) =Xf (l‘ ) =d e/lt,

A karakterisztikus polinom ¢ A s jatértékek:
0,21% +3,2=0,—> Ay = ;— \, = tid==joy,
9

A rezgé rendszer sajat (kor)frekvenciaja: @y = 4rad/s,

A rezgo rendszer elmozdulasa: x(t) =dq ellt +d»y e/lzt )

Figyelembe véve, hogy d,, d, komplex konjugalt parok:
0 * —jo
dy=|dye’®, dy=dy =ldyje”’

PTE PMMK Miiszaki Informatika Tanszék TFM/210/v/4/KONF-11/54



A rezgo rendszer elmozdulasa:

x(t)=d, M 4 d, e™2t = dile/® e/ 0t | dile™/° e JO0 _

ej(a)()t+5) —j(w0t+5)

+e
2
= 2|d;|cos(wyt + 5),

=|d{2 = 2Re{d1ej5ejw0t}=

A kezdeti feltételekbol:
x(=0)=xy=0,05=d; +d,,
t=0)=vy=0,04= Adi+dy = jwyld)—d,)=jdd-d,),
Ay=Jjoy, 22 =—j oy,

Az elso egyenletet megszorozva j4 értékkel és a két egyenletet osszeadva

0,05- j4 = j4(dy +d iy
jA=jdldy+dy)| | g OVE005- 4 s
0,04 = jd(dy —d) 2. j4 1 30000

dy = 0,025 — j 0,005 = 0,0255¢ 411309
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Tehat a rezgd rendszer x(r)= Zdlcos(a)ot + 5 ), elmozdulasa:
x(£) = 20,0255 cos(47 — 11,3099° Jm = 0,051 cos(47 — 11,3099° |

azaz a t=0 pillanatban a rugo Kitérése:
xo = 0,0510 cos(—11,3099°) = 0,05 m,
a t=0 pillanatban az elmozdulas sebessége:

vo = (0) = 4-0,051sin(- 11,3099° )= —0,0400 m/s,

azaz a t=0 pillanatban a rugo sebessége a Kkitéréssel ellenkezo iranyu lesz.
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3.2. Csillapitott szabad rezgés,

az m tomegre a rugoero és a
sebességgel aranyos csillapito ero hat:

m
i — kx(t) - cx(t) = mx(¢),
. —cx
-ki m  a csillapitott szabad rezgés mozgasegyenlete:
lengéscsillapito — - mx (t ) +cx (t ) + kx (t ) =0,

mozgasegyenlete altalanos megoldasa=szabad valasz:

g(t)=0— x,(r)=0;= x(r) = xf(t)=de}“’,

a karakterisztikus egyenletbol: mzz +edA+k =0,

2
a sajatertékek: Aa = _ZL + \/ (C) _ E,
m
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c 2
T jatértékek: A1z = e}k
k m a sajater : - — T —

YY NV T ) 2m 2m m,

3.2. a) eset, nagy csillapitasu a rendszer:

-------- ; k :ki m C 2 k 2
oo  pr=,|—] —>0, (C) > k, ¢ > 2km,
X 2m m 2m m
a sajatértékek | A1m
negativ valos értékek: Re 4 Mozgo rendszer Kitérése:
- .
M=-p+r=-py, da M x(t)=dye P1t +dyeP2!,

Ay=—p-r=-p3,

t:(), x(O):x0 :dl —|—d2, d1:p2x0+vo,

kezdeti feltételek: pPZx _f‘I)
t=0, x(0)=vy=—p1d|— prdy,| dy =1"9""0
, %(0)=vy =—pydy — padz,) d; o1-p3
az altalanos megoldas, a szabad valasz, y x(2)

két monoton csokkeno exponencialis
gorbe 0sszege, nincs rezgés: %
-t
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2. Példa,

Egy 2,8 Ns/m csillapitasi tényezoju, 3,2 N/m rugoallandoja, rugohoz 200g
tomeget csatlakoztatunk a vizszintes sikban, amelyet 5 cm-rel
megnyudjtunk, majd elengedés utan 4cm/s sebességgel kezd el mozogni.
Hatarozza meg a mozgo rendszer sajatértékeit, valamint adja meg a
csillapitott mozgo rendszer Kitérését az ido fiiggvényében.

Megoldas:

A csillapitott rugomozgas mozgasegyenlete:

mix(t)+ cx(¢)+ kx(t) = 0,— 0,25%(¢) + 2,8x(¢)+ 3,2x(¢) = 0,

Megoldasa a szabadvalasz: x(t)z Xf (t): d eﬂt,

A Kkarakterisztikus polinom és a sajatértékek: 0,2/12 +2,84+3,2=0,

_2,.8+2,82-4.0,2-3,2
2.0,2

At Art
A mozgo rendszer elmozdulasa: x(t ) =dye™" +dy e™,

Ay = = A =-1,2554 1, 1, =—12,7446 .,
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At Art
A mozgo rendszer elmozdulasa: x(t ) =dy e +dy e™,
A kezdeti feltételekbol d,, d, meghatarozhatok:

A t=0 pillanatban a rugo Kkitérése: X0 = 0,05=d; +d,,
A t=0 pillanatban a rugé sebessége: vy = 0,04 = 41d; + 1rd,,

~0,05- 4, —0,04

d
! -4

= 0,0589 m, dz — O,Oi 11 ; 0’04 = —0,0089 m,
12

A mozgo rendszer elmozdulasa:

x(£) = (0,0589 ¢ 712554 _ 0089 ¢ 1274467 )
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c 2
3 C C k
k m a sajatértékek: A1p =—_ % \/ () —

VW 2m  \\2m m
c . | 3.2. b) eset, kritikus csillapitasa a rendszer:
........ e N A .
o () __=0’(c)= ,c=2m,
: X > 2m m 2m m
két azonos nagysagu, ¢ g
negativ, valés értékii sajatérték: 4 = 4y = =P Re
m -~ »
az altalanos megoldas, a szabad valasz valos, M =2
_ Pt
kezdeti feltételek: t=0, x(t ) =€ (dl +d)t )9
x(0)= xg = dy,— dy = xg, yx(t)

x(0) = vy =[- pldy +1d; )+ d; ]e_pt‘ —0°
vo =—pdy +dy,—> dy = vy + pdy,
d,, d, valos értékii, nincs rezgés,
az exponencialis tényezo gyorsabban csokken, mint ahogy 7 no,

> [
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3. Példa,

Egy 1.6 Ns/m csillapitasi tényezoju, 3,2 N/m rugoallandoja, rugohoz 200g
tomeget csatlakoztatunk a vizszintes sikban, amelyet 5 cm-rel
megnyudjtunk, majd elengedés utan 4cm/s sebességgel kezd el mozogni.
Hatarozza meg a mozgo rendszer sajatértékeit, valamint adja meg a
csillapitott mozgo rendszer Kitérését az ido fiiggvényében.

Megoldas:

A csillapitott rugomozgas mozgasegyenlete:

mix(t)+ cx(t)+ kx(t) = 0,— 0,2%(¢)+1,6x(¢)+ 3,2x(¢) = 0,

Megoldasa a szabadvalasz: x(t) =X (t) =d eﬁt,

A Kkarakterisztikus polinom és a sajatértékek: 0,2&2 +1,64+3,2=0,

2
16+ _4. .
2.0,2 s

Mt
A mozgo rendszer elmozdulasa: x(t ) = (d1 +td, ) e,
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A mozg6 rendszer elmozdulisa: y(¢)— (4, + 1d, ) eM

A kezdeti feltételekbol d,, d, meghatarozhatok:

A t=0 pillanatban a rugo Kiterése: xo =0,05=dy,
A t=0 pillanatban a rugé sebessége: vy = 0,04 = A4dy +d, =—-4d{+d,,

dy=0,05m, d,=0,04+4-0,05=0,2400m,

A mozgo rendszer elmozdulasa egy idoben csillapodo mozgas:

x(1)=(0,05+024r)e ™ m, )
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c 2
i ” e a, = S x| €] K
—~ AN a sajatertekek: 412 Y ’

or 2m m
c _ P 3.2. ¢) eset, Kkis csillapitasd a rendszer:
ko “kx m 2 2
— : —_— _ <—,
[ x| J(ij m (2m> ' =2 km,
k Y 0 ¢\ &k i
m 2m 1> 2m m JO1
AIm
A sajatértékek komplex konjugaltak: e -
A = +jw >
a)l < a)(), 1 _ p J. 1’ ?sz
2“2 =—pP— JWi,

a mozgasegyenlete megoldasa: x(t) — dle’llt +d, 2! :
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€ — a mozgasegyenlete megoldasa:

& m
o x(t) = dle;tlt + dze;tzt,
E a kezdeti feltételekhez illesztve a megoldast:
= =0, x(0)=xq=dy+d
________ k] kx| | m =0, x\0)=x¢=4dj+d;,
X - U t=0, v(O) =vo = hdy +dy,

dy = AaXo—vo _ (=~ j@1)xo— v _ (- p—jor)xo—vo

=M (=p=jaoy)-(-p+jo) ~2jan ’
dzzﬂlxﬂ—voz (= o+ jor)xg — v :(—,0+J'wl)x0—"0
M=4y (=p+joy)-(-p-jan) 2joy

dy =|dy\e’®, dy=dy =|dye”7°,

gy V=) + (o)

20)1

: 5=arctg( — 1% )+90°,
—PX0 Yo
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Ek " a mozgasegyenlete megoldasa:
SHEESL
x(t)= dle’ilt + dze’izt ;
c [ R o Cx
i S N ] .5 * - .5
........ , \\{(\{ N ..kio il m dl = |d 1 e-] . d 2 = d 1= d 1€ J ,
x s

-‘r- -

x(t)=dy e M! +d, 2t — dlej5e(—p+jw1 ) dle_j5e(_p_jw1 )t _

jlent+s) , —j(ot+5)
2

=2ld;le” " cos(wyt +5),

a mozgasegyenlet egy csillapitott szabad rezgést ir le

= ldye P2 — 2Re{dy e P/ (@11+0) |

x(t)= 2Re{\dl\e_ptej(“’1’+5)} =2ldy|e™ " cos(ayt + 5),
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N3 m a mozgasegyenlet megoldasa egy
VAAA. < exponencialisan csillapitott szabad rezgest ir le:
o g x(t)=2 Re{ d; \e_ptef(wlt+5) } =
Lk -kx | m
e =2/d;|e” " cos(wyt + 5),
i y Im
‘dl‘e—ptle['(ﬂ)lf] +8) t=0
< Jdyle”®
X ) Re
a sajat rezgésidé hosszabb, a sajat korfrekvencia kisebb mint a
mint a csillapitatlan rezgésé: csillapitatlan esetben
T, = 27 k ¢\’ k ¢’
1= > o1=+——| — | =+ —1-—F <0y,
1 m \2m m dkm
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4. Példa,

Egy 0,8 Ns/m csillapitasi tényezoju, 3,2 N/m rugoallandoja, rugohoz 200g
tomeget csatlakoztatunk a vizszintes sikban, amelyet 5 cm-rel
megnyudjtunk, majd elengedés utan 4cm/s sebességgel kezd el mozogni.
Hatarozza meg a mozgo rendszer sajatértékeit, valamint adja meg a
csillapitott mozgo rendszer Kitérését az ido fiiggvényében.

Megoldas:

A csillapitott rugomozgas mozgasegyenlete:

m)'c'(t)+ cX(t)—lr kx(t) =0,— 0,2)’&(t)+ 0,8x(1)+ 3,2x(t) =0,
Megoldasa a szabadvalasz: x(¢)= x p (t)=d eﬂt,

A karakterisztikus polinom és a sajatértékek: (),2/12 +0,81+3,2=0,

~0,8£0,82-4.0,2.32 |4 =(-2,0000+ j3,d4641)],

’ <

20,2 Ay =(=2,0000- j3,4641)1,

M2 =

%
Ay =14
At Art
A mozgo rendszer elmozdulasa: x(t ) =dy e +dy e™,
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A mozgoé rendszer elmozdulasa: x(t ) =d, eM' 1 d 2 ™! ’

A kezdeti feltételekbol d,, d, meghatarozhatok:
A t=0 pillanatban a rugo Kitérése: x9=0,05=d; +d,,

A t=0 pillanatban a rugé sebessége: vy = 0,04 = 11d{ + 1rd,,
_0,05- 4, -0,04
Y Py B

d, —(0,0250 — j 0,0202)m = 0,0321¢ /389483
dy =|dye’’, dy =dy =dye™7°,

=(0,0250 + j 0,0202)m,

_0,05- 4, — 0,04

d
2 /11 +12

A mozgo rendszer elmozdulasa egy csillapodo rezgomozgas:
/ 0o . 0
x(¢)=0,0321 e—Z,OOOOt( . ](3,46411‘—38,9483 ) o ](3,4641t—38,9483 )) _

=2.0,0321¢»00007 cos(3,464lt —38,9483° )m,
@y = 3,4641rad/s < @y = 4rad/s,
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3.3. Alland¢ erével gerjesztett csillapitatlan rezgések,

. m a csillapitatlan gerjesztett rezgés
VN mozgasegyenlete: (y5(¢)+ kx(¢)=F,
m_  cae
ﬁ F megoldasa: x(t) =Xf (t)+ Xg (t),
: ~ - a szabad valasz és a gerjesztett valasz osszege

mjéf(t)+ ka(t)= 0,—> Xf(t)= d eﬂt, 112 = ija)o,
a szabad valasz: ot ioont

Xf(t)= dleJ 0 +d2€ 790
a linearis rendszergerjesztett valasza hasonlit a gerjesztésre

a gerjesztes allando ero, ezeért a gerjesztett valasz konstans/allando:

Xg(t)=Xg, X,(£)=0, %,(1)=0, miy(t)+kx,(t)=F,> X, =
H,_J | N ——
a gerjesztett rendszer valasza: 0 Xg 7

T t)=dye! " + dye N 1"
x(t) xf( )+xg() 1€ +dse +k

F
k’

PTE PMMK Miiszaki Informatika Tanszék TFM/210/v/4/KONF-I1/70



k 2 F a gerjesztett rendszer valasza a mozgasegyenlet
VW megoldasa: ot iot F

3 3 x(t)=de’™ +dye” "0 +—

e I F ( ) 1 2 P
< —>

— a kezdeti feltételekhez illesztve a megoldast:
X ;

) t=0, x(0)=0, v(0)=0,

x(0)= Ozdi +d, +
v(0)=0= jowy(dy - d;),

x(t) = F Z(ejwot + e_jw"t)+ % = —%cos wot + % = %(l — cos myt),

2k
2 ' x(0)
2F [k +

F
>—)d1 =d2=_ﬁ

a csillapitatlan, allando erdovel gerjesztet
rendszer valasza, 0 és 2F/k kozott F/k
allando amplitudoju rezgés
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5. Példa,
Egy 3,2 N/m rugoallandoju, nyugalomban 1évo rugohoz 200g tomeget
csatlakoztatunk a vizszintes sikban, amelyet 4,8N allando erovel
gerjesztiink. Hatdarozza meg a mozgo rendszer sajatértékeit, valamint
adja meg a kialakulo, csillapitatlan rezgomozgas amplitadojat.
Megoldas:
A csillapitatalan rezgomozgas mozgasegyenlete:
mi(t)+ kx(¢t)= F,— 0,2x(¢)+ 3,2x(¢) = 5,
Megoldasa a szabad-, és a gerjeszett valasz osszege:
x(t)= X f (1)+ Xg (t)=d e + Xg (),
A szabad valaszhoz tartozo karakterisztikus polinom és a sajatértékek:

0,24 +3,2=0,> Ayp =+ jawy,—> Iy = j41, 1 =—jal,
A gerjesztettvalasz konstans:
Xg(t)=Xq,> ¥,(t)=0,=> X, =4,8/3,2=1,5m,

A rezgé rendszer elmozdulasa: x(t) =d, el 4 d, e A 1,5
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A rezgd rendszer elmozdulasa: x(¢)=d e + d, e/ 4 1,5
A kezdeti feltételekbol:
A t=0 pillanatban a rugé Kkitérése: xg=0=dy+d; +1,5

A t=0 pillanatban a rugo sebessége: vg=0= ja)o (d1 —d, ),

~0,05- 4, —0,04

= (0,0250 - j0,0202) m = 0,0321¢ /389483 1,
-4

dy =|dye’’, dy =dy =dye™7°,

dq

) _ 090511 _0904 :(0,0250+j0,0202)m,
A+ A

A mozgo reddszé? elmozdulasa egy csillapodo rezgomozgas:
/ 0 . 0
x(¢) = 0,0321 e—Z,OOOOt( . ](3,46411‘—38,9483 ) o ](3,4641t—38,9483 )) _

=2.0,0321¢»00007 cos(3,4641t —38,9483° )m,
@y = 3,4641rad/s < @y = 4rad/s,
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3.4. Allandé erével gerjesztett csillapitott rezgések,

- m_ a rendszer mozgasat leiro egyenlet:
— AL U‘_' mi(t)+cx(¢)+ kx(t)=F,
5 Cep M a mozgasegyenlet megoldasa:
H - F
oy k} T - :kiu U'—> x(t) = xf (t) + xg (t) = deﬂvt n xg (t),
e :

9

a gerjesztett valasz: MXg (t)+ CXg (t)+ kxg (t) =F,—> X, = -
H,_J %/_/

0 0 Xg

a szabad valasz Kis csillapitas esetén: x(t) = dle/llt + dze/lﬂ ,

/11 =/12,—) /11 = —p+ja)1, /12 = —p—ja)l,

F
a teljes megoldas: x(t) = dlelllt + dzelzt + ;,
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- = a teljes megoldas: F
VVV b U X(t) = dlellt + dzelzt +—
c_. —cx M F
. kx| > akezdeti feltételekhez illesztve a megoldast:
--------------- — omme; F
x x(0)=0=d1+d2+;, v(0)=0=Ad; + Ayd,,
_F dy _ Flpjo)_ Flpim)__F(, . p
1 k A, —4 k Ay—X4 k —2jo 2k o)
F F *
d2=d19 d1=—— 1+]£ =—— 1+ £ 815,52(11’0tg£,
2k ) 2k W W

a kezdeti feltételt kielégitéo megoldas:

x(t)= F_ F\/n(aﬁ’ljze—ﬂ (ej(w1t+5) + e—j(w1t+5)),
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= = allando erdvel gerjesztett Kis csillapitasa
AN rezgomozgas esetén a kezdeti feltételekhez
illesztett megoldasegy
c _Cx m o ’ o 074 r .
b F csillapitott harmonikus rezgomozgas:
il .20 O
X

a kezdeti feltételt kielégitéo megoldas:

A x(t) x(t) = %— FI;\/H(pjze_pt (ej(w1t+5) n e—j(wlt+5)),

1

ey

2
x(t)= % 1- \/1+(£1) e cos(awyt +6) |,

a1
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3.5. Harmonikus erovel gerjesztett csillapitatlan rezgések,

k T F(@) a csillapitatlan gerjesztett rezgés
—>>
VVV o mozgasegyenlete:
m v .
-kx ﬂ’ ) mi(t)+kx(t)= Fsinowt = F(t),
N a mozgasegyenlet megoldasa:

x(t)= X f (1)+ Xg (1)= de™ + Xg (),
a gerjesztett valasz:

m)'c'g(t)+ kxg(t) = Fsinwt,— xg(t) = X sin ot,
F F 1 F 1

2
(k—a) m)X0=F,—>X0= = =
k—w?m k 1_w2m k1-(2)?

— |k
xg(t) _F 1 sin ot, @0 = \/;
k 1_(&))2
()
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m_ () a szabad valasz:

—\/\Ij\/—O | a X f (1)= dle’ilt + dze’izt ,
h B0 4y = oy, g =—jay, w(F&
X ] U a teljes megoldas:
x(t)= dle’ilt + dze’izt + F_1 5 sinat,

a megoldas illesztése a kezdeti feltételekhez: 1- (a%)
a t=0 pillanatban az elmozdulas: x(O) =0=d{+d>,
a t=0 pillanatban a sebesség: v(O) =0= ja)o (dl — d2)+ 0, F 1 5

o F 1 o _ @ F 1 K1-(g)
2joy k 1—(%)2’ 2" 2jwg k 1- (@ )2’
o F 1 ]0)010 —]a)ot

Xf (t) = dlellt + dzelzt = —

wokl—(;:)) ) 2j ’

4

J/

sin wgt
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Ko ﬂf ) a kezdeti feltételekhez illesztett megoldas

VVV & két harmonikus rezgés szuperpozicioja:
g T F () F 1 . @
< x(t): 5 sin wt ———sIn oyt |,
. X . ) k
ha a két korfrekvencia kozel van egymashoz: a)/ wg~1, @)= ;
oL F 1 . .
Matematika: (t) ~ (sm @t —S1In @ t),
a-p\  (a+p k1_(@)2 0
sin o —sin ,B 2 s1n( )co (l 1-(C ")
2 )
F
x(t)= ( jcos w+ Ot ,
k1 lebegés jon létre
x(t)~ sin| — cos a)t

kl()

nagy frekvenc1aju

kis frekvenciaju
rezgeés hullam

rezgeés hullam
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k = ﬂt ) lebegés jon létre

EAAA =
0 x(t)~ F 2 Gn[ 222 \cos
e F(t) kl_(a))z 2 ‘&,
o by 0
x| kis frekvenciaj, nagy frekvenciaju,

rovid periodusideji

hosszu periodusideji ) )
rezgés hullam

rezgés hullam
a lebegés periodus ideje:
2 4

T —_— —
" (e-ap)2 w-o,
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I m_F() rezonancia vizsgalat I:
—>>

o x(t)= F_1 sin ot ——-sin oyt
ke 2 F () k1-(@)? o o
x Fay oy sin ot — o sin ot
« o X (t) = p) 2 ?
rezonancia tényezoé: k Wy — @
1 0
H= . (a))l ’ rezonancia esetén: x(t)‘ o=my =~ ?
) .
L, , : Fawy .. wytcos ot —sinwyt
hatarérték-L'Hospital: lim x(t) =—— lim )
W—>ax) k o-aw —2w
s
. F F /)
lim x(¢)=_—sinwyt - t cos wyt,
W—>a))
rezonancia esetén a megoldas hatareértéke
1 ‘ _o azidovel linearisan novekvo amplitudoju
12 2 ®0  harmonikus rezgémozgas:
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P m_F(t) rezonancia vizsgalat I1:
—>>

v SNC N QO
i lim x(¢) F Gin ot — 20 ¢ cos ot
e =/ sSmapl —— = \L8
W FO ey 2 2k
” — rezonancia esetén a megoldas hatarértéke
az idovel linearisan novekvo amplitadéja
rezonancia tenyezo: harmonikus rezgémozgas:
L= 1
- 9
1-(2"
0 A
x\/
H
U

()

»
>

12 2 ol

PTE PMMK Miiszaki Informatika Tanszék TFM/210/v/4/KONF-I1/82



3.6. Harmonikus erovel gerjesztett csillapitott rezgések,

‘) = _F’(t ) harmonikus erovel gerjesztett
—\/\I}\/—U . rezgés mozgasegyenlete:
¢ e m F ) mi(t)+cx(¢)+kx(t)= Fsinowt = F(t),
. _k“‘_ .
-------- - k ‘io ) " a gerjesztett valasz: x P (t) = X sm(a)t — (0),

P X . .
formalizmus:

xg(t)= X sin(wrt - p)= Im{XOe_jpeja” } = Im{fejwt },

A

mIm{(ja))2 Xe /! }+cIm{jw)A(ejwt} +kIm{Xejwt }: Im{ﬁejm}.
(—a)zm +ja)c+k)AA_’:ﬁ,

2 —jarctg[ “e )
X = F _ F e k—o*m

(— w*m + jlac)+ k) \/(k—a)zm)z +(a)c)2
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Xg ()= X sin(ewt — p) = Im{XOe—j,Oejwt }: Im{)A(eJ'GJt },

= . wcC
f _ F. _ F e_ Jarctg(k_w ij
(— om + j(oc)+ k) \/(k—a)zm)z +(a)c)2
Xp = F 1 s @ :arctg( €O j,
k 2V o2 2 k—mao?
@ 7))
@) km oy

Kkis csillapitasu a szabad valasz: x(t) = dlelllt +d 2e’12t .
a teljes megoldas: M =—ptjor, Ay =—p—jor,

x(t) = dle’ilt + dze’izt + X sin(a)t — (0),
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Cr M F@) a teljes megoldas:
k [~ . At At .
VVV g x(t)=de™ +dye™ + X sin(ot — @),
. a kezdeti feltételekhez illesztve:
c L —CX
— F(z . (O) —0=d:s+d
___________ k. kx| > az elmozdulas: X\V)=VU=dq +d,
x a sebesség: v(0)= 0= A;dy + 1yd, + Xgw cos @,
Xgwcos @ X @ Ccos @ Xogwceosp Xpgwcosp *
dy =" =20 , dy =" = 207 , dy=dy,
/12 —11 2]&)1 /11—12 2]0)1
a kezdeti feltételeket kielégito megoldas:
X _ joit _ —joqt
x(t)= - 0LE03P, pt[e ? + X sin(at — @),
w1 2j
. / F 1
sin oyt Xo = 2 ’
k 2 2 2
—pot OCOSQ -2 | +¢ 2
X(t) = XO sm(a)t — (0)— e Pt o S1n a)lt ’ (03 km (0(%
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o M F@)

H 1 —pt WCOS
_V\If\/_o U._’ x(t)= X, sin(axt —p)—e A o1 ? sin gt |,
F 1
C e — X i X 0~
i = F (¢t ?
__________ k, ... x| —'( ) k 1 w> ’ ¢ v?
] X | a)(% km a)(%
a masodik tag gyorsan lecseng, az allandosult
allapothoz tartozo gerjesztett valasz: Xg (t ) = H ;sm(a)t - (0)9
a rezonancia tényezo: TH
1
H= 5 ’
w* ¢t w? 1
oy ) m

Fuggohid, USA, Washington State,
1940. junius-november, sz¢él kb. 70 km/ora
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4. Harmonikus rezg0mozgas, tranzverzalis hullimok

4.1. 1D hullamegyenlet
egy kotelet mozgatva, egységnyi hossz tomege: 1 =m/l [kg/m],

. a kotél elemi tomegeinek y iranyu

F W kitérése a hely és az ido fiiggvénye: y(x,t)
y A
| B .

a kotél elemi szakaszara hato erok: és az er0k komponensei

(a) & — Kicsi,

™

9 cos(9)~ cos(9+A9)~1,
M‘M«.

9+A9 sin(9) ~ tg($) ~ dy ,
Ac | Ia dx

'" (b) F = ll.
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F F,=—F.(x)+F.(x+Ax)=0,

Fsin(3) F
» cos(3 +A9)
Feos@)| Fsin@+a9) (v e+ )=y (=),
g A | F oy(x,t) oy(x,1)
X X+ Ax -~ [(yax)HAx_(yax]x} 0 (6y(x,t)j B azy(x,t)
o Ax o ax ) g
F - F (@(xa’)) _(aY(x”)j _ Fazy(x’t)Ax

a Ax szakasz elemi tomege y-iranyu gyorsulo mozgasba kezd

azy(x,t)?é ?A ﬁzy(x,t)
=ma,, I = U )
Y Y ox? ot

F

1D hullamegyenlet,
a tranzverzalis mozgast

2 2
r _y F 82y B @zy p2 0"y — 0 y, végz6 tomegpontok
U ’ u axz B 5 t2 ? 6x2 81‘2 mozgasegyenlete,
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4.2. A hullamegyenlet megoldasa v2 52 y( x,t) _ 82 y(x,t)

9

2 2
4.2. a) A megoldas haladé hullam Ox Ot

a megoldas alakja: y(x, t) = f(t + x/v)a
retardalt (késleltetett) hullamok, ido sziikséges az informacio,
az elmozdulas tovabbitasahoz,

2
igazolas: o f (tJer/v) f(tFx/v), (t;x/v) —f(t+x/v),
Iy ot Ox
y= 2 = all. -fazissebesség, a hullam x-iranyu terjedésenek sebessége
Ay

+ x tengely iranyaban halado hullam, F(e,f)  f (et Ax,r+Ar)

y+(x,t)=f+(x,t):f+(t—x/v), 5
- x tengely iranyaban halado hullam,
Ax =vAt

y—(x,t):f—(x,t):f—(t+x/v), -
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4.2. b) A hullamegyenlet megoldasa periodikus gerjesztés esetére

5 82 y( X, t) B 82 y( X, t) A hullammozgast .gerjeszto ero -
14 = ) a komplex formalizmus alkalmazasaval:

Ox2 ot?

F(t)chosa)t:Re{Feja”} :

A vizsgalt rendszer linearis, ezért a hullammozgas is szinuszos lesz:

J’(xat) = Y(x)cosa) [ = Re{Y(x)eja) t },

02y(xst) _ Re{azi (x)ejaﬂ} L ) geljoP P (xeian |,

Ox2 Ox2 ot2
2y A 5
2 0 aY ZX) — (]a))z Y(x),| amegoldas alakja: Y (x)=Yekx,
X

az y iranyu kitérés x szerinti valtozasa
y2i? (Y#x ): (ja))2 (ngkx ),

Y(x)=Y e kox Lyt kox
k=% =F jky, (x) ’
| 4
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az y iranyu kitérés x szerinti valtozasa: 17( x) = Y+e Jkox L Y—etikox,

— a) — ° r ] | 4 r
k=+j—=+Jjky, k- cirkularis hullimszam,
1%

T - a kotélen halado hullam periédus ideje,

k_a)_27z1_2_7z
0 v Tv A

> A - akotélen haladé hullim hullimhossza,

Y+e_jk 0% _a pozitiv x iranyban terjedé hullim komponens,
Y_e+jk 0% _a negativ x iranyban terjedé hullim komponens,
a periodikus gerjesztésii hullammozgas teljes megoldasa:
y(x,t)= Re{ (Y+e_ij/v LY elOX )ejwt },

y(x,2)=Y" cosw(t—x/v)+ Y cosow(t + x/v),

(. S\l S/

a +x iranyban haladé hullam a -x iranyban haladé hullam
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4.3. Hullamok reflexioja, visszaverodése

A

4.3. a) A befogis figyelembe vétele: ¥ (x)=Y te—jkoX +Y—etikox,

/7|
|

v =

=
o)
~—

~
&
)

a befogasnal a reflexios tényezo:

a befogastol indulo

koordinata rendszer bevezetése:

V(x)=YT e k0¥ L y=etihox -

A

a befogasnal a kotél Kitérése:
P()=v"e jkol  y=gtikol

a befogasnal

a beeso és a reflektalt komponens:

_ kol _
Y e 0 _ Y2
— y o ,

r2=r(x=l) =

x—Il=z
+,Jko(I-x) | ) IR (l—x),

¥ (x)= Y5 /0 (I-x) , ¥y e ko (1-x) | Yy (ejko (I-x) , Al (l—x)) L
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A

P(x)=Ye jlo(1-x) Yz—e—jko(l—x):Y2+( L ko (1-x) e jko([_x)),

a reflexio tenye26 a kotél mentén:
— jk X — —jk [—x — ] ]
(x) = M 7Y OE ; Yy —jzko(i-x) _ rye” ]2k0(l—x)’
— jk et ko(l— +

4.3. b) Merev falhoz valo csatlakozés esetén:

(x)=Y5 (ejko (I—x) + ,,Ze—jko (l—x)),

A

s | Y

M =mll, ppr =0, a befogott végen reflexio 1ép fel:
5 <\ / 1 1
| — _ Hoef Mk _
x=0 x=1 =" 1 -
z=1-x ' +
Z ;l Z = 0 Hbef  Hk

a mereyv falhoz csatlakozo kotélen a beérkezo hullam ellenkezo fazisban
verodik vissza,
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4.3. c) reflexi6 szabad végii kitélen: ¥ (z)=Y. ye jkoU=x) 1y 5 e Jko (1=x),

/\_‘; i a szabad Ve;gen re;ﬂexm lep fel:
M =m / l, ,ubefﬁ: 0, _
Vv ‘_/-\ &5 _ I[,lbef IL{k B +1
| | x =" 1 -
| — _|_
0 i Hbef Mk
z2=1—x< |

&
~
&N
)

a szabad végi kotélen a reflektalt hullam
azonos fazisban halad végig,

4.3. d) Reflexio két kiilonb0zo kotél csatlakozasanal:

2 két killonbozo6 anyagallandoju kotél
B Y P2 | csatlakozasanal reflexié 1ép fel, az 1. szakasz
L, >V I | végén és a 2. szakasz elején a kitérés azonos,
< | 1 1
"2 B
_H A
v | B G 2= o <ty <0,
= +
. v y Eails ! Hy Iq
D I

2 Yi(x=0)=Y +¥ =Y (l+mp)=Y; =Y,(z=1),
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4.4, All()hullém?k kialakuldsa §(y)_ y; ( W Gy +rye ko (l—x))’

== cos(aiﬂ)zcosacosﬂisinasinﬂ,
1’2 = il, v
R . , .
ry =+1, Y(x) = Y2+ (efk()(l_x) 4 le—JkO(l_x))z

=2Y, cosky(l—x),

== =2Y, jsinky(l - x),

>©©©® a hely szerint allohullamok alakulnak Ki,
/ / y(x,t)= Re{?(x)ejwt} )

csomopontok  duzzadé pontok ry = +1, y(z, t) — Y2+ 2 coS Wt - COS k0 (l — x),

ry=—1, y(z,t)=Y, 2sinot-sinky(l - x),
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4.4. a) a csomopontok helye r;=1 esetén :

A

r=+1, Y(x)=2Y, cosky(l - x),

‘l-x
ko(l—x)=(2n+l)§, n=012,,
(1-x)=(2n+1)" 2 - (2n+1) "2 72 _(an+1)4,

kO 72'/ 4

4.4. b) a csomopontok helye rg=-1 esetén :

ry=—1, ¥(x)=2¥; jsinky(l - x),

ko(l—x)=2n§, n=0,1,2,,

7z/2 B

(I-x)=2n"""

PTE PMMK Miiszaki Informatika Tanszék TFM/210/v/4/KONF-11/96



Ellenorzo kérdések 1

* Ismertesse a merev testek halado és forgo mozgasara vonatkozo
osszefliggéseket,

* Ismertesse a merev test sulypontja, statikai nyomatéka és impulzusa
fogalmat és meghatarozasanak modjat,

* Ismertesse a merev test forgo mozgasnal fellepo perdiilet,
forgatonyomaték, tehetetlenségi nyomaték fogalmat és
meghatarozasanak modjat,

* Ismertesse a parhuzamos tengelyek tételet, a Steiner tételt,
¢és a merev test egyensulyi feltételeit,

* Ismertesse a merev test forgomozgasanal fellepo energiaviszonyokat,

* Ismertesse a merev testek statikai egyensulyi feltételét,

* Ismertesse a a centrikus, egyenes és ferde uitkozés szamitasi modszereit,

* Foglalja 0ssze a rugalmas és rugalmatlan iitkozés osszefiiggéseit,

* Foglalja 0ssze merev testek excentrikus utkozése soran a redukalt tomeg
bevezetésének elveit.
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Ellenorzo kérdések 11

 Ismertesse a longitudinalis hullamterjedés jellemzoit,

» Ismertesse a csillapitatlan szabad rezgés mozgasegyenletét és megoldasat,

» Ismertesse a csillapitott szabad rezgés mozgasegyenletét és megoldasat,
térjen ki a Kkis csillapitasu szabad rezgések elemzésére,

* Ismertesse az allando erovel gerjesztett csillapitatlan és csillapitott
rezgések viselkedését,

» Foglalja 0ssze a harmonikus erovel gerjesztett csillapitott és csillapitatlan
rezgések viselkedeését,

 Ismertesse a lebegés és a rezonancia jelenségét,

Ismertesse az 1D hullamegyenletet és a retardalas fogalmat,

 Ismertesse az 1D hullamegyenlet megoldasat szinuszos gerjesztés esetére,

 Ismertesse a hullamok reflexiojara, az allohullamok kialakulasara

vonatkozo osszefuggéseket.
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Irodalom
Tankonyv:

Transzport folyamatok modellezése, eloadas vazlat, www.e-oktat.pmmf.pte.hu

Ivanyi A. Transzport folyamatok modellezése, tankonyv, (megjelenés alatt), 2010.
Alvin Hudson, Rex Nelson, Utban a modern fizikahoz, LSI Oktatokozpont, 1994,
ISBN 963 577 197 5,

Ajanlott irodalom:
M. Csizmadia Béla, Nandori Erno, (szerk), Mosgastan, Nemzeti Tankonyvkiado,
Budapest, 1997, ISBN 963 19 2353 3,

Felhasznalt irodalom:
Béda Gyula, Bezak Gaspar, Kinematika és dinamika, Miiegyetemi Kiado, 1989.
ISBN 963 420 596 8
Gyorgyi Jozsef, Dinamika, Muegyetemi Kiado, 2003, ISBN 963 420 712 X
Szoke Béla, Fizika 2, Eloadas vazlat, 2004,
M. Csizmadia Béla, Nandori Erno, (szerk), Statika, Nemzeti Tankonyvkiado,
Budapest, 19967, ISBN 963 19 2850 0.
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Irodalom
Tankonyv:
Transzport folyamatok modellezése, eloadas vazlat, www.e-oktat.pmmKk.pte.hu

Alvin Hudson, Rex Nelson, Utban a modern fizikahoz, LSI Oktatokozpont, 1994,
ISBN 963 577 197 5, (15, 18 fejezetek)

Ajanlott irodalom:
M. Csizmadia Béla, Nandori Erno, (szerk), Mosgastan, Nemzeti Tankonyvkiado,
Budapest, 1997, ISBN 963 19 2353 3,

Felhasznalt irodalom:
Béda Gyula, Bezak Gaspar, Kinematika és dinamika, Miegyetemi Kiado, 1989.
ISBN 963 420 596 8
Gyorgyi Jozsef, Dinamika, Miuegyetemi Kiado, 2003, ISBN 963 420 712 X
Szoke Béla, Fizika 2, Eloadas vazlat, 2004.
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Gyakorlo feladatok 1,

Megoldando feladatok a merev testek dinamikaja, valamint az utkozés
témakorébol.

Tankonvyv, (TK): Alvin Hudson, Rex Nelson, Utban a modern fizikahoz,
LSI Oktatokozpont, 1994, ISBN 963 577 197 5,

Feladatok:

X. fejezet, 10-1, 10-3, 10-4, 10-5, 10-9, 10-10, 10-11, 10A-14, 10A-19, 10B-24,
10B-28 feladatok,

XI. fejezet, 11-1, 11-2, 11-4, 11-5, 11B-8 feladatok,

XII. fejezet, 12-6,12-7, 12-14, 12B-19 feladatok,

XIII. fejezet, 13-6, 13-7, 13B-10, 13C-27, 13C-28 feladatok.

IX. fejezet, 9-1, 9-2, 9-3, 9A-4, 9 B-7, 9B-11, 9B-12, 9C-34, 9C-43 feladatok
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Gyakorlo feladatok 11,

Megoldandé feladatok a merev testek kényszermozgasa, a harmonikus
rezgomozgas témakorébol.

Tankonyv, (TK): Alvin Hudson, Rex Nelson, Utban a modern fizikahoz,
LSI Oktatokozpont, 1994, ISBN 963 577 197 5,

Feladatok:

XV. fejezet, 15-1, 15-2, 15-3, 15-4, 15-6, 15-10, 15A-10, 15C-37, 15C-
39 feladatok, surlodassal csillapitott rezgési feladatok megoldasa,
rugok fuggoleges rezgomozgasa,

XVIII. fejezet, 18-1, 18A-5 feladatok, reflexio szamitasa,
allohullamok hullamhosszanak meghatarozasa
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