Gyakorlo feladatok

Feladatok, merev test dinamikaja
4.5.1. Feladat

Hatarozza meg egy sulytalannak tekinthet6é 2m hossza rad két végén 1évo 2kg €s 3kg tomegek
sulypontjat.
Megoldas
Feltéve, hogy a sulypont a 2kg tomegtdl x tavolsagra helyezkedik el, és figyelembe véve, hogy a
sulypontra az elsbrendii, statikai nyomaték nulla, Sy =mx—my(l-x)=2-x-3-(2-x)=0, a stlypont a 2kg
tomegtdl x=1,2000m tavolsagra, a 3kg tomegtdl 2—x=0,8m tavolsagra helyezkedik el.

4.5.2. Feladat

Egy 8m hosszq, sulytalannak tekinthetd rad két végén 5kg és 3kg nagysagu tomegek helyezkednek
el. Hatarozza meg a merev test statikai nyomatékat a rad kozéppontjara.
Megoldas

A statikai nyomaték a rad jobb és bal oldalan 1évé tomegek figyelembe vételével
Sy =ml/2—myl/2=(5-34=8kgm.
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4.5.3. Feladat
Hatéarozza meg, hol kell alatimasztani a stlytalannak tekinthetd 3m hosszi mérleghintat, hogy a két
végén elhelyezkedd 18kg €s 24kg tomegl gyerekek egyensulyban legyenek.
Megoldas

Feltéve, hogy az aldtdmasztdsi pont a 18kg tomegli gyerektdl x tavolsagra helyezkedik el, a
forgatonyomatékok egyenléségébdl, myx =ms(I—x), az aladtdmasztasi pont helye x=1,7143m a kdnnyebbik
gyerektdl €s /- x=1,2857m a nehezebb gyerektdl.

4.5.4. Feladat
Hatédrozza meg, hol kell aldtdmasztani a stlytalannak tekinthetd 3,2m hosszi mérleghintat, hogy a
két végén elhelyezkedd 15kg €és 27 kg tomegek egyensulyban legyenek.

Megoldds

Az el6z0 feladat mintdjara az aldtamasztasi pontot a konnyebb tomegtél 2,0571m tavolsagra kell
elhelyezni.
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4.5.5. Feladat

Hatarozza meg, mekkora tomegli gyerek Uil a 2,8m hosszu, egyensulyban 1évé 8kg tomegl
mérleghinta egyik végén, ha az aldtdmasztdsi ponttdl 1,2 m tavolsagra 1év0 masik végén 21kg tdmegl gyerek
helyezkedik el.

Megoldas

A mérleghinta stlyat a hinta kozepére koncentrdlva, az alatamasztasi pontra az ismert sulyl gyerek
forgatonyomatéka tart egyensulyt az ismeretlen gyerek és a Ilétra sulydnak forgatonyomatékaval,
myx =m(l/2 - x)+my (I - x), ahonnan a masik gyerek tomege my =(21-1,2-8-0,2)/1,6 = 14,7500 kg .

4.5.6. Feladat

Hatéarozza meg, hol kell alatdmasztani a 18kg tomegli, 3,6 m hosszi mérleghintat, hogy a két végén
elhelyezkedd 12kg €s 24kg tomegl gyerekek egyensulyban legyenek.

Megoldds

Az el6z8 feladat mintdjara, 12-x+18-(x—3,6/2)=24(3,6-x), a konnyebb gyerekt6l x=2,2000m
tavolsagban kell alatdmasztani.
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4.5.7. Feladat

Egy nyugalomban 1év6 5kg tomegli merev testet a stlypontjdban 0,1kgm/s nagysagi impulzus ér
0,12ms 1d0 alatt. Hatdrozza meg, mekkora sebességgel mozog a merev test az impulzus hatasara.

Megoldds
A merev test sebessége v=AI/m=0,1/5=0,02m/s lesz.

4.5.8. Feladat

Egy nyugalomban 1év6 2kg tomegli merev testet a stlypontjdban 0,08 kgm/s nagysagui impulzus ér
0,16 ms 1d0 alatt. Hatdrozza meg, mekkora gyorsulédssal kezd el a merev test mozogni.

Megoldas
Az impulzus hatasara F =AI/At=0,08/0,00016=500N er6 éri, amely hatasra a = F/m=500/2 =250 m/s2

gyorsulassal kezd el mozogni.

4.5.9. Feladat

Hatarozza meg, mekkora impulzus éri azt a 3,2kg tOmegl merev testet, amely 12m/s sebességgel
kezd el mozogni.
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Megoldas
I=mv=32-12=38,4000 Ns .

4.5.10. Feladat

Egy nyugalomban 1év6, 10kg tomegili merev testet a sulypontjdban 0,06 kg m/s nagysagu impulzus ér
0,2ms 1d0 alatt. Hatdrozza meg, mekkora a merev testre hatd forgatonyomaték, a stulypontjatél 2,5m
tavolsagban 1évo forgastengely kortili elfordulaskor.

Megoldas
Az erd F=AI/At=0,06/0,00012 =500,0000 N , a forgatd nyomaték M =xF =2,5-500=1250 Nm .

4.5.11. Feladat

Hatarozza meg, mekkora lesz a mozgési energidja annak a nyugalomban 1év0, 12kg tomegli merev
testnek, amelyet a sulypontjdban 18,2 kg m/s nagysagu impulzus ér.

Megoldas

Wy =mv2[2=m/2-(I/m)> =12/2m =1822/(2-12)=13,80177 .
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4.5.12. Feladat

Egy 6kg tomegli merev test forgastengelyre vonatkoz6 tehetetlenségi nyomatéka 3,2kgm?2.

Hatarozza meg, mekkora szogsebességgel kezd el forogni a merev test, ha a forgastengelyre merdleges
sikban, attdl 3m tavolsagban 12kgm/s nagysagu impulzus éri.

Megoldds

Minthogy a perdiilet /7 =r-1 =Ow, ahonnan a forgés szogsebessége w=r-1/©=12-3/3,2=11,2500 rad/s .
4.5.13. Feladat

Hatéarozza meg, mekkora impulzus éri azt az 5kg tdmegli merev testet, amely 6rad/s szogsebességgel
forog a sulyponttdl 1,2m tavolsagra 1évo forgastengely kortil.

Megoldas
A merev testet ért impulzus hatdsdra a stlypontja v, = wrg sebességgel kezd el forogni, azaz a merev
testet / =mvg =mwrg=5-6-1,2=36kgm/s impulzus éri.

4.5.14. Feladat

Hatéarozza meg, két tomegpontbol allé merev test sulypontra vonatkozo tehetetlenségi nyomatékat, ha
a tomegek 3kg és 4kg nagysaguak, és a koztiik 1évo tavolsag 9m.
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Megoldas

Feltéve, hogy a sulypont a 3kg tomegtdl x tavolsagra helyezkedik el, akkor a 4kg tomegtol 9-x
tavolsdgra lesz. A sllypontra az elsérendii, statikai nyomaték nulla 0Osszefiiggést felhasznalva,
Sg=mx-my(l-x)=0, a salypont a 3kg tomegtdl x=4-9/(3+4)=5,1429m tavolsagra van. A stlypont
ismeretében a tomegpontok masodrendii, inercia nyomatéka
Og =mx2 +my(I - x)* =3-5,14292 + 4(9 - 5,1429)% =138,8571 kg m2 .

4.5.15. Feladat

Egy sulytalannak tekinthetd 2,7m hosszii rad két végén azonos nagysagu, Skg tomegl testek

helyezkednek el. Hatarozza meg a merev testként kezelhetd forgd rendszer tehetetlenségi nyomatékat, ha a

rad harmadaban elhelyezett, a ridra merdleges forgastengely koriil megforgatjak.
Megoldas

© = m(1/3) +m(21/3 = 5(0.92 +1,82)=20.2500 kg m? .
4.5.16. Feladat

Egy nyugalomban 1évé 15kg tdmegli merev testet a sulypontjdban 0,02 kg m/s nagysagli impulzus ér
0,8ms 1d0 alatt, amely hatasara a merev test a stlypontjatdl 1,2m tavolsagban 1évé forgéstengely kortil
elfordul. Hatarozza meg, mekkora a merev testre hatd forgatonyomaték.

PTE PMMK Miiszki Informatika Tanszék TFM/210/v/4/ KONF-II/GY-7



Megoldas
A merev testet az impulzusbdl szarmazd erd forgatja el, ekkor a forgatonyomaték
M =x-F=12-0,02/0,0008=30Nm.
4.5.17. Feladat

Egy nyugalomban 1évé 5kg tomegli merve testet a stlypontjdban 0,05kgm/s nagysagi impulzus ér
0,2ms 1d0 alatt. Hatdrozza meg, mekkora a test perdiilete, ha forgastengely a sulyponttdl 3m tavolsagra
helyezkedik el.

Megoldas

A perdiilet a merev test impulzus nyomatéka, 77 =r-Al =3-0,05=0,15kgm?/s.

4.5.18. Feladat

Hatarozza meg, mekkora lesz a tehetetlensagi nyomatéka a pontszeriinek tekinthetd, 1200kg tomegt,
45km/ora sebességll autonak a 125m sugart kanyarban.

Megoldas

© =mr? =1200-1252 =18,7500-106 kg m?2 .
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4.5.19. Feladat

Hatéarozza meg, mekkora az impulzusa a 850kg tomegi, 35km/éra sebességll autonak a 120m sugart
kanyarban.

Megoldas

I =mv=2850-35- 103/3600 =8,2639kN's .
4.5.20. Feladat

Hatdrozza meg, mekkora lesz a perdiilete az 1500kg tomegii, 65km/éra sebességili autonak a 60m
sugaru kanyarban.

Megoldas

IT=rI=rmv=60-1500-65-103/3600 = 1625000 kg m2/s .
4.5.21. Feladat

Egy sulytalannak tekinthetd vizszintes rad egyik vége fiiggbleges tengely koriil
3rad/s szogsebességgel fordul kdrbe. A rudon a forgastengelytdl 25cm tavolsagban 1,2kg, 55c¢m tdvolsdgban

3kg tomegek vannak rogzitve. Hatarozza meg a rud impulzusnyomatékat.
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Megoldas
A rendszernek a forgastengelyre vonatkozé tehetetlenségi nyomatéka
Op =my +myry =1,2-0,252 +3.0,552 = 0,9825 kg m2. A forgd rendszer perdiilete

Il =Opw=0,9825-3=29475kg mz/s .
4.5.22. Feladat

Egy 3kg tomegli merev test stlypontjara vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatéka 15kgm?2.
Hatarozza meg a merev test forgasi energijat, ha a sulyponttdl 45cm tavolsagra 1évo forgastengely koriil
Srad/s szOgsebességgel forog.

Megoldas

Steiner tétel alapjan a merev test forgédstengelyre vonatkozd tehetetlenségi nyomatéka
Op =Os +mrg. =15+3-0,452 =15,6075kgm? . A forgsi energia pedig W = Opa? /2=15,6075-52/2=1950938J .

4.5.23. Feladat

Hatarozza meg, mekkora lesz a mozgési energidja annak a vizszintes helyzetii, sulytalannak
tekinthetd 2,4m hosszu rud két végén 1évd 4kg és 6kg tomegekbdl 4ll6 merev testnek, ha a rad kozepén

atmend fliggdleges tengely koriil 4,8rad/s szogsebességgel forog.
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Megoldas

A tomegpontokbol 4all6 merev test forgastengelyre vonatkozd tehetetlenségi nyomatéka
O =my(1/2) +my(1/2)* =(6+4)-1,22 =14,4000 kg m2 , a mozgasi energiaja W,, = Ow2/2 =14,4000-4,82 /2 =165,88807 .

4.5.24. Feladat

Egy nyugalomban 1év0 3kg tomegli merve testet a silypontjaban 0,05kgm/s nagysdgl impulzus ér
0,lms alatt. Hatdrozza meg, mekkora szogsebességgel kezd el a merev test a sulyponttdél 2m tdvolsdgban
1évo forgastengely koriil forogni, ha a stilypontra vonatkozd inercia nyomatéka 4,5kgm?2.

Megoldas

A forgastengelyre vonatkoz6 inercia nyomatéka a sulyponti adatokkal
O =0Og +mr?2 =45+3-22 =16,5kgm?. Mivel az impulzus és a forgd mozgas sugara merdleges egymasra, a
forgd tomeg perdiilete 77 =r-Al = Orw , ahonnan a szdgsebesség o =r-Al/OF =2-0,05/16,5=10,0061rad/s .

4.5.25. Feladat

Egy s5kg tomegli merev test forgastengelyére vonatkozd tehetetlenségi nyomatéka 2,4kgm?2.
Hatdrozza meg a merev test forgéastengelytdl 60cm tévolsagra 1évé sulypontra vonatkozo tehetetlenségi
nyomatékat.
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Megoldas

Steiner tétele alapjan @g =@ —mr2 =2,4-5-0,62 =0,6000kg m? .
4.5.26. Feladat

Egy nyugalomban 1év6 2kg tomegli merev testet a sulypontjadban 0,06kgm/s nagysagi impulzus ér
0,lms alatt. Hatarozza meg mekkora forgatonyomaték hat a merev testre, ha a forgastengely a sulyponttol
3m tavolsagban helyezkedik el.

Megoldds

A merev testet ért impulzus hatdsara F =AI/At=0,06/0,0001=600N erd éri, amely a forgastengelytdl
mért tavolsag hatarara M =rF =3-600=1800J forgatonyomatékot eredményez.

4.5.27. Feladat

Egy 3,2kg toOmegli merev test forgastengelyre vett tehetetlenségi nyomatéka 6kgm? . Hatdrozza meg,

mekkora lesz a merev testre hatdo forgatonyomaték, ha a forgastengelyre merdleges sikban, a
forgastengelyt6l 45cm tavolsagban 3N erd hat.

Megoldds
M=dF=0,45-3=13500 Nm.
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4.5.28. Feladat

Egy merev test forgastengelyre vett tehetetlenségi nyomatéka 4,6kgm?2. Hatarozza meg, mekkora

gyorsulassal kezd el a test forogni, ha a forgastengelyre merdleges sikban a tengelytdl 38cm tavolsdgban
4N erd hat.

Megoldas
M =dF =Ope¢ ,ahonnan ¢ =d-F/Op =0,38-4/4,6 =0,3304 rad/s .

4.5.29. Feladat

Két, egy 320¢g tomegli, és egy 480g tOmegl tomegpontok egy sulytalannak tekinthetd 1,8m sugart

tarcsa keriiletén helyezkednek el. A tarcsa kozéppontja koriil egyenletes sebességgel forog. Hatdrozza meg a
rendszer tehetetlenségi nyomatékat.

Megoldas

O =myrg +myrg =08-182 =2,5920kgm?.
4.5.30. Feladat

Egy 32m sugart tarcsa keriiletén, a tarcsa sikjdban 52N nagysagl erOpar hat. Hatdrozza meg a
tarcsara hato forgatonyomatékot.
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Megoldas
M =2ryF =2-3,2-5,2=33,2800 Nm .

Merev testek kényszermozgasa
Merevtestek iitkiozése

5.7.1. Feladat

Egy 5¢ tomegl, 5m/s sebességli merev test utolér egy 10g tomegili, 3m/s sebességli merev testet,
majd centrikusan, rugalmatlanul {itk6znek. Hatarozza meg a testek litkozés utani sebességének nagysagat és
iranyat.

Megoldds

Rugalmatlan iitkozés esetén az impulzus megmaradasi tételt alkalmazva, myv; +movy =(my +my)u az
iitkozeés utani kozos sebességet az 5g tomeg sebességével azonos irdnyunak feltételezve a két tomeg egyiitt
u = (myvy +movy )/ (my +my)=(5-5+10-3)/15=3,6667 m/s sebességgel haladnak tovabb.

5.7.2. Feladat

Egy 5¢ tomegli, 3m/s sebességli merev test szembe mozog egy 10g tomegl, 5m/s sebességli merev

testtel, majd centrikusan, rugalmatlanul iitk6znek. Hatdrozza meg a testek iitkdzés utani sebességének
nagysagat és irdnyat.
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Megoldas
Az 1itkdzés utani sebesség iranyat az 5g tomegl test sebességével azonos irdnyunak feltételezve, az
impulzus megmaradasi tételt alkalmazva mjv —myvy = (my +my)u, a két tomeg litkozés utani kozos sebessége
u=(5-3-10-5)/15=-2,3333m/s a felvett irinnyal ellentétes lesz.
a tomegek,

5.7.3. Feladat

Egy 2g tomegili, 4m/s sebességli golyd utolér egy 3g tomegli, 2m/s sebességli golyot, majd
centrikusan, rugalmatlanul {itkéznek. Hatarozza meg a golyok iitkdzés utdni sebességének nagysagat és
iranyat.

Megoldas

Utkozés utan a golyok a kozos u =(2-4+3-2)/5=2,8000m/s sebességgel folytatjak utjukat.
5.7.4. Feladat

Egy 8¢ tomegli, S5m/s sebességli golydval szembe mozog egy 3g tomegli, 4m/s sebességli golyo,

majd centrikusan, rugalmatlanul {itk6znek. Hatdrozza meg a testek {itk6z¢és utani sebességének nagysagat és
iranyat.
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Megoldas

Feltéve, hogy litk6zés utan a 8¢ tomegli golyd iranyaban haladnak tovabb, az iitkdzés utani kozos
sebességiik u=(8-5-3-4)/11=2,5455m/s lesz.

5.7.5. Feladat

Egy 2¢ tomegl golyd 4m/s sebessége 300-0s szdget zar be a vele szembe halado 3¢ tomegi, 2m/s

sebességli golyo kozéppontjat 6sszekotd egyenessel, majd centrikusan, rugalmatlanul iitkoznek. Hatarozza
meg a golyok iitkdzés utani sebességének nagysagat és irdnyat.

Megoldds

Feltéve, hogy a 3¢ tomegli golyo jobbrol balra halad, a 2¢g tdmegl golyo pedig a vizszintessel 300 -
os szoget zar be, a 2g tomegli golyd sebességének komponensei v, =vjcos300 =4-cos30° =3,4641m/s,
viy = v 5in300 =2,0000m/s , amig a 3g tomegli golyonak csak vizszintes komponense van, vy, =-v; =-2m/s,
vy, =0. Az impulzus megmaradasi tételt a vizszintes és fliggbleges komponensekre kiilon-kiilon felirva,
Ml +movay = (my +mp)uy ,  mpy, +myvy, = (m +my)u,, az litkozés utdni kozos sebesség komponensek
uy =(2-3,4641-3-2)/5=0,1856 m/s , u, =(2-2)/5=0,8000m/s . Az iitkdzés utdni sebesség nagysiga a
sebességkomponensek ereddje u= Juf +u} =0,8213ms, a sebesség iranya pedig
a= arctg(u ) fu x): arctg(0,8000/0,1856) = 76,9357° szdget zar be a vizszintessel.
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5.7.6. Feladat

Egy 4¢ tomegl golyd 6m/s sebessége 300-os szoget zar be a vele egy-iranyba haladé 5g tomegi,
2m/s sebességli golyd kozéppontjat Osszekotd egyenessel, majd centrikusan, rugalmatlanul iitkdznek.
Hatarozza meg a golyok iitkoz¢és utani sebességének nagysagat és iranyat.

Megoldas

Descartes koordinata rendszert alkalmazva, a 4¢g tomegii golyd sebességének x,y komponensei,
Viy =6-c0s300 =5,1962m/s, vy, =6-sin30° =3,0000m/s, az Sg tomegl golyd sebesség komponensei,
vy =2m/s, vy, =0. Az litkozés utini sebesség komponensek u, =(4-51962+5-2)/9=34205m/s ,
uy =(4-3)/9=13333m/s , a sebesség nagysaga u =3,6712m/s, és irdnya o =21,2961°..

5.7.7. Feladat

Egy 6g tomegli golyd 8m/s sebessége 300-os szoget zar be a végtelen nagy tomegi, allonak

tekinthetd falhoz valo iitkdzés sordn az iitkzési normalishoz képest. Hatarozza meg iitk6zés utan a golyd
sebességét.

Megoldds
A golyod sebességét az litkozési normalis és az érintd sik iranya komponensekre bontva,

Vi =8-c0s300 =6,9282m/s, v, =8-sin30° =4,0000m/s, a fal iitkdzés eldtti sebessége nulla. Az impulzusok
normalis iranyl komponenseit a fal végtelen nagy tomege elnyeli, azaz az iitk6z¢és utani sebesség normalis
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iranya komponense nulla lesz, u, =0, mikdzben a golyd az érintdsik irdnyt sebessége nem valtozik,
up; =vir =4,0000m/s . Tehat a végtelen nagy tomegii falhoz valo iitkozés utdn a golyo a falba iitkozve a fal

mentén az érintd iranyu sebességével fog mozogni, amig a surloédasi munka fel nem emészti a golyd mozgasi
energiajat.
5.7.8. Feladat
Hatarozza meg egy 5g tomegl,, 3m/s sebességli golyo és egy 10g tomegl, all6 golyd centrikus
rugalmatlan titkozése utani mozgasi sebességet.
Megoldas
Utkodzés utan a kozos sebesség u =(5-3+10-0)/15=1,0000m/s lesz.

5.7.9. Feladat

Egy 5¢ tomegl, 3m/s sebességli és egy 4g tOmegli, 6m/s sebességli golyok mozognak egymas felé,
majd centrikusan, rugalmasan {itkoznek. Hatdrozza meg a golyok litkozés utani sebességének nagysagat és
iranyat.

Megoldds

A mozg6 golyok impulzusainak egyenldségébdl myvi —myvy = muy +mouy , és az energidkra vonatkozo

egyenletbdl mv? /2+m2v§ /2=m1u12 /2+m2u§ /2, a tomegek szerint csoportositva és a nevezetes szorzatot
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felismerve, némi rendezés utan két linearis egyenlet adodik, 5(3—u;)=4(uy +6), (3+u;)=(up —6), ahonnan az
iitk6z¢és utani sebességek u; =-5,0000m/s, up =4,0000m/s, azaz az 5g tomegl golyd visszafordul 5,0000 m/s
sebességgel, mig a 4g tomegil golyd 4,0000m/s sebességgel folytatja utjat.

5.7.10. Feladat

Egy 5¢ tomegili, 6m/s sebességli golyd utolér egy 8g tomegli, 3m/s sebességli golyot, majd
centrikusan, rugalmasan {itkoznek. Hatdrozza meg a golyok iitk6zés utani sebességének nagysagat és iranyat.
Megoldas
A golyok impulzusainak egyenl0ségébdl myvy +movy = muy +mouy, és az energidkra vonatkozo
egyenletb8l mp2 /2+myv3 [2=mu? [2+myu3 [2, a tomegek szerint csoportositva és a nevezetes szorzatot
felismerve, némi rendezés utan két linearis egyenlet adodik, 5(6—u;)=8(us —3), (6+u;)=(us +3), ahonnan az
iitk6z¢s utani sebességek ug =2,3077 m/s , uy =5,3077 m/s .

Harmonikus rezgomozgds

5.7.11. Feladat

Egy 25N/m rugoéalland6ji rugora erdsitett 150g tomegl test 5ecm amplituddju csillapitds mentes
harmonikus rezgdmozgast végez a vizszintes sikban. Hatdrozza meg a rezgés frekvencidjat.
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Megoldas
A csillapitds mentes rezgdmozgas sajat korfrekvencidja wy =24 =./k/m , ahonnan a frekvencia
f=Jkjm 27 = 2,0547 Hz..
5.7.12. Feladat
Egy fliggbleges helyzetli rugd végén 50¢ tomegi test fligg. Hatdrozza meg a rugdallandot, ha a testet
70 g tomeglire cseréve a rugd megnyulasa 7 cm -rel novekszik.
Megoldas
A rugot feszité sulyerd és a rugd megnyuldsa kozti kapesolatot alkalmazva AF, = kAx, a rugoallandd

k= AFg/Ax =0,02-9,81/0,07 = 2,8029 N/m .

5.7.13. Feladat

Egy 350-0s lejtével parhuzamosan elhelyezett 50 N/m rugdallandojii rugd végére 1kg tomeget
akasztva hatarozza meg a rugd megnyulasat, ha a feliiletek sturloddsmentesnek tekinthetok.

Megoldas
A tomeg sulyerejének lejtd irdnyu komponense G; =mgsin35° fesziti a rugot, G; = kx, ahonnan a rugoé

megnytldsa x=1-9,81-sin359/50=0,1125m .
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5.7.14. Feladat

Egy 1,5kg tomegl testet egy rugd kozbeiktatasaval, egyenletes sebességgel vontatnak. A testre
rahelyezett tovabbi 0,5kg tomeg esetén a rugd 12cm -rel hosszabbra nyulik. Hatarozza meg a rugdallando
értékét, ha a strlodasi egyiitthatd 0,2.

Megoldas

A stulyer6 novekedésbdl szarmazod surlédasi erd hozza létre a rugd megnyulds novekedést,
Fy = u-Am-g =kAx, ahonnan a rugdallandd & = (u-Am- g)/Ax, azaz k =(0,2-0,5-9,81)/0,12 =8,1750 N/m .

5.7.15. Feladat

Egy liftben a 30N/m rugoalland6ju rugd végére erdsitett tomeg 1,8kg. Hatarozza meg a rugd
megnyulasat, ha az egy lift 1,5m/s2 gyorsulassal kezd el felfelé mozogni.

Megoldas

A tomegre hato gyorsito erd hozza létre a rugd megnytlasat, Ax=(m-a)/k =1,8-1,5/30=0,0900m =9 cm .
5.7.16. Feladat

Hatarozza meg annak a rugénak a rugoallanddjat, amely végén 1év0 2,6kg tOmegl test 4rad/s
korfrekvencidju csillapitatlan szabadrezgést végez.
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Megoldas

A csillapitatlan  szabadrezgés sajat korfrekvencidja @y =k/m, ahonnan a rugoallando
k=mad =2,6-42 = 41,6000 N/m .

5.7.17. Feladat

Egy 3N/m rugoéallandéju rugdhoz 200¢ tomeget csatlakoztatva, azt a vizszintes sikban 3,8N, id6ben
allando er6 huz. Hatdrozza meg, mekkora kitérés koriil fog kialakulni a harmonikus rezgémozgas.

Megoldas

A rugbémozgéas mozgéasegyenlete mi+kx = F , ahonnan a gerjesztett valasz X, = F/k=3,8/3=1,2667m .
5.7.18. Feladat

Egy 2,8Ns/m csillapitasi tényezdjli, 5N/m rugoédallanddjii rugdhoz a vizszintes sikban 480g tomeget
csatlakoztatva, azt 5N nagysagu, idoben alland6 eré huz. Hatarozza meg a rug6 sajat korfrekvenciajat.
Megoldas
A csillapitott rugdémozgas mozgasegyenlete, mi+cx+kx=F. A szabad valasz sajatértékeibol
0,4812 +281+5=0, A=-29167+,1,3819=—p+ jo;, ahonnan a rezgd rendszer sajat korfrekvencigja
w1 =1,3819rad/s .
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5.7.19. Feladat

Egy 3Ns/m csillapitasu, fiiggdlegesen elhelyezett 24 N/m rugoallandéju rugdhoz 260g tomeget
csatlakoztatva, azt 6,8 N nagysagu, idében allando6 eré hiuz. Hatarozza meg a rugé megnyulésat.

Megoldds

A csillapitott rugdémozgas mozgéasegyenlete, msi +cx +kx=F +mg , allandosult allapotban a gerjesztett
valasz X g =(F +mg)/k=(6.8+0.26-9,81)/24=0,3896m .

5.7.20. Feladat

Egy 15Ns/m csillapitast, 6 N/m rugédallanddju rugdhoz a vizszintes sikban csatlakoztatott 500¢g
tomeget F()=5coswt N, =2rad/s, nagysidgi harmonikus eré terhel. Hatirozza meg a rugd kitérését
allandosult allapotban.

Megoldas
Az  mi+ci+ke=F(t) mozgisegyenlet gerjesztett valaszanak komplex amplitidoja a
—ma)z)L(g +ja)c)L(g +k)L(g -F egyenlet megoldasa, )L(g :5/(— 0,5-22 +6+j2-1,5)
X g =0,8000— j0,6000 = 1e=/36.8699° | ahonnan 4llandésult dllapotban a kitérés valés idéfiiggvénye
xg(f) = 1cos(2 —36,86990 Jm.
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5.7.21. Feladat

Hatarozza meg, mekkora huzoerd sziikséges a 60 N/m rugdallanddju rugdhoz csatlakoztatott 500 g

tomegli testnek a 300 hajlasszogii lejtdn allando sebességgel vald huzasahoz, ha a lejtdn valé mozgasnal
12N surlodasi erd 1ép fel és a rugd megnyuldsa 5,6 cm .

Megoldas
A F, huzoerd ellensulyozza a rugd megnyujtasahoz sziikséges F,. =kx rugoerdt, fedezi az F;
surlodasi erdt €és, mivel a tomeg felfelé mozog, a stlyerd G; =mgsin30° lejtd iranyu komponensét, azaz
Fj, = kx+ Fy + mgsin30° , ahonnan Fj, = 60-0,056+12+0,5-9,81-sin30° =17,8125N .

5.7.22. Feladat
Egy 300 hajlasszogli lejtd tetején rogzitett 3N/m rugodallanddju rugdhoz 440g tomeg csatlakozik.
Hatarozza meg a rugd megnyuldsat, ha a test és a lejté kozott fellépd surlodasi erd 1,4 N .
Megoldas

A tomeg sulyerejének lejtd iranyt komponense ellensulyozza a rugderdt és fedezi a surlodasi erét,
kx + Fy = Gy = mgsin300, ahonnan a rugd megnyulasa x = (0,44-9.81-sin300 —1,4)/3=0,2527m .
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5.7.23. Feladat

Egy 30N/m rugoéallanddju rugdhoz vizszintes asztalon 360g tomeg csatlakozik. Hatdrozza meg,
mekkora erd huzza a rugot, ha 12N surlddasi eré mellett a rugé megnyuldsa 8cm.

Megoldas

A huzderd ellensulyozza a rugderét ¢és fedezi a surlédasi erdt, kx+F;=F;,, ahonnan
Fp =30-0,08+12=14,4000N .

5.7.24. Feladat

Egy 32N/m rugéallanddju rugbhoz 200g tomeg csatlakozik vizszintes sikban. A rugdt 5cm-rel

megnyujtva, az elengedés utdn 4cm/s sebességgel kezd el visszatérni. Hatdrozza meg a kialakuld
csillapitatlan rezgémozgas korfrekvencidjat, valamint a rezgés amplitadojat és kezddfazisat.

Megoldds
A rugd mozgasegyenlete 0,2i(c)+3,2x(t)=0. A mozgasegyenlet megoldisa a szabad valasz,
x(t)=x/(t)=de#. A szabad valaszt a mozgisegyenletbe helyettesitve, a karakterisztikus polinom,
0,242 +3,2=0, a sajatértékek 4, = J-3.2/0,2 =+4 , azaz a rendszer sajat korfrekvencidja wy = 4rad/s . Bzzel a

rezgb rendszer elmozduldsa x(r)=djett! +dye?2! . A dp, dp allandOk a kezdeti feltételbdl hatarozhatok meg,
azaz x(0)=0,05=d) +d,, és v(0)=0,04 = j4d; — jad, , dy =(0,04+ j4-0,05)/(j2-4),
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dy =0,0250 — j 0,0050 = 0,0255¢=/113099° ' 45 = (0,04 - j4-0,05)/(= j2-4), dp =0,0250+ j 0,0050 = 0,0255¢+/11,3099°
Lathato, hogy a két allandd6 egymds komplex konjugéltja. Ezzel a rezgd rendszer Kkitérése
x(£)=0,0255¢=/11,30990 ¢ j4t 1 0,0255¢+/11,3099° = j41 . A kozds allandot kiemelve és az exponencialis alakot

rendezve egy eltolt cos fliggvényt eredményez,
x(t):2-0,0255(ej(4t_11’30990)+e—j(4t_11730990))/2:0,0510005(4t—11,30990). Tehat a harmonikus rezgd rendszer
sajat korfrekvencidja @y =4rad/s, a harmonikus rezgdmozgas a nyugalmi allapot koriil torténik,
0,0510m =5,1cm amplitidoval és 11,3099° kezdoéfazissal.

5.7.25. Feladat

Egy 28Ns/m csillapitasi tényezdjli, 3,2N/m rugdallanddju rugbdhoz 200g tomeg csatlakozik a
vizszintes sikban. A rugdt 5cm-rel megnytjtva, az 4cm/s sebességgel kezd el visszatérni. Hatdrozza meg a
rendszer sajatértékeit, valamint a csillapitott mozg6 rendszer kitérésének idofiiggvényét.

Megoldas

A feladat egy csillapitott harmonikus szabadrezgést ir le, ahol a mozgasegyenlet
0.25(¢)+ 2.8%(¢) + 3,2x(t) = 0 . A mozgasegyenlet megoldasa a szabad valasz, x(t)=x/(:)=de# . A szabad valaszt a

mozgasegyenletbe helyettesitve, a karakterisztikus polinom, 0,242 +2,84+3,2=0, ahonnan a sajatértékek
M2 =(— 2,8++/2,82 —4-0,2-3,2) /(2-0,2), A =—-1,2554[1/s] és A, =-12.7446[1/s]. Mivel a sajatértékek valosak, a

rendszer csillapodd mozgast végez. A rendszer elmozdulasa a szabad vélasz x(t)=djehi! +dyet2!t . A dy, dy
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allandok a kezdeti feltételbdl hatarozhatok meg, azaz x(0)=0,05=d; +d, , és v(0)=0,04 = 41d| + Apd; , ahonnan a
két allando értéke d) =(0,051, —0,04)/(Ay — 21)=0,0589[m], dy = (0,054 —0,04)/(4 - 2p)=-0,0089[m]. Ezzel a
mozgo6 rendszer kitérése x(r)=5,89¢125541 —(,89¢-12,7446 [cm|, azaz a rendszer a =0 pillanatbeli maximalis
kitérés utan lassan csillapodva, visszatér nyugalmi allapotaba.

5.7.26. Feladat

Az el6zo feladathoz képest, legyen a csillapitasi tényez6 kisebb. Egy 1,6 Ns/m csillapitasi tényezdji,
3,2 N/m rugdallanddju rugdhoz 200¢ tdmeg csatlakozik a vizszintes sikban. A rugdt 5cm-rel megnyujtva, az
4cm/s sebességgel kezd el visszatérni. Hatarozza meg a rendszer sajatértékeit, valamint a csillapitott mozgo
rendszer kitérésének idéfliggvényeét.

Megoldds

A feladat megoldasa az el6z6hoz hasonloan torténik, most egy csillapitott harmonikus szabadrezgést
ir le a mozgasegyenlet 0,2i(r)+1,6x()+3.2x(r)=0. A mozgasegyenlet megoldisa a szabad valasz,
x(t)=xs(t)=de#. A szabad valaszt a mozgisegyenletbe helyettesitve, a karakterisztikus polinom,

0272 +1,64+32=0, ahonnan a sajatértékek /11,2:(—1,63/1,62—4~0,2-3,2j/(2-0,2), most azonban a két
sajatértek azonos lesz, A, =4=-4[s]. Mivel a sajatértékek azonosak a rendszer szabad valasza

exponencialisan csillapodo polinom alaka lesz, x(¢)=(d)+dyt)e . A dy, d, allandok a kezdeti feltételbdl
hatarozhatok meg, azaz x(0)=0,05=d;, és v(0)=0,04 = —4d; +d, , ahonnan a két allando értéke d; =0,0500 [m],
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dy =0,04+4-0,05=0,2400[m]. Ezzel a mozgd rendszer kitérése tovabbra is egy csillapodd mozgés, éppen a
harmonikus rezgémozgas kialakulasanak hataresetén x(r)= (5,00 +24¢)e=4 [cm], azaz a rendszer kitérése a 1=0
pillanatbeli kitérés utan még egy ideig nd, és csak azutan kezd el csillapodni.

5.7.27. Feladat

Tovabb csokkentve a csillapitasi tényezodt, a rugd kitérése harmonikus rezgémozgassa alakul. Egy
0,8 Ns/m csillapitasi tényezd6jli, 3,2 N/m rugodallandoji rugdhoz 200g tomeg csatlakozik a vizszintes sikban.

A rugdt Scm-rel megnyUjtva, az 4cm/s sebességgel kezd el visszatérni. Hatdrozza meg a rendszer
sajatértékeit, valamint a csillapitott mozgd rendszer kitérésének idofliggvényét.
Megoldas
A feladat mozgasegyenlete 0,2x(r)+0.8x(¢)+3.2x(c)=0. A mozgasegyenlet megoldasa a szabad valasz,
x(t)=xs(t)=de#. A szabad valaszt a mozgisegyenletbe helyettesitve, a karakterisztikus polinom,

0,242 +084+3,2=0, ahonnan a sajatértékek 4, = (— 0,8++/0,82-4-0,2-3,2 ) /(2 -0,2), most a két sajatérték
komplex konjugalt part alkot, 4 =-2,0000+ 3,4641[l/s], 4y =-2,0000—3,4641[1/s]. A szabad valasz
x(t)= djeMt + dye2! | ahol a dy, d, éallandok a kezdeti feltételbdl hatrozhatok meg, azaz x(0)=0,05=d; +d,,
és v(0)=0,04 = 41d) + Aod> ahonnan a két allando értéke
di = (0,052 —0,04)/(45 — 4 )=0,0250 — j 0,0202 = 0,0321¢~/38,9483° [m], és a masik
dy = (0,054 —0,04)/(21 — A5)=0,0250+ ; 0,0202 = 0,0321¢*+/38.9483°[m] a 4, komplex konjugaltja. Ezzel a
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mozgasegyenlet megoldasa némi rendezés utan x(r)=3,21e-2¢ 2(ej(3=4641f—3879483°)+e—j(3s4641’—38»9483°))/2 [cm]
egy csillapodé amplitadoju harmonikus rezgémozgas, x(¢)= 6,422 Cos(3,4641t - 38,94830)[cm].

5.7.28. Feladat

Egy 32N/m rugoallandoju rugbéhoz a vizszintes sikban csatlakozd 200g tomeget nyugalmi

helyzetébdl 4,8 N, id6ben allando erd kitérit. Hatarozza meg a kialakul¢ csillapitatlan rezgémozgas kitérését.
Megoldas

Az inhomogén mozgasegyenlet 0.2i(r)+3.2x(c)=438. A szabad valasz x,(/)=de sajatértékei a
0242 +32=0 karakterisztikus polinombol 4, =+/4[l/s]. A gerjesztett valasz egy allando lesz a
gerjesztésnek megfelelden, x,(r)=X,, amelyet a mozgasegyenletbe helyettesitve, ahonnan X, =15 [m].
Ezzel a teljes megoldas x(t)=x/(t)+ X g = dje/% +dye /% +1,5. Az ismeretlen allandok a nyugalombél indulo
mozgas kezdeti feltételbdl hatdrozhatok meg, x(0)=0=d; +dy+1,5, v(0)=0= j4d; - j4d,, ahonnan
dy =d, =—0,75, azaz a megoldas egy harmonikus rezgdmozgas lesz, x(t)=-0,75- 2<ej4f +e /M )/2 +1,5, amely az
allando erd hatéséra torténd megnyulas értéke koriil leng x(r)=1,5(1 - cos 4¢)[m].

5.7.29. Feladat

Hatarozza meg, mekkora sebességgel halad a 2kg tomegli, 4,6m hosszl kotélen az a tranzverzalis
hullam, amelyet 1,8 N erdvel mozgatunk.
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Megoldas
A tranzverzalis hullam haladasi sebessége v=F/u =F/(m/1) v=,/18/(2/4,6)=2,0347 m/s .

5.7.30. Feladat

Hatarozza meg, mekkora erével kell mozgatni a 2,4kg tOmegl, 6m hosszi kotelet, hogy a rajta
kialakul6 tranzverzalis hullam 5m/s sebességgel fusson végig rajta.

Megoldds

A tranzverzalis hullam haladési sebessége v=./F/(m/I), ahonnan a kotelet mozgatd erd nagysaga
F=v2m/I=10N.
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