A ‘Miszaki fizika informatikusoknak’ c. muiszaki szakkényv a mérnok informatikus
BSc képzéshez késziilt, ahol, a fenti témakordk a “Transzport folyamatok modellezése’
c. targy keretében keriilnek feldolgozasra. A kotet célja megalapozni a mérnok
informatikus képzésben részt vevo hallgatok mérnoki ismereteinek fizikai alapjait, ezzel
is elosegitve a szaktargyakban el6fordulo fizikai jelenségek és technologiai folyamatok
matematikailag megfogalmazott, a szamitogép nyelvére lefordithaté ismereteinek
atadasat.

A miszaki szakkonyv a fizikai jelenségek, technologiai folyamatok korébdl csak
néhany, a szakképzés soran a szaktargyakban el6forduld kérdések targyalasaval
foglalkozik. fgy a tomegpontok és merev testek kinematikajat és kinetikai torvényeit
targyalja. A kényszermozgasok korébdl az iitk6zések €s harmonikus rezgémozgasok
kertilnek feldolgozasra. Az araml6 kozegek dinamikai jellemzesét a hdtani és hoatviteli
ismeretek mérnoki megfogalmazasa ¢s megoldasi eljarasai kovetik. A kotet az
elektromagneses hullimok és az optikai hullaimvezetdk alapjainak 6sszefoglaldsaval
zéarul. Az egyes fejezeteket kidolgozott feladatok illusztraljak.

A miiszaki életben eloforduld, a szakkonyvben targyalt fejezeteknek a matematika
szigori szabalyai szerinti megfogalmazasa azt a készséget kivanja az olvasoban, a
hallgatoban kialakitani, hogy az itt nem targyalt, de a mérnok informatikus szakmai
palyafutasa soran el6fordulo jelenségek vizsgalatahoz kell6 batorsagot és szakmai
ismeretet adjon.
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ELOSZO

A ‘Miszaki fizika informatikusoknak’ c. miiszaki szakkonyv a mérndk informatikus
BSc képzéshez késziilt, ahol, a fenti témakordk a ‘Transzport folyamatok modellezése’
c. targy keretében keriilnek feldolgozasra. A kotet célja megalapozni a mérndk
informatikus képzésben részt vevo hallgatok mérnoki ismereteinek fizikai alapjait, ezzel
is elosegitve a szaktargyakban (robotika, szabalyozastechnika, szamitogéppel vezérelt
irdnyitasok, szamitogép halozatok) el6forduld fizikai jelenségek és technoldgiai
folyamatok matematikailag megfogalmazott, a szamitogép nyelvére lefordithato
ismereteinek atadasat.

A miiszaki szakkonyv a fizikai jelenségek, technologiai folyamatok korébdl csak
néhany, a szakképzés soran a szaktargyakban el6forduld kérdések targyalasaval
foglalkozik.

Az 1. fejezetben a matematikai dsszefoglald kozos leirasi mod és nyelv kialakitasara
szolgal. A 2. fejezetben a legegyszeriibb rendszer rendszer-operatoranak megismerése a
cél, igy a tomegpont kinematikajaval, a mozgastérvényekkel és azok matematikai
megfogalmazasaval foglalkozik a szakkonyv. A 3. fejezetben a mozgd rendszerben a
mozgasokat létrehozd gerjesztések, a mozgatderd hatasat és az energiaegyensulyi
feltételeket vizsgalva a tomegpont kinetikajat targyalja a szakkonyv. Ezutan keriil sor a
4. fejezetben az Osszetett rendszerek, a merev testek dinamikai jellemzdinek
bevezetésére ¢és targyaldsara, amelyet az 5. fejezetben a merev testek
kényszermozgasanak vizsgalata kovet. Az 5. fejezet keretében keriil sor a rugalmas és
rugalmatlan {itkdzések dinamikai toérvényeinek matematikai megfogalmazasara, a
harmonikus hullammozgés, koztiik a longitudinalis és transzverzalis hullammozgas
soran a mozgod rendszer rendszeregyenletének megfogalmazasiara és megoldasi
eljarasainak megismerésére. A 6. fejezet témaja az anyag szallitasa, dramldsa soran
fellépd jelenségek vizsgalata. A gaztdrvények és a hidrosztatikai alapfogalmak
ismertetése utan a tdomegarammal ¢és térfogatarammal reprezentalt rendszer analizise
soran az idealis és az idealisan viszkozus, Osszenyomhatd és Osszenyomhatatlan
folyadékok aramlasanak dinamikdjat targyalva, a tomegaram folytonossagara az
impulzus ¢és az energiamegmaradasi torvények matematikai modelljeinek
megfogalmazasira és vizsgalatara keriil sor. A 7. fejezet a termodinamikai
alapfogalmak, a termodinamikai 4allapotvaltozadsok részletes elemzése utan a
termodinamikai rendszerben torténd hoatvitel formdinak targyalasat tartalmazza. A
hévezetés differencialegyenletének analitikus és numerikus, a véges differenciak
moddszerén alapuld megoldasi eljarasainak ismertetése jol reprezentdlja a mérnoki
feladatok informatikai eszkozokkel valdo megoldasanak lehetdségét és sziikségességét.
Végiil a 8. fejezetben a modern informatikai rendszerekben alkalmazott optikai
hullamvezetokben lejatsz6dd, a jelatvitel szempontjabdl lényeges elektromagneses
hullamterjedés alapjainak megismerésére keriil sor. A szigeteloréteg hullamvezetd
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magjaban és a héjban kialakuld hullamformak targyalasa lehetdséget ad az atvihetd
hullamhossz és a vagasi frekvencia értelmezésére.

A miszaki szakkonyv els6ésorban a hazai felséfoku képzés szakkonyveire
tdmaszkodik, felhasznalva és alkalmazva a mérnoki megismerési folyamatok szabalyait.
A miiszaki életben el6forduld, a szakkonyvben targyalt fejezeteknek a matematika
szigori szabalyai szerinti megfogalmazasa azt a készséget kivanja az olvasoban, a
hallgatoban kialakitani, hogy az itt nem targyalt, de a mérnok informatikus szakmai
palyafutasa soran eléforduld jelenségek vizsgalatahoz kell6 batorsagot és szakmai
ismeretet adjon.

A miiszaki szakkonyv egyes fejezetei végén 1€vo példak a targy oktatasaban részt
vev® Maczak Andras, Nagyvaradi Anett és dr. Szoke Béla kollégak munkai, akiknek itt
mondok koszonetet a lelkes gyakorlatvezetési munkajukeért.

Koszonetemet fejezem ki a Pécsi Tudomanyegyetem, Pollack Mihaly Miiszaki Kar
Miiszaki Informatika Tanszéken oktatd, dolgozéd kollégadimnak, koztik Dr. Szakonyi
Lajos tanszékvezetdémnek a batoritasért és konyv megirasa soran nyujtott segitségért.

Pécsett, 2010. marcius

Ivanyi Amalia



1. BEVEZETES

A ‘Miiszaki fizika informatikusoknak’ c. szakkonyv alapja a Transzport folyamatok
modellezése c. targynak, amely célja az anyagi vilag objektiv tulajdonsdgainak, a
mozgasban 1év6 anyag térvényszeriiségeinek megismerése.

A ‘Miszaki fizika informatikusoknak’ c. szakkdnyv ismeretszerzési modszere a
megfigyelés, kisérlet, torvényszeriségek megfogalmazasa, elméletek kidolgozasa, ezek
kisérleti igazolasa, a kidolgozott elméletek miszaki alkalmazasa a jelenségek,

A ‘Miszaki fizika informatikusoknak’ c. szakkonyv kozlési mddja, nyelvezete a
matematika.

A ‘Miszaki fizika informatikusoknak’ c. szakkdnyv a fizikai folyamatok leirasara
skaléris és vektor mennyiségeket alkalmaz. A skalaris véltozok jeldlése, pl. x=x,, 77,

ahol 7 a skalaris valtozé mértékegysége, x, a skalaris valtozo értéke a valasztott
mértékegység rendszerben. A vektor mennyiségek jel6lése, pl. X =e,x,, -7, ahol 77 a
valtozo mértekegysége, x,, a valtozo értéke a valasztott mértékegység rendszerben, e,

az X vektor iranyaba mutat6 egységvektor.

A vizsgalatok, torvényszeriségek az 1960-ban bevezetett SI nemzetkozi
mértékegység rendszer alkalmazasaval keriilnek megfogalmazasra. Az [1.1. Tabldzat
tartalmazza a fizikai alapmennyiségek S/ egységeit.

1.1. Tablazat

Fizikai alapmennyiségek SI egységei

Fizikai mennyiség Neve Jele
Tomeg Kilogramm kg
Hosszlsag Meéter m
1d6 Masodperc s
Elektromos aram Amper A
Hémérséeklet Kelvin K
Fényerdsség Kandela cd
Anyagmennyiség Mol mol
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Az SI mértékegység rendszer kisebb, nagyobb egységeit szokas alkalmazni. A
1.2. Tablazat tartalmazza az SI mértékegyseg rendszer prefixumait.

1.2. Tabldzat
SI-prefixumok

10'8 E exa- 107! d deci-
1013 P peta- 1072 c centi-
1012 T tera- 1073 m mili-
10° G giga- 1076 u mikro-
10° M mega- 1072 n nano-
103 k kilo- 10712 P piko-
102 h hekto- 10715 f femto-
10! da deka- 10~18 a atto-

Koherens mértékegység rendszernek nevezzik az egymasbdl szarmaztatott
Osszetartozo egységeket, pl. ha az Gt hossza méterben, az idé masodpercben adott, akkor
koherens egységek esetén a sebesség méter/masodperc egységgel adhaté meg.

A ‘Miszaki fizika informatikusoknak’ c. szakkdnyv keretében a kovetkezd
témakorok keriilnek foglalkozasra: a mechanika témakorébdl a mozgasok leirasaval, a
tomegpontok és merev testek mozgasanak torvényszerliségeivel a kinematika
foglalkozik. A tdmegpontok és merev testek mozgastorvényeinek energetikai torvényeit
a kinetika dleli fel. A tomegpontok és merev testek kényszermozgasainak kinematikai és
kinetikai vizsgalataival kiegészitett el6z0 vizsgalatok a dinamika témakorébe tartoznak.
Az aramlastani és hétani jelenségek vizsgalata mellett a szigeteloréteg
hullamvezetdkben terjedd elektromdgneses hullamterjedés —alapOsszefiiggéseinek
targyalasa zarja a témakort.

A ‘Miszaki fizika informatikusoknak’ c. szakkdnyv témakdoreinek informatikai
kérdése a bemend valtozd hatdsdra a fizikai objektum, fizikai jelenség kimend
valtoz6janak a meghatarozasa. Ehhez meg kell alkotni a fizikai objektum, jelenség
informatikai modelljét (/.1. dbra) és meg kell vizsgalni, hogy az igy kialakitott rendszer
az s(t) gerjesztésre milyen y(t)z,?f {s(t)} valaszt ad, ahol # {0} , a vizsgalt rendszer

s(¢) gerjesztése, és y(t) vélasza kozotti kapesolatot meghatérozo rendszer operdtora. A

vizsgalatok célja ennek a rendszer-operatornak a megismerése é€s modellezése.
A miiszaki rendszerek # {0} rendszer operatora kiilonbozé tulajdonsagokkal

rendelkezhet, kiilonbdz6 szempontok szerint osztalyozhatok. A kdvetkezékben az egy-
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gerjesztésll, egy-valaszu (egy bemenetii, egy kimenetll) linedris, invarians, kauzalis
rendszerek tulajdonsagainak dsszefoglalasara keriil sor.

bemené jel | Fizikai kimené jel
e——— Objektum [—>—*

1 modell

erjeszto jel . .. | valasz jel
8er)eszio J€! | Informatikai 1ARE ]

s(t) Rendszer }-‘(f)

1.1. abra. A fizikai objektum és informatikai modellje

@ A H {0} rendszer operatora lehet [linedaris és nemlinearis. Nemlinearis
rendszerben a gerjesztés-valasz kozotti kapcsolatot, pl. egy nemlinearis

y(t)=His(e)} = 4s(t)+ B (1.1)

alaku rendszer operator irja le.
Linearis rendszeroperator esetén, ha a rendszer a tetszdleges sy (t) gerjesztésre adott

vilasza  y ()= H{s1(c)}, a tetszOleges so(r) gerjesztésre adott valasza
yalt)=% {sz(t)}, akkor a két gerjesztés ¢y, c¢p konstansok melletti linedris

kombinacidjara adott valasza az egyes gerjesztések valaszainak ugyanazon linearis
kombinacioja lesz, azaz ha

51(6) = 31 ()= 741 (0}

52(t) > y2(e)= Hiso (o)}, (1.2)

c1s1(6)+ 52 (6) > ylt)= Hers (6) + 252 (0))
= aftis (1) + e leasa (0} (13)
= c1y1(t)+cap2(0)-
Tehat linearis rendszer esetén a szuperpozicio tétel fennall. A fentieknek megfelelden az
(1.1) rendszer operatora, akkor és csak akkor linearis, ha B azonosan egyenld nullaval,

azaz B =0 . Ekkor a gerjesztés-valasz kdzotti kapcsolatot az origdn atmend gorbe irja le
(1.2. abra).
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bh) A H {0} rendszer operatora lehet varidns (1d6figgd) és idd-invarians. 1d6-
invarians a rendszer operatora, ha az iddbeli eltolas nem befolyasolja a gerjesztés-valasz
kapcsolatot. Ekkor, ha a rendszer tetsz6leges s(t) gerjesztésre adott valasza y(t) , akkor

tetszéleges T idokésleltetés mellett, szintén 7' idokésleltetéssel jelenik meg a valasz
(1.3. dbra),

(1.4)

1 (o)

s(?)

1.2. dbra. Linearis rendszerben a gerjesztés-valasz kozotti kapcsolatot leird operator

S((_n '];J(I_T)

| T] il

-

1.3. abra. 1d6-invarians rendszer egy gerjesztés-valasz idofiiggvénye

(c) Egy fizikai rendszer lehet kauzdlis vagy akauzalis. A tetszéleges s(t)
gerjesztésre adott y(t) vélaszu rendszer akkor kauzalis, ha a vélasz £ idOpillanatbeli
y(tl) értékét a gerjesztés azonos és korabbi idGpillanatbeli értéke, valamint a valaszok
korabbi idépillanatbeli értéke hatarozza meg, azaz
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)= 2¢4s(0)}.

(1.5)
w(ty)=His(e): e <ty (e):t <11}

Informatikai szempontbdl a ‘Miszaki fizika informatikusoknak’ c. szakkonyv
keretében megismert fizikai rendszerek vizsgalatdnak egyik lényeges szempontja a
rendszer analizise, azaz a rendszer torvényszeriiségeinek megismerése sordn adott
gerjesztéshez a valasz meghatarozasa. Ez a folyamat a direkt feladatmegoldas. A
mérndk, koztiik a mérndk informatikus azonban nem elégszik meg a rendszerek direkt
analizisével (adott gerjesztésre a valasz meghatarozasa), hanem olyan informatikai
rendszert kivan tervezni/eléallitani, amely rendszer-operatora megadott gerjesztés
mellett éppen a kivant valaszt allitja elé (a rendszer olyan rendszer-operatorat tervezi
meg, amely a szabalyozott bemend gerjesztésre éppen a kivant valaszt/szabalyozott
kimend valtozot eredményezi). Ez a folyamat az inverz feladatmegoldas vagy szintézis,
amely a mérnoki, koztiik a mérnok informatikusi feladatra valo felkésziilést is jelenti.



2. TOMEGPONT KINEMATIKAJA

A dinamika magaban foglalja az anyagi pont, egy pontrendszer és a merev testek
mozgasat szabalyozd alaposszefiiggésekre, energetikai  viszonyokra, kényszer-
mozgasokra vonatkozo torvényszeriségeket. A tovabbiakban a dinamika két nagy
teriilete keriil feldolgozasra, a kinematika és a kinetika.

A kinematika két tdmegpont/merev test egymashoz viszonyitott térbeli helyzetének
idobeli megvaltozasaval, a mozgas leirasaval foglalkozik. A statika a mozgas specialis
esetét, a nyugalom feltételét targyalja. Ekkor a két tdmegpont/merev test egymashoz
viszonyitott helyzete nem valtozik.

Az anyagi ponmak vagy tomegpontnak olyan anyagi részecske, ill. test tekinthetd,
amely egy pontba koncentralt tomege az eredeti test tomegével megegyezik de
geometriai mérete elhanyagolhatd a mozgasra vonatkozo egyéb méretekhez képest.
Merev tesmek, tomeggel és geometriai mérettel rendelkezd olyan tomegpontok
Osszessége tekinthetd, amely alakja a mozgas soran nem valtozik, kontinuum, a
tomegpontok a teret folytonosan toltik ki.

A testek mozgasa térben és idoben torténik. A tér metrikus, a Newton-i klasszikus
mechanikaban, a térben torténd tavolsagmérés eredménye nem fiigg a mozgastol, a
mozgd anyagtol. A tér egyes pontjainak helyzetét egy rogzitett koordinata,

vonatkoztatdsi rendszerben az ¥ helyzetvektor irja le. A helyzetvektor hossza |F|,
mértékegysége a méter [m]. A tavolsag mérésére kisebb €és nagyobb egységeket is
szokas alkalmazni, ezek kozott az 1.2. Tdblazat alapjan a kapcsolat a kovetkezd,
Im=10"3km, Im=102cm, Im=103mm, Im=100um. Az idé a klasszikus
mechanikaban fiiggetlen a testek egymashoz viszonyitott mozgasatdl és a mozgd

anyagtol. Az id6 a tér minden pontjdban azonos moddon, egyenletesen telik.
Meértékegysége a masodperc (szekundum) [s]. Az SI mértékegység rendszerben

alkalmazott kisebb egységei: 1 s =103 ms =100 ps.

2.1. Vonatkoztatasi rendszerek
2.1.1. Ortogonalis vonatkoztatasi/koordindta-rendszerek

A geometriai tér egy pontja egyértelmiien megadhatd harom koordinata-valtozoval,
az x;, xy, x3 koordinatikkal. Ekkor egy pont ¥ =7(xj,x5,x3) helyzetvektora a
kovetkezo

F =Xx|€] +xp€) +x3€3, (2.1)
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ahol ¢;, i=1,2,3 az egyes koordinata-valtozok iranyaba mutato egységvektorok. Az
X1, xp, x3 értékek az r helyzetvektor koordinata vetiiletei. Egy koordinata-valtozot

rogzitve a helyzetvektor végpontja egy, a koordinata-valtozohoz tartozd koordinata-
feliileten mozog. Két koordinata-feliilet a harmadik koordinatahoz tartozd koordinata-
vonalban metszi egymast (2.1. dbra).

ds 1

é
L xy +dx;

2.1. dbra. Ortogonalis koordinata-rendszer koordinata iranyai

Az egyes koordinata-tengelyek mentén, a koordinata-valtozok iranyaban torténd
elmozdulasok esetén a megtett Gt ds . Az x| xp, x3 koordinatdju pontnak az xj + dxq,
Xy, x3 koordinataju ponttdl vett tavolsaga ds; = g1 -dx;, az x; x5, x3 koordinataju
pontnak az  x;, xp+dxy, x3koordinataju ponttol vett tavolsdga dsy =g -dxy,
valamint az x| xp, x3 koordinatdju pontnak az xj, xp, x3 +dx3 koordinataju ponttol
vett tavolsdga dsy=g3-dx3, ahol gy, g7, g3 a koordinita-véltozoktol fiiggd
koordinata-fliggvények.

Leggyakrabban a Descartes, a henger és a gdmbi koordinata-rendszerek fordulnak
eld, igy a kdvetkezokben ezek koordinata-valtozdinak, fliggvényeinek megadasara kertil
SOT.

A 2.2. dbran lathatd Descartes koordinata-rendszer esetén a koordinata-valtozok,
X =x, xp =y, x3 =z. A koordinata-tengelyek irdnyaban torténd elmozduldsok sordn
a megtett ut (palyaszakasz) ds; =dx, dsp =dy, ds3 =dz. A koordinata-valtozokhoz
tartozd koordinata-fiiggvények, g1 =1, gr =1, g3=1. A koordinata-tengelyek
iranyaba mutatd egységvektorok pedig €y, €, e, .

2.2. abra. Descartes koordinata-rendszer és koordinata-valtozoi
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A 2.3. abran lathato henger koordinata-rendszerben a koordinata-valtozok a henger
sugara, a hengerpalaston a szogelfordulas, valamint a henger tengely irany elmozdulas,
xy=r, xp=¢, x3=z. A koordinata-tengelyek iranyaban torténd elmozdulasok

esetén, a henger sugaranak megvaltozdsakor a megtett Ut, ds; =dr, a paldston a
szogelfordulaskor az ivhosszusag megvaltozasa dsy =r-dp, és a tengely irdnyl
elmozdulas megvaltozadsa ds3 =dz. A koordinata-valtozokhoz tartozd koordinata-
figgvények, g1 =1, gp=r, g3=1. A koordindta-tengelyek irdnydba mutato
egységvektorok pedig, €, , €, ;.

2.3. abra. Henger koordinata-rendszer és koordinata-valtozoi

A 2.4. abran egy gombi koordinata-rendszer lathatd, ahol a koordinata-valtozok
rendre az r, a gdmb sugara, a gdmb északi polusatol a hosszsagi koron valo elfordulas
9 szdge, valamint egy délkoron valo elfordulds ¢ szoge, azaz x; =r, xp =9,

X3 =@ .

9

—

2.4. abra. Gombi koordinata-rendszer és koordinata-valtozoi

A koordinata-tengelyek iranyaban torténd elmozdulasok esetén a megtett Utszakaszok,
ill. ivhosszak, ds; =dr, ds, =r-d$, ds3 =r-sin$-dgp . fgy a koordinata-valtozokhoz
tartozo koordinata-fiiggvények, gy =1, gp =7, g3 =7-sind. A koordinata-tengelyek

irdnyaba mutato egységvektorok pedig, e, eg, €.
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2.1.2. Vektor miiveletek

Leggyakrabban a Descartes koordinata-rendszert alkalmazasara keriil sor. A
2.5. abran a Ppont r helyzetvektora lathatd a Descartes koordinata-rendszerben, ahol a
helyzetvektor koordinata vetiiletei rendre x, y, z,

r=xey+ye, +ze;. (2.2)

2.5. abra. A P pont helyzete Descartes koordinata-rendszerben

Vektorokon alkalmazott linearis operaciok, a jelen esetben linearis miiveletek az
Osszeadas, a kivonas és az allandoval vald szorzas.

Legyen K és ry két helyzetvektor, a Descartes koordinata-rendszerbeli koordinata
vetiileteivel adott,

1 = X6y + 1€y + 2165,

(2.3)
Fz = X2éx + yzéy + Z2Ez~
(a) A 2.6. abran 1athatd a két helyzetvektor dsszege
F=H+p, (2.4)

X X2

2.6. abra. Két vektor Osszege
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azaz r vektor, amelyre az A +r) —r =0 Osszefuggés fennall, azaz az 1, r, ésa —Fr
vektorok zart haromszoget (tobb vektor esetén zart sokszoget) alkotnak (2.6. dbra). Az

eredd F vektor koordinita vetiiletei a komponensek koordindta vetiileteinek
Osszegeként adhatd meg

F=(x+x2)é+(ni+12)e, +(z1+22)e. . (2:5)

(b) A két helyzetvektor kiilonbsége az 1 és a —Fy vektorok Gsszege (2.7. dbra), azaz
ry +F =R milveletbdl a keresett r kiilonbozeti vektor

P -0 (2.6)

2.7. abra. Két vektor kiilonbsége

A kiilonbségi ¥ vektor koordinata vetiiletei a komponensek koordinata vetiileteinek
kiilonbségével a kovetkezo alakban fejezhetd ki

F=(x—x)ex+(ni—y2)eé, +(z1—22)e.. (2.7)

(¢) Az 1A helyzetvektornak valamely c¢ dllandéval valé szorzata a vektor
hosszanak, abszolit értékének a megndvelését (|c|>1), ill. csokkentését (|c|<l)

eredményezi,
F=ch =cxjex +cyjey, teze;. (2.3)

Ekkor a vektor abszolut értéke, a vektor hosszanak ¢ értékszeresére nd, ill. csokken

r= \/(cxl )2 + (cyl )2 + (czl )2 =cn. (2.9)

(d) Két vektor skaldris szorzata skaldris mennyiség. Az 1 és az ry vektorok

r = -ry skalaris szorzata a két vektor abszolut értékének és a két vektor éltal bezart
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kisebbik ¢ szdg koszinuszanak szorzataval kapott » =7 ) cose skaldris mennyiség,
(2.8. dbra)

A -7y = [ |F2] cosg . (2.10)

2.8. dabra. Két vektor skalaris szorzata

A skalaris szorzatok alkalmazasakor derékszogli koordinata-rendszerben két
egymassal parhuzamos egységvektor skalaris szorzata egységnyi skalaris értéket ad

eredményiil, figyelembe véve, hogy parhuzamos vektorok esetén a kdzbezart szog 0°,

amelyre cos0° =1, igy ezek skalaris szorzatara fennall a kdvetkezd dsszefiiggés,
e -e; =1, i=123. (2.11)

Két egymasra merdleges egységvektor skalaris szorzata nulla, figyelembe véve, hogy

egymasra merdleges vektorok kdzbezart szoge 90°, amelyre cos90° =0, azaz
élé] =0, iij, i,j=1,2,3. (212)

A fentieknek megfelelden a Descartes koordinata-rendszerben a parhuzamos
egységvektorok skalaris szorzatai egységnyi skalaris értéket eredményeznek, mig az
egymasra merdleges egységvektorok skaldris szorzatai nulla értéket adnak (2.9. abra)

.6 =1, &,-6,=1, & -6,=1,
v 2.13)

éy6,=0, é,¢,=0, & & =0.

2.9. abra. Egységvektorok skalaris szorzata
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Az r=n-ry vektorok skalaris szorzatanak eredménye a koordinata

komponensekkel is megadhato, figyelembe véve az egységvektorok skalaris szorzataira
vonatkozo Gsszefiiggéseket. igy az A - P, skaldris szorzat a kovetkez6 alakban irhatd

;"1 ‘;2 = (xléx +y15y +ZIEZ)~ (xzéx + yZEy + 22(?2) =X1Xp +V1y2 t2122 . (2.14)
Két vektor 1 -ry :|7'2||?]| cosg skalaris szorzata igy is értelmezhet6, mint az egyik
vektornak a masik vektorra esd vetiilete, |71| cosg, szorozva a masik r, vektor |;72|

hosszaval (2.10. abra).

fi|coso;

2.10. abra. Az 1| vektornak az Fy vektorra vonatkozo vetiilete

(e) Két vektor vektoridlis szorzata vektort eredményez. Az 1 és az ry vektorok
F =1 xry vektoridlis szorzatdnak azt a r vektort tekintjiik, amelynek az 7 sing
hosszlisdga az 1 és az r, vektorok altal kifeszitett paralelogramma tertiletével egyenld,
irAnya mer6leges mind az /4 mind az ¥, vektorra, olyan iranyitassal, hogy az 1, az ¥
és az r vektorok jobbsodrasti harmast alkotnak (2.11. dbra)

F=hxh, 1ixpk=eli||h|sing. (2.15)

2.11. dbra. Az R és az ry vektorok vektori szorzata
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Derékszogli  koordinata-rendszerben két egymasra merdleges egységvektor
vektoridlis szorzata a két vektor altal kifeszitett sikra merdleges, a sikhoz tartozo
normalis irdnylt egységvektort eredményez, figyelembe véve, hogy az egymadsra

merdleges vektorok kdzbezart szoge 90°, amelyre sin90° =1, azaz

El'XEj =ék, i#=j#k, 1,j,k=123. (2.16)

Két egymassal parhuzamos egységvektor vektori szorzata azonban azonosan nulla,

mivel az egységvektorok éltal bezart szog 0° , amelyre sin0° =0, azaz
6;xé;=0, i=123. (2.17)

A fentiek alapjan Descartes koordinata-rendszerben a parhuzamos egységvektorok
vektorialis szorzatai nullahosszsagi vektort eredményeznek, mig az egymadsra
merdleges egységvektorok vektorialis szorzatai mindkét vektorra merleges, egységnyi
hosszisagu, egységvektort adnak (2.12. abra),

exxe,=e;, e,xe;, =€, e,xex=¢
L - (2.18)
e, xe,. =0, e, xey =0, e,xe;=0.

2.12. abra. Egységvektorok vektorialis szorzata

Figyelembe véve az egységvektorok vektorialis szorzataira vonatkozd fenti
Osszefiiggéseket, két vektor vektori szorzata a vektorok koordinata komponenseivel is
kifejezhetd a kovetkezd determinans kiértékelésével

Axrn =Xy z1|=
(2.19)
X2 y2 2

=ex(viza — 2132 )€, (x122 — 2100 )+ € (132 — y1x2).
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A vektorok szorzatainak tulajdonsdgai koziil ki kell emelni a skalaris szorzat
kommutativ tulajdonsagat, mig meg kell jegyezni, hogy a vektorialis szorzat nem
kommutativ, azaz vektoridlis szorzat elemeinek felcserélése ugyanolyan nagysagu, de
ellenkezd irdnyt vektort eredményez,

R =0,

—

(2.20)
X ;2 = —;2 X ;"1

— 1

2.2. Tomegpont mozgastorvénye
2.2.1. A helyzetvektor és a palyagérbe kapcsolata

Az anyagi pont térbeli és id6beli helyzetvaltoztatasa az r (t) helyzetvektorral adhatd
meg, amely az anyagi pontnak az s(t) palyagorbén vald mozgasat, mozgastorvényét

irja le. A 2.13. abran egy altalanos ortogonalis (vonatkozasi) koordinata-rendszerben a
helyzetvektor és a palyagorbe kapcsolata lathato.

helyzetvektor 51

2. 13. dbra. A helyzetvektor és a palyagdrbe kapcsolata

A t=ty idopillanatban az ortogonalis koordinata-rendszerben a tdmegpont
pozicidjat az F (to ) =1 helyzetvektor adja meg, amely a palyagorbe s(to ) = s( pontjaba
mutat. A ¢=¢ idSpillanatban a tomegpont helyzetét az F(s)=# helyzetvektor
definialja, amely a palyagorbe s(t1 ) =s] pontjaba mutat. Altalanositva, az idé6 mulasaval
a tomegpont helyzetét az F(t) helyzetvektornak az s(t) palyagorbén vald elmozdulasa
jellemzi, azaz a helyzetvektor az

F(e)=F(s(t)) 2.21)
Osszetett fliggvénnyel adhaté meg.

Descartes koordinata-rendszerben a helyzetvektor alakja
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F(t)=ex(t)+ ey y(t)+e.z(), (2.22)
ahol x(r), y(r) és z(¢) a palyagorbe koordinata vetiiletei.
Henger koordindta-rendszerben az ¥(t) helyzetvektor a kovetkez alaku,
F(t)=eRR(t)+ enR(Jo(t) + €2(t), (2.23)

ahol R(r), ¢lt) és z(t) a helyzetvektor koordinata vetiiletei, amelyek természetesen az
idé mulésaval valtoznak.

A teljesség kedvéért a gombi koordinata-rendszerben is megadhat6 a helyzetvektor
pozicidja,

F(t)=égR(t)+ égR(t)9(t)+ e, R(¢)sin 9(¢)- lt), (2.24)

ahol R(t) a gomb sugara, R(t)9(t) a helyzetvektor végpontjanak a hosszisagi kéron
valo pozicidja, valamint az R(t)sin9(r)-¢ a helyzetvektornak a délkoron valéd
elhelyezkedése.

2.2.2. A palyagorbe gorbiileti sugara, a palya sikja és a binormalis

Az s(t) palyagorbén a ds palyaszakasz megtételekor a helyzetvektor az F(s)
pontbol dr értékkel elmozdul a palyaszakasz F(s+ds) pontjaba (2.14. dbra).

2.14. abra. A helyzetvektor megvaltozasa és a palyagorbén vald elmozdulas kapcsolata

Ekkor a helyzetvektor dr megvaltozasanak abszolut értéke, kis elmozduldsok esetén,
kozelithet6 a palyaszakasz mentén a ds elmozduléssal, azaz

dr ~ é,ds , (2.25)
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ahol e, a palyagorbe érintdje iranyaba mutaté egységvektor. Minthogy valamely vektor

megvaltozasanak iranydba mutatd egységvektor eldallithatd a vektor és a vektor
abszolut értékének hanyadosaval, tovabba figyelembe véve, hogy kis megvaltozasok
esetén a helyzetvektor megvaltozasanak abszolut értéke kozelithetd a palyaszakaszon az
elmozdulas hosszaval,

|dr| ~ ds , (2.26)
igy a palyagorbe érintdje iranyaba mutato egységvektor a kovetkezoképpen adhatd meg

. dr _dr

€y :Wzg (227)

Minthogy egy r vektornak 6nmagaval vett skalaris szorzata a vektor abszolut
értékének négyzetét eredményezi F-r :|7|2, igy a palyagdrbe érintd iranyu

egységvektoranak dnmagaval vett szorzata egységnyi értékii lesz
Et 'Et :1 . (228)

A palyaszakasz érint0 irany( egységvektoranak a palyaszakasz szerinti derivaltja (2.28)
felhasznalasaval allithaté eld, figyelembe véve, hogy a bal oldal derivaltja egyenld a
jobb oldal derivaltjaval,

Le-a)-0. (2:29)

A fenti dsszefiiggéseket felhasznalva

d . .\ dé . _ dé ..
—e;-e;)=—-e;, + e, - ——=2e
(l‘ t) ds t t ds t

de,
L=, 2.30
e (2.30)

ahonnan, az egymasra merdleges vektorok skalaris szorzata nulla Gsszefliggés
felhasznalasaval az adodik, hogy a palyagorbe érintd iranya e; egységvektora és a
palyagorbe érintd irdnyn egységvektornak a palyagorbe szerinti de;/ds derivaltja
mer6leges egymasra. A 2.15. dbrdn lathatd, a palyagorbe érintdjére merdleges
egységvektor a palyagorbe fonormdlisa,

dey S
&y =L e (de) 1 2.31)
de, ds |ds| p

ds
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ahol p a pdlya gorbiileti sugara, azaz a palyagérbéhez simulo kér sugara. A gorbiileti
sugar reciprok értéke pedig a palyagdrbe gorbiilete G=1/p .

gorbiileti sugar

2.15. abra. A palyagorbe, a gorbiileti sugar, a fénormalis és a binormalis vektorok

A palyagdrbe e, érint6-, és ¢, fénormalis irany(l egységvektorai meghatarozzak a
palya simuld sikjat, amelyet a sikra merdleges egységvektorral szokas megadni.
Figyelembe véve, hogy két egymasra merdleges egységvektor vektori szorzata
jobbsodrasu ortogonalis koordinata-rendszerben a harmadik koordinata irdnyaba mutatéd
egységvektort eredményezi, igy a palyagdrbe simulo sikjat a sikra merdleges iranyt
egységvektor, a binormdalis vektor adja meg

b=e¢ xe,. (2.32)
2.2.3. A tomegpont sebessége és a palyasebesség

A tomegpont elmozdulasa esetén a helyzetvektor a palyagdrbe pontjai mentén
mozog. Ha az F helyzetvektor a ¢ =¢] idOpillanatban a palyagérbe s; pontjaba mutat

(2.16. dbra)
t=1, sln)=s, Fls())=7., (2.33)

a t =ty idopillanatban a palyagorbe s, pontjaba mutat

t=1y, S(tz)zsz, f(s(tz))zf‘z, (2.34)

akkor a Af=ty —# idbintervallum alatt a helyzetvektor AF =r, —ry megvaltozasa

kovetkeztében a tomegpont kdzepes vagy atlagsebessége a helyzetvektor Ar iddegység
alatti AF megvaltozasabol



20 2. TOMEGPONT KINEMATIKAJA

<
Il

ﬂzu. (2.35)
At -4

2.16. abra. A helyzetvektor megvaltozasa, a sebesség ¢és a palyasebesség kapcsolata

A sebesség mértekegysége [m/s], kisebb, nagyobb egységeit az SI mértékegység
rendszernek megfelelden lehet szarmaztatni.
Ha a t, iddpillanat egyre kozelebb van a # iddpillanathoz, akkor a helyzetvektor

Ar megvaltozasa a palyagorbe £ idOpillanatbeli érint6jéhez tart, azaz a palyagorbe s;

pontjaban a #; iddpillanatbeli sebességet eredményezi,

- . h-n _dr -
vif)= lim =—I|/=p, =V]- 2.36
(1) o oy dr 1 (2.36)

Tehat az anyagi pont sebessége a helyzetvektor (mozgastorvény) idé szerinti

differencialhanyadosa, amelyet a rovidség kedvéért sokszor az r alakban szokas
megadni

a(t):d—;: F (2.37)

Figyelembe véve, hogy az r helyzetvektor végpontja az s palyagérbén mozog, azaz a
helyzetvektor id6beli valtozasat az ¥ (s(t)) Osszetett fliggvény irja le, igy az id6 szerinti

differencialasnal is figyelembe kell venni az osszetett fiiggvényre vonatkozo derivalasi
szabalyt, azaz

()= )G ) g (239)

Minthogy (2.27) szerint dr/ds=¢,, a palyagorbe érintd irdnya egységvektora,
ds/dt = v pedig a palyagdrbén valo elmozdulas sebességét, a pdlyasebességet adja, igy
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kijelenthetd, hogy a helyzetvektor (mozgastorvény) idészerinti differencidlhanyadosa a
pillanatnyi sebességet eredményezi, amely a palyagdrbe érintdje iranyaba mutat.

Kiilonb6zd  ortogonalis  koordinata-rendszerekben a sebesség koordinata
komponenseivel is megadhato.

Descartes koordinata-rendszerben, ahol a helyzetvektort (2.22) osszefiiggés szerint
az F =eyx+e€,y+e,z vektor irja le, a sebesség a kdvetkezbképpen adhatd meg

v=—S=ex(t)+ e, )+ é.2(), (2.39)
azaz az egyes koordinata-valtozok iranyaba mutatd sebesség komponensek

D50 v =E (). (240)

dx .
=g =0 vy a7 dt

T d

A sebességvektor a koordinata-tengely iranyti komponensek vektori ereddjeként adhato
meg, mig a sebesség nagysagat az eredd vektor abszolut értéke adja meg

v=v+v3+v2
Y (2.41)

Henger koordinata-rendszerben, ahol (2.23) 0Osszefiiggésnek megfelelden a
helyzetvektor az r=egR+e,Rp+e,z Osszefliggéssel adhaté meg, amelynek

iddszerinti differencialhanyadosa a kovetkezo lesz

‘_;:

a - - . .
—=¢epR+e,Rp+e,z, 2.42
g R phpre; (2.42)

azaz a koordinata-valtozok irdnyaba mutaté sebesség komponensek

dR(t)
VR 2%:R(t), vy =R

=Rolt), v, = dz—(;) =z2(t). (2.43)

dolt)
di

Gombi koordinata-rendszerben pedig a pillanatnyi sebességet a (2.24) szerinti
helyzetvektor id6 szerinti differencidlhdnyadosa adja,

y =

%:ERR+E‘9R9+E¢Rsin9-¢), (2.44)

azaz a koordinata-valtozok iranyaba mutat6 sebességkomponensek
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d—R—R(t), v =Rﬂ:R9(t), v(p:Rsing%:Rsin&(b. (2.45)

Vp = =
R dt g dt

2.2.4. A témegpont gyorsulasa és komponensei

Mikozben az r helyzetvektor a palyagorbe s(t) pontjai mentén mozog, és a
pillanatnyi sebesség a palyagorbe érintéje iranyadba mutat, a sebesség iddbeli
megvaltozasa a tomegpont gyorsuldsat eredményezi. Ha a ¢ =1 id6pillanatban az
?(tl)zfl helyzetvektor a palyagorbe s(tl):sl pontjaba mutat, ahol a tomegpont
pillanatnyi sebessége ?(tl):f:l, mikozben a =1, idépillanatban az F(ty)=r
helyzetvektor a palyagdrbe s(t2)2s2 pontjaba mutat, ahol a tdmegpont pillanatnyi
sebessége ?(Q)zﬁz lesz, akkor a Af=ty —¢# iddintervallum alatt a tomegpont
sebességének megvaltozasa a 2.17. dbrdnak megfeleléen Av =vy—v;, azaz a
tomegpont gyorsulasa a ¢5 iddpillanatban a kovetkezd

ii(tz) Av dv

= tim 2= . 2.46
Y dt‘t—tz 2 (2.46)

A gyorsulas mértékegysége [m/ sz], kisebb, nagyobb egységei az SI mértékegység
rendszer szabalyai szerint szdrmaztathatok.

2.17. abra. A sebességvaltozas és a gyorsulas kapcsolata

Tehat a tomegpont gyorsulasit a tomegpont sebességének iddszerinti
differencialhanyadosa adja. Figyelembe véve azt a tényt, hogy a sebesség a
helyzetvektor id6 szerinti differencialhanyadosa, igy a gyorsulas a helyzetvektor id6
szerinti masodik differencialhanyadosaval adhaté meg.

=== (2.47)
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A rovidség kedvéért a kovetkezo jelolést szokas alkalmazni,
a=v=r. (2.48)

A gyorsulasvektor komponenseinek meghatarozasahoz figyelembe kell venni, hogy
az F(s(¢)) helyzetvektor végpontja a palyagdrbe mentén mozog, valamint a ¥(s(z))
sebességvektor a palyagdrbe érintje iranyaba mutat. A sebességvektor iddbeli
megvaltozasa, a gyorsulds, egyrészt a palyasebesség megvaltozasabol, masrészt a
sebességvektor iranyanak megvaltozasabdl szarmazik, és igy a gyorsulds a kdvetkezd
(s(2)=€,(s(¢))s(c) osszetett fiiggvény idészerinti differencialhanyadosaként allithatd
eld,

lt)= ‘ﬁgst(t )_ dé’g(’))v(t)+ Ezd:;—(tt)~ (2.49)

Figyelembe véve, hogy a palyagorbe érintdjének a palyagorbe menti derivaltja (2.31)
szerint a gorbiileti sugarral normalt fonormalis vektort eredményezi, mig a palyagdrbe
iddszerinti derivaltja (2.38) felhasznalasaval a palyamenti sebesség,

de,(s(0)) _ de,(s(t) ds(e) _éy - (2.50)
dt ds dt P

A fenti 6sszefiiggések figyelembevételével a (2.49) osszefiiggéssel adddod gyorsulas
két vektorkomponensbdl all,

a(t)="y2 +et%:Enan +ésa;, (2.51)

ahol a palyagorbe érintdje irdnyaba mutatod

a; = Etat = étV N (252)

a sebességvektor abszolut értékének megvaltozasabdl szarmazo tangencialis, vagy
palyamenti gyorsulds, mikozben a gyorsulds fénormalis irdnyt 0sszetevojét, a normdlis
iranyu gyorsulast

i, =é,a, =12 (2.53)
P

a sebességvektor irdnyvaltozasa hozza létre. A gyorsulasvektor nagysaga a fonormalis
¢és az érintdiranyu gyorsuldskomponensekbdl képzett vektor hossza, azaz
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a=+la3 +a? . (2.54)

A gyorsuldsvektor a palyagorbe simuld sikjaban fekszik, azaz binormalis iranyu
komponense nincs (2.15. dbra). Ennek igazolasahoz figyelembe kell venni, hogy az
egymasra merdleges vektorok skalaris szorzata nulla, valamint a binormalis vektor
(2.32) alakjat,

i b=(e,a,+éa;) (é,xé,)=0. (2.55)

Felhasznalva a skalaris és vektorialis szorzatok ciklikussadgara vonatkozd

Z-(xv)=ii-(Gxz)=v-(7xu) (2.56)
Osszefiiggést,
Q-b=aye,- (¢ xe,)+ae -(éxé,), (2.57)

és figyelembe véve, hogy egy vektornak 6nmagaval vald vektori szorzata mindig nulla,

a-b=ayé (é,xé,)+ae, (éxé)=0, (2.58)
belathato, hogy a gyorsulasvektor a palyagorbe sikjaban fekszik.
2.2.5. A foronomiai gorbék és a hodograf

A elozd fejezetekben a tomegpont mozgastorvényének analizisére, a
mozgastorvények matematikai megfogalmazasara keriilt sor. A kovetkezokben az
inverz kapcsolat, az ismert gyorsulas okozta sebesség, valamint az ismert sebességgel
megtett Ut meghatarozasara keriil sor. A tomegpont mozgasat szemléltetd
karakterisztikakat foronomiai gorbék néven, a sebességvektorra vonatkozd diagramot
hodogrdf néven ismeri a szakmai irodalom.

A sebesség és a gyorsulds kozti inverz kapcsolat elééllitasahoz ha az a = dv/dt

gyorsulas esetén a ¢ iddpillanatbeli sebesség a mozgas ¢ =—o kezdeti idépontjatol a
jelen ¢ id6pontig tartd integralas alkalmazasaval hatarozhaté meg. A (2.47) 6sszefliggés
mindkét oldalat integralva, és az idStartamot a megfigyelés ¢ =¢#( pillanat el6tti és utani
idGintervallumokra bontva,

t i t
v()= [d(r)dr= Ja(c)dr+ [a(c)dr, (2.59)

t=—00 t=—0o0 1=t
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valamint figyelembe véve, hogy a jobb oldalon allo els6 tag a kezdeti érték, a
megfigyelés kezdetén a tomegpont el6z0 iddintervallumi mozgasabol szarmazod
végsebessége

Ja(e)dr =v(tg) =¥, (2.60)

amelynek figyelembevételével a 2.18. abran lathatd gyorsulas - id6 diagram gorbe alatti
teriilete a sebesség

V(1) =7y + fd(f)dr : (2.61)

1=t

A megtett it és a sebesség kozti inverz kapcsolat a (2.37) Osszefliggésbol, a
v = dr/dt kifejezés mindkét oldaldnak id8szerinti integralasaval hatarozhatd meg. A
t=

—o kezdeti id6ponttdl a jelen ¢ idOpontig tartd idétartamot a megfigyelés ¢ =¢
pillanat el6tti és utani idéintervallumokra bontva a helyzetvektor

t i t
)= [v(e)dr= [¥(c)dr+ [v(c)dr. (2.62)
t=—00 t=—00 1=ty

Az el6zd kifejezés jobb oldalan allo els6é tag a tomegpont helyzetét megadd, a
—o <t <tg idintervallumi mozgasabdl szarmazo helyzetvektor pozicidja, kiindulasi

értéke

1
#io)= [5(e)dr =7, (2.63)

t=—0

és ezzel a tdmegpont mozgasat megado helyzetvektor pozicidja

F(t)=ry + fa(r)dr. (2.64)
t=t(

A foronomiai gorbék keretében a palyagyorsulas - id6 karakterisztika a 2.18. dbran,
a palyasebesség - id6 karakterisztika a 2.19. dbrdn, a menetabra a 2.20. abran lathatok.
A sebesség - gyorsulas kapcsolatot abrazolo hodograf és a palyadiagram a 2.21. abran
lathato.
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1 a(e)im/s2]

a(t)

t[s]

2.18. abra. Palyagyorsulas - id6 karakterisztika

v(t)[m/s]

v(t)

tls]

2.19. abra. Palyasebesség - id6 karakterisztika

2.20. dbra. A tomegpont mozgasanak menetabraja

2.21. abra. A sebesség - gyorsulas kapcsolatot leird hodograf és a helyzetvektor - sebesség
kapcsolatot leird palyadiagram
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2.3. Tomegpont specialis mozgasa
2.3.1. Egyenes vonalii egyenletes mozgas

Egyenes vonali egyenletes mozgas akkor jon létre, ha a tdmegpont ﬁ(z) gyorsulasa
nulla, a i(t) sebesség iranya és nagysaga allando, és a palyagdrbe p gorbiileti sugara
végtelen nagy,

a(t)=0, v(t)>v=4all, p—>w. (2.65)

Ha a tomegpont a megfigyelés kezdetén, a ¢=0 iddpillanatban a palyagdrbe s

pontjabol allo helyzetbdl indul v allandé kezddsebességgel, akkor ¢ iddintervallum
alatt a palyagorbe s pontjaba jut. A valtozok szétvalasztasaval mindkét oldalt
integralva

ds s t
7 ds=v-dt, [ds=s—sg=[v-dt=vt

50 0 , (2.66)

tehat az 4allando sebességgel mozgd tomegpont mozgastérvényét a kovetkezo
Osszefliggés irja le

§=50+vt (2.67)

Az egyenes vonalu egyenletes mozgas forondmiai gorbéi, a sebesség - id6 diagramja a
2.22. abran, a megtett ut - 16 diagramja a 2.23. abran lathato.

2.3.2. Egyenes vonalu egyenletesen gyorsulo mozgas

Egyenes vonali egyenletesen gyorsulé mozgas esetén a gyorsulasnak a palyagorbére
merdleges komponense nulla és a palyamenti gyorsulds allando,

a,=0, alt)=aé,, a=all. (2.68)

Ha a tomegpont a megfigyelés kezdetén, a ¢=0 iddpillanatban a palyagorbe
s( =0)=s( pontjabol, v(t =0)=v( kezdésebességgel indul, akkor ¢ idSintervallum
alatt v sebességre gyorsul/lassul, mikozben a palyagorbe s pontjaba jut. A sebesség -

gyorsulas kapcsolatbol a valtozok szétvalasztasaval és mindkét oldalt integralva az
id6intervallum végén a tomegpont sebessége a kovetkezo
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v(¢)[m/s)

t[s]

2.22. abra. Egyenes vonalu egyenletes mozgas sebesség - id6 diagramja

[ 5(¢)[m] s@)m]  So#0

so=0 5o + vt
}w

50
ts] ts]

2.23. abra. Egyenes vonalu egyenletes mozgas Ut - id6 diagramja

v t
azﬂ, [dv=v-vy=|a-dt=at, v(t)=vy+at. (2.69)

a’ 0

A ¢t idGintervallum alatt megtett Ut a valtozok szétvalasztasa és mindkét oldal
integralasa utan

¢ ¢
v(t)= ds(t)’ Tvds =s—50= jv(r)-dr = j(vo +ar)'dz' =vot+£t2 , (2.70)
s =80 + Vot +%t2 . (2.71)

Figyelembe véve, hogy a gyorsulé mozgas ideje ¢ = (v -V )/ a, némi rendezés utan a
megtett Ut a kdvetkezd alakkal is megadhato

2
5 =50 + Vo v—avo +%[v_av0) ,
2.72)

2_,2
1 ve—vh

S=SO+E P
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Az egyenes vonalu egyenletesen gyorsulé mozgas foronomiai gorbéi, a gyorsulas - id6
diagramja a 2.24. dbran, a sebesség - id6 diagramja a 2.25. abrdn, a megtett ut - ido
diagramja a 2.26. abran lathato.

Ya(t)[m/s2]

a

v=at
ts]

t

2.24. abra. Egyenes vonalu egyenletesen gyorsulé mozgas gyorsulas - id6 diagramja

1 v(t)[ma"s| vo =0 1 v(r)[m;"s| sl
at 312/2 v +at
at?/2 o Vo
tls] Vot 11s]
t i t ]

2.25. abra. Egyenes vonall egyenletesen gyorsuld mozgas sebesség - id6 diagramja

Fs@)Im] sg=0 s(O)im]
85 * 0
vol +at?/2

2."
} at=/2 S0
ts] Yso t1s)

t t

2.26. abra. Egyenes vonalu egyenletesen gyorsulé mozgas ut - id6 diagramja
2.3.3. Hajitas

A Fold felszin kdzelében nem nagy magassagban a tomegvonzasbdl szdrmazd
g =9,80552m/s2 alland6 értékii gyorsulassal, a gravitacio hatasara fellépd mozgasokat
a hajitas témakorébe szokas sorolni. A gyakorlati szamitasokban a foldi nehézségi
gyorsuldas g ~9,81m/s2 értékkel kozelithet, és fiiggdlegesen lefelé iranytnak

tekinthetd. A hajitds egy egyenes vonalll egyenletes mozgas és egy egyenletesen
gyorsuldé mozgas ereddjeként adodik.
Ha a tomegpont mozgasanak megfigyelése a ¢ =17y iddpillanatban az F(to):FO

helyzetvektorral adott pontbol indul ¥(tg)=1vy kezdSsebességgel és @ = g =all. foldi
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nehézségi gyorsulassal, akkor a 7-edik iddpillanatban a dv/dr =g alapdsszefiiggés

felhasznalasaval, a valtozok szétvalasztasaval és mindkét oldal integralasaval

v o t_ ﬂ
[dv =v—vo = [gdr =g(t—1g), (2.73)
Y0 )
hajitas esetén a sebességvektor a kovetkezOképpen hatarozhatdo meg
(2.74)

l_;:lj() +,§(t—t0).

A sebesség alakulasa, a hodograf diagram, az x-—z koordinata-rendszerben a

2.27. abran lathato.

2.27. abra. Hajitas sebesség diagramja, hodografja

A pélyagdrbe pontjaihoz tartozd helyzetvektor a dr/di=v  Osszefiiggés
felhasznalasaval és (2.74) figyelembevételével, majd a valtozok szétvalasztisaval és
mindkét oldal integralasaval a kdvetkezo kifejezés kiértékelésével hatarozhatdé meg

(2.75)

dr = [vodr+ [g(r—19)dz .
i i

Ste—~y

Helyettesitéses integralast alkalmazva, 7 -ty =x Uj integralasi véaltozo bevezetésekor
az integralast dr =dx valtozora kiértékelve, és az also hatar 7 =13, x =0 valamint a

fels6 hatar , 7 =¢, x =¢—1ty bevezetésével (2.75) a kovetkezd lesz

v i}
[dF =F =¥y =vo(t—19)+ [ g xdx, (2.76)
7 0

crer
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2
i"=ﬂo +\70(t—to)+§(t_%). 2.77)

Ekkor a pélyagorbe egy, a g gyorsulasvektorral parhuzamos tengely(i parabola lesz,
ahogy az a 2.28. dbrdn lathato.

2.28. abra. Hajitas palyagorbéje és palyavektora

(a) Szabadesés esetén a ty =0 pillanatban z =0 helyzetbdl, vy =0 kezddsebesség

nélkiil g nehézségi gyorsulassal fiiggélegesen lefelé indul a szabadon esd tomegpont
(2.29. abra).

i ﬂ=0 v, U=0 =0

2.29. abra. Kezd6sebesség nélkiili szabadesés

Ekkor ¢ id6 mulva (2.74) Osszefiiggés szerint a fliiggéleges sebessége v=gt lesz, a
fliggblegesen megtett Ut (2.77) szerint h = gt? / 2. A h utszakasz megtételéhez
sziikséges id6 ¢ = \/% , a h Ut megtétele utan a sebessége v = gt = \/E értéket ér
el. A kezddsebesség nélkiil induld szabadesés foronomiai gorbéi a 2.30. dbran lathatok.

(b) A vizszintes hajitas egy figgdleges irdnyt gyorsuldé mozgés és egy vizszintes
irdnyu egyenletes sebességli mozgés ereddje. Ekkor a z =0 helyen v, =v( vizszintes
iranyu kezddsebességgel a, =g fliggbleges iranyu gyorsulassal indul a tdmegpont
mozgasa (2.31 abra). t id6 elteltével vizszintes iranyban a tdmegpont gyorsulasa
tovabbra is nulla a, =0, a vizszintes iranyl sebessége nem valtozik v, =vp, a
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vizszintes iranyu elmozduldsa pedig s =vgt lesz. Fiigg6leges iranyban ¢ id6 elteltével
a témegpont gyorsuldsa a, = g =9,81m/s2 foldi nehézségi gyorsulés lesz, amellyel az

eltelt id6 alatt v, = gt sebességre gyorsul fel a & = gt2 / 2 utszakasz megtétele utan. A
t -edik iddpillanatban a tdmegpont sebességének nagysaga a sebesség-komponensek

vektori ereddjének abszolut értékébdl v = wlv)zc +v2 lesz, mikdzben a sebességvektor

irdnya tga =v, /v, Osszefliggésbdl hatarozhatod meg.

tgm/s2)

2=9,81m/s2

v=gt t[s]

v(t)[m/s]
fr [m]
v=gt :
h=gt?)2
h=g2/2 (] ts]

2.30. abra. Kezdésebesség nélkiili szabadesés foronomiai gorbéi

Vo =Vx

g “‘“‘\ X
S k

Y

Al

hY

hY
v Va
s N

/o
A v i X
Z Vv

2.31. abra. Vizszintes hajitas palyagorbéje

(¢) Ferde hajitdas esetén a 2.32. dbrdn lathatdo mdédon ¢ =0 pillanatban elhajitott
tomegpont v kezddsebessége o szoget zar be a vizszintes felszinnel.

Ekkor a kezddsebesség vizszintes és fliggdleges komponensei a sebességvektor
vetiileteibdl hatarozhatok meg, vo, =vgcosa, vo, =vgsina. A 2.32. abran lathato
koordinata-rendszerben a ¢=0 pillanatban, a mozgds induldsakor a tomegpont
vizszintes iranyu gyorsuldsa nulla a, =0, fliggdleges irdnyu gyorsuldsa pedig negativ
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a,=—g.Az x=0, z=0 kezdSpontbol indul6 ferde hajitas vizszintes és fiiggdleges

kezddsebességei v —voy, v, =V(; .

I x
| ]
Vi } P
# 2
vy, Vix ¥
' & % h =
4 max
4 Z| \
Vire \
0z o . \ ¥
Yox s

2.32. abra. A ferde hajitas palyagoérbéje és sebességviszonyai

t =11 1d9 elteltével a vizszintes és fliggdleges gyorsulasok értéke nem valtozik, a, =0,
a, =—g . A tdmegpont vizszintes irdnyban egyenes vonali egyenletes sebességgel
mozog Vi =Voy =Vocosa , fliggbleges iranyl sebessége azonban a nehézségi
gyorsulassal modosul, v, =vy, —gf] =vgsina — gf;. A tdmegpont ¢ =¢; pillanatbeli
sebessége a sebességkomponensek vektori ereddjének abszolut értéke vy = 1lvlzx + V12z .
A vizszintes irdnyl elmozdulds értéke x| =v,#; =vg-cosa -1, a fiiggbleges iranyl
elmozdulas pedig z) = vg,1 —gt12/2 =vgp-sina-t)—g- t12/2 .

A tdmegpont fliggdleges iranyban mindaddig a /y,,x magassagig emelkedik, amig

fliggbleges iranyt sebessége nulla nem lesz, azaz egy pillanatra megall
V, =V05 — Glem =V Sina — glep, =0 . Ekkor az emelkedés ideje 7., =v(, /g . Ez alatt

az id6 alatt az emelkedés maximalis magassiga Fax = Vozlem — Lo /2. Az
emelkedés idejét figyelembe véve, ez a magassag /fyax = v(%z /Zg. A tdmegpont az

emelkedés maximalis magassagat elérve egy pillanatra megall, majd kezddsebesség
nélkiil a nehézségi gyorsulassal szabadesésbe kezd. A siillyedés ideje a kdvetkezd

Osszefliggésbdl hatdrozhatd meg hyay = gtg /2 = v(%z /Zg , ahonnan a siillyedés ideje

megegyezik az emelkedés idejével, azaz ¢, = 1Iv(%z / g2 =, /g =tem . A talajra valo
visszagrkezéskor a tomegpont fliggbleges iranyl sebessége vy = gls =V

megegyezik a z-irdnytl kezdOsebességgel. A tomegpont teljes repiilési ideje
lrep =lem +1s = 2tem = 2v0; /g . A repiilési id6 alatt a tomegpont vizszintes iranyban

egyenes vonall egyenletes mozgassal mozog, a vizszintesen megtett 1t
S =Voxtrep = Vox -2v0z/g =2vgcosa -vysina/g . Figyelembe véve a 2a szog

szinuszara vonatkozo Osszefiiggést (sin 2« = 2sin @ cos «¢ ), a vizszintesen megtett it
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s = vg sin 2a / g . A becsapddas pillanataban a tdmegpont sebessége a sebességvektor

, gk o 2 2 _ [.2 2 s
abszolut  eértéke  vygo = \/vzvég + Vi —\/voz +vg, . azaz a ferde hajitas

kezdGsebességével érkezik meg a talajra. Némi szamolds utan belathatd, hogy
becsapdodaskor a sebesség iranya éppen « szoget zar be a vizszintes irannyal.

2.3.4. Mozgas gorbe vonalu sikpalyan, kérmozgds

Koérmozgas esetén a tomegpont helyzetvektora olyan sikgdrbén mozog, amelynek a
gorbiileti sugara allando, p =R, (2.33. dbra)

P = Re,(olr)), 2.78)

ahol R akor sugara, és a sugar iranyaba mutato e, ((p(t)) egységvektor helyzetét az x -
tengelytdl valo elfordulas (o(t) szoge hatarozza meg. Kis szogelfordulas esetén
mikdzben a tomegpont a korpalya palyagdrbéjén

ds(t)= Rdo(t) (2.79)

ivhosszusagot fut be, a tdomegpont helyzetvektoranak megvaltozasa ezzel az
ivhosszsaggal kozelithetd

dr(t)=F(t +dt)—F(t)~ ds é,(t) = R dop(t)é, ¢). (2.80)

2.33. abra. Korpalyan valé mozgas sebessége ¢€s szogsebessége

A tomegpont sebessége a helyzetvektor idd szerinti derivaltja, azaz

H(s(0)=i(s0) = T B g, Rdo g, 2.81)
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Bevezetve az cu[rad/s] szogsebességet, mint a szogelfordulas 1d6 szerinti
megvaltozasat/derivaltjat,

0=22_; (2.82)

kormozgas esetén a tomegpont sebessége

¥(s(t) =é R0, (2.83)
az elfordulas E(p iranyaba (a korpalya érint6 iranyaba) mutato vektor

v=Rw (2.84)

a kertileti v. palyasebességgel.
Figyelembe véve, hogy henger koordinata-rendszerben a ¢ -iranya é(/,

egységvektor megadhato a masik két egységvektor vektori szorzataként,
€p= e, xe,, (2.85)

amelyet figyelembe véve, a k6rmozgas sebessége

W(s(t)=Rwé, =weé, xRé, =dxF, (2.86)

ahol az ¥ = Re, a korpalya sugara iranyidba mutatd R hossz(sagl vektor, mig az
o =wme, szogsebesség vektora a korpalya sikjara mer6leges, a forgastengely iranyaba,
a binormalis irdnyaba mutatd @ nagysagu vektor, ahogy az a 2.33. dabran lathato.

Koérmozgas esetén a tomegpont gyorsuldsa a sebességvektor i1d6 szerinti
megvaltozasaval, id6 szerinti differencialjaval (2.48) hatarozhaté meg,

i) =)= dflgf) . 2.87)

Figyelembe véve a kormozgas sebességének (2.86) alakjat és az id6 szerinti
differencialést a szorzatfiiggvény derivalasi szabalya szerint kiértékelve, a gyorsulas két
tagbdl all

a(t):i(@xf)=¢3xf+@x?. (2.88)
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A fenti kifejezés utolso két tagjat tagonként kiértékelve az ox7 els tagban bevezetve
a szoggyorsulast, mint a szogsebesség 1d6 szerinti derivaltjat

&(t)=alr)=(t), (2.89)

az wxr vektor

+ - do._ - R
OXF=——
t

é,xRé. =Rp(é,xé,)=Re €p=d, =dy, (2.90)
az érint6 iranyu a, gyorsulas komponenst eredményezi, ahol az érint6 irdanyt gyorsulas
nagysaga

a;=Re=Ro=R¢p. (2.91)

A vektorialis irasmodot alkalmazva és figyelembe véve, hogy

é(t)= ()= alt)e,, (2.92)
a szOggyorsulas ugyancsak a korpalya sikjara merdleges forgastengely iranyaba, a

binormalis iranyaba mutatd vektor lesz, igy az érintd irany( gyorsulas, amely a
szOgsebesség megvaltozasabol szarmazik a kovetkezd

4, =xF=E€xF, a,=Re. (2.93)

A gyorsulas (2.87) kifejezésének masodik OXF tagjaban figyelembe véve, hogy
(2.86) szerint a helyzetvektor id0 szerinti derivaltja a kormozgads sebessége

F=v=wxr, tovabba felhasznilva a kétszeres vektori szorzat kiértékelésére
vonatkozd 6sszefliggést

ux(xz)=(-z)v—(u-v)z, (2.94)
(2.88) jobb oldalan 4ll6 masodik tag a kovetkezo lesz
oxr=ox(@xr)=(0-F)d—(d-&)-F. (2.95)

Minthogy a szdgsebesség €s a sugar iranyt vektor merSleges egymasra, igy (2.95)
jobboldalan 4llo els6 tag nulla, mig a masodik tagban a szdogsebesség vektornak
onmagaval valo skalaris szorzata a vektor abszolut értékének négyzetét adja, igy
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&xF =@ -F = -02Ré, =02 =i, (2.96)

azaz a palyagdrbére merdleges iranyu, a sebesség iranyanak megvaltozasabodl szarmazo
normalis iranyu, centripetdlis gyorsulas komponenshez vezet.

Tehat kormozgas esetén a gyorsulasnak két komponense van; egy, a szogsebesség
megvaltozasabol szarmazod érint6 iranyu gyorsulds és egy, a sebesség vektor iranyanak
megvaltozasabol szarmazé normalis iranyl vagy centripetalis gyorsulas Iép fel
(2.34. dbra)

d; = OXF =& xF =R &, (2.97)

2.34. abra. Kormozgas gyorsulasai

(a) Egyenletesen gyorsulo kormozgasnal az érintd iranya szoggyorsulds allando,

s

szogsebességgel indul egy tomegpont, akkor ¢ id6 mulva a szogsebesség o =wg + &t

lesz, a pozicidja ¢ = @y + oot + £ 12 / 2 . Egyenletes szoggyorsulds esetén, a tomegpont

korpalyan valdé mozgashoz tartozd foronomiai gorbék nagyon hasonloak az alladod
gyorsulassal torténd egyenes vonald mozgas kinematikai gdrbéihez, ahogy az a
2.35. abran lathato.

(b) Egyenletes kérmozgas allandd szogsebességgel valod forgast jelent. Minthogy
o =4all. esetén a kdrmozgas palyasebessége is allandd, v=Rw , ekkor nem 1ép fel
palya iranyl, tangencialis vagy szoggyorsulds & =0, azonban a sebességvektor
iranyanak megvaltozasa miatt allandd nagysagl, normalis irdnyll vagy centripetalis
gyorsulas megfigyelheté @, =—Rw? =-vo =—w? / R . Egyenletes kozmozgasnal egy
teljes korilfordulas ideje a T peridodusidd, azaz az T =2z Osszefiiggésbol a
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periddusidé T =27z/w, T[s], a masodpercenkénti keringések szdma a kozmozgs

frekvencigja [ =1/T =w/27z,[f0rd/s], a percenkénti fordulatok szama pedig a

fordulatszam, n =60 f = 60/T = 60 /2x, [ford/perc].
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®gt

ogytet
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2.35. dbra. Allando szoggyorsulast kérmozgas kinematikai diagramjai

2.3.5. Mozgas térgorbén

Altaldban a mozgis a haromdimenziés térben zajlik, ezért a mozgastorvényeket
térbeli mozgasokra szokas megfogalmazni. Ilyen térbeli mozgast eredményez pl. egy
tomegpontnak egy allandé menetemelkedésli csavarvonal mentén térténé elmozdulasa
(egy henger palastjan torténd mozgasa). Ez a mozgas egy sikbeli kdrmozgas és egy
haladé mozgas eredéjeként tekinthetd (2.36. dbra).

2.36. dbra. Tomegpont palyaja allandé menetemelkedésii csavarvonal mentén

A tomegpont szogelfordulasa w = all. szogsebességgel valé mozgaskor

olt)=ot,

(2.98)
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a palyagorbén, a csavarvonal mentén mozgo helyzetvektor végpontjanak pozicidja az

¥ =Ré,.(t)+ %)héz (2.99)

mozgasegyenlettel adhatdé meg. A menetemelkedés szoge (2.37. dbra)

ga=———. 2.100
8o =~ (2.100)

h

et I

_—a] }
Ro | vhossz
2Rm
2.37. abra. A csavarvonal mentén torténé mozgas sikba kiteritett képe

A csavarvonal mentén mozgd tomegpont sebessége

6=7:Rd"r(’)+i@éz. (2.101)

Figyelembe véve, hogy deé,.(t)/dt = ®ép , tovibba dp/dt =, a csavarvonal mentén

torténd mozgas sebessége a kovetkezd alakban adhaté meg,

- - h - -

v =Ra)e¢,+Ea)ez =Vpeyp +Vze;, (2.102)
ahol a henger palastjan valé érintd iranya palyasebesség v, = Rw , mig a henger
paldstjan a henger tengelyével parhuzamos irdnyt sebesség v, = hao/2r .

2.4. Feladatok, tomegpont kinematikaja
2.4.1. Feladat
Egy részecske helyzetének idofiiggését az x(t):3t3 [m], #[s] palyagorbe irja le,

amint a =0 iddpillanatban az origobol indulva a pozitiv x -tengely mentén mozog.
Hatarozza meg a részecske v(t) sebességének és alf) gyorsuldsanak id6beli valtozasat.
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Megoldas

A palyasebesség a palyagorbe idé szerinti derivéltja, v(r)=d (3t3)/ dt =92 [m/s], a
gyorsulds a palyasebesség id6 szerinti derivaltja, azaz a(t)=d (9t2 )/ dt =18¢[m/s2].

2.4.2. Feladat

Egy felfelé dobott labda helyzetét a z =7¢ —5¢t2 palyagorbe irja le, ahol a tavolsag
méterben, az id0 masodpercben adott. Hatarozza meg a labda v sebességét és a
gyorsulasat a £ =0, valamint a ¢ =1,26 s idépillanatokban.

Megoldas
Figyelembe véve a mozgasegyenlet altalanos alakjat z =z +v0t+at2/2 és
Osszehasonlitva a megadott mozgasegyenlettel, a labda a zp =0 poziciobdl indul,

kezdSsebessége v =7m/s, gyorsulasa a=-10m/s2, lefelé mutats. Sebessége a
t=126s idopillanatban pedig az v=vg-+at Osszefliggés felhasznalasaval
y=7-10-1,26 = -5,6 m/s szintén lefelé mutatd lesz.

2.4.3. Feladat

Egy tomegpont fiiggdleges helyzetét a z =3+ 9¢ —25¢2 palyagorbe irja le, ahol a
tavolsag méterben, az id6 masodpercben adott. Hatirozza meg a tdmegpont v
sebességét és a gyorsulasata ¢t =0, valamint a ¢ = 2,12 s iddpillanatokban.

Megoldas
Az el6z6 feladat megoldasa alapjan a tdmegpont zp=3m poziciobol indul,

vo =9m/s felfelé iranyuld kezddsebességgel és a=-50m/s2 lefelé mutato
gyorsuldssal. A ¢=2,12s iddpillanatban a tdmegpont sebessége v =vqg +at =-97 m/s

lefelé mutato lesz, mikozben z =3+9-2,12-25-2,122 =-90,28 m mélyre siillyed.
2.4.4. Feladat

Vizsgalja meg, hogy valtozhat-e egy tomegpont sebessége gy, hogy a sebesség
nagysaga alland6 marad.

Megoldas

Minthogy a sebesség vektor mennyiség, azaz irdnya és nagysaga van, igy ha a
sebesség nagysaga nem valtozik, akkor a mozgas iranyvaltozasabol szarmazik a
sebesség megvaltozasa.
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2.4.5. Feladat

Milyen mozgast végez az a teherautd, amely gyorsul, de sebességének nagysaga se
nem no, se nem csokken.

Megoldas

Az eléz6 feladat alapjan, minthogy a sebesség vektor mennyiség, azaz iranya ¢€s
nagysdga van, igy ha a sebesség nagysiga nem valtozik, akkor a sebesség
iranyvaltozasabol szarmazik a gyorsulas, amely szintén vektor mennyiség. Tehat a
valasz, minthogy a sebességvaltozas allando, a jarmi kérmozgast végez.

2.4.6. Feladat

Egy 15 m magas torony tetejér6l 3,2 kg tomegl tdmegpontot kezddsebesség nélkiil

elengednek. Hatarozza meg, mennyi idé mulva és mekkora sebességgel érkezik meg a
tomegpont a torony tovébe.

Megoldas

A torony tetejér6l a tomegpont szabadon esik g=9,81m/s2 gyorsulassal, a

magassag h=gr2/2 kifejezésébdl az esés ideje 1 =42h/g =4/30/9,81 =1,7487s, a
becsapodas sebessége egyrészt a sebesség - gyorsulas v =gt kapcsolatabol,
v=9.81-1,7487 =17,1552 m/s , masrészt némi rendezés utdn a magassag - sebesség

kifejezésére kapott h= v2/2g kapcsolatbol v =,/2gh =4/30-9,81 =17,1552 m/s
ugyanarra az eredményre vezet.

2.4.7. Feladat

Egy nyugalombol indulé 1,5kg tomegii tégla a gravitacids erd hatasara szabadon
esik. Hatarozza meg, mekkora lesz a tégla sebessége 2 m tdvolsdg megtétele utan.

Megoldas

A kezdOsebesség nélkill szabadon esé tomegpont sebesség - megtett Ut kozotti
h:v2/2g kapcsolatot  felhasznalva a  szabadon es6 test sebessége

v=4/2gh =6,2642 m/s lesz.
2.4.8. Feladat

Egy asztronauta leejt egy kalapacsot a Holdon ( g,z = 1,62 m/s2), amely 1,555
alatt ér a talajra. Hatarozza meg a kalapacs végsebességét.
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Megoldas

A kalapacs végsebessége v =g gt =1,62-1,55=2,5110m/s lesz.
2.4.9. Feladat

Egy robot leejt egy kddarabot a Marson ( g7, = 3,69 m/s2 ). A kddarab 1,2's alatt
ér a talajra. Hatarozza meg a kédarab becsapodasi sebességét.

Megoldas

A kddarab becsapodasi sebessége v = gyt = 3,69 1,2 =4,4280 m/s lesz.

2.4.10. Feladat

Harom varos egy egyenld oldald haromszog cstcspontjaiban (A, B, C)
helyezkednek el. Két autd kozlekedik az A — B — C 1utvonalon. Andras autdja az
A — B varosok kozotti utat allandd 60 km/h sebességgel, majd a B — C varosok
kozti utat 90km/h allandd sebességgel teszi meg. Béla autéja az A —>B—>C
utvonalon végig 70km/h sebességgel halad. Hatirozza meg, melyik autd atlagos
sebessége nagyobb az A — B — C utvonalon.

Megoldds

Andras autja az A — B varosok kozotti utat 7 =1/60h id6 alatt, a B—C
varosok kozti utat 7 =1/90h id8 alatt teszi meg. Az A —>B—C ftvonal
megtételéhez sziikséges id6 ¢=1 +1p =1/60+1/90=0,0278h, az atlagsebessége
v4 =2/(1/60+1/90) =72 km/h = 20 m/s . Béla autdja végig azonos sebességgel halad,
vp =70km/h =19,4444 m/s , igy Andras autdja halad nagyobb atlagsebességgel.

2.4.11. Feladat

Harom varos egy egyenld oldali haromszdog csucspontjaiban (A, B, C)
helyezkednek el. Két autd kozlekedik az A — B — C uatvonalon. Az egyik autd az
A — B varosok kozotti utat allandd 60 km/h sebességgel, majd a B — C varosok
kozti utat 100 km/h allando sebességgel teszi meg, mig a masik auté6 az A ->B — C
utvonalon végig 80km/h sebességgel halad. Hatarozza meg, melyik autd atlagos
sebessége nagyobb az A — B — C utvonalon.

Megoldas

Az el6z6 feladat alapjan az egyik auto atlagsebessége
v; =2/(1/60 +1/100)= 75 km/h = 20,8333 m/s, a masik autd atlagsebessége
vy =80 km/h = 22,2222 m/s nagyobb, mint az elsd auto atlagsebessége.
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2.4.12. Feladat

Az autdk miiszaki vizsgdjan a kovetelmény, hogy fékezéskor a lassitds legalabb

6m/s2 legyen. Hatirozza meg, hogy ekkor a 80km/h sebességgel haladé autd
fékezéskor mekkora tavolsagon all meg és mennyi ideig tart a fékezés.

Megoldas

El6szor érdemes sebesség mértékegységét atvaltani, vy =80 km/h =22,2222 m/s .
Minthogy az autd megallasig fékez, igy a v=vy —at =0 Osszefiiggés alapjan a fékezés
ideje 1 =vg/a=3,7037s. A fékezési Gt pedig egyrészt az s = vyt + atz/z Osszefiiggés,

masrészt az s = v(% / 2a Osszefiiggés felhasznalasaval 41,1523 m hossziinak adodik.

2.4.13. Feladat

Egy 18g tomegli testet 12m magas torony tetejér6l vizszintesen 5m/s
kezddsebességgel elhajitanak. Hatarozza meg, mennyi id6 mulva ér foldet.

Megoldas

Habar a tdmegpont vizszintes kezddsebességgel indul, a foldre érkezés idejét a
torony tetejérél valo szabadesés hatarozza meg, &= gt2 / 2, ahonnan

t=42h/g =1,5641s.
2.4.14. Feladat

Egy torony tetejérdl vizszintesen 8m/s kezddsebességgel elhajitanak egy 15g

tomegl testet. Hatdrozza meg, hogy 3s ideig torténd repiilés utan a tomegpont a torony
talpatol milyen messze kertil.

Megoldas

A vizszintes iranyu sebességgel a megadott id6 alatt s =vpr =24 m tavolra keriil a
torony tovétol.

2.4.15. Feladat

Egy 22 g tomegl testet 8 m/s kezdGsebességgel vizszintesen elhajitanak. Hatarozza
meg, milyen magas volt a torony, ha a tdmegpont 5s alatt ér foldet.

Megoldas

A vizszintes hajitas esetén a fiiggdleges elmozdulast a szabadesés eredményezi,
ahonnan a torony magassaga / = gt2/2 =122,6250m.
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2.4.16. Feladat

Egy torony tetejérdl vizszintesen elhajitanak egy 18g tomegl testet. Hatarozza

meg, mekkora a tomeg kezddsebessége, ha 3s alatt a torony talppontjatol 26 m
tavolsagra jut.

Megoldas

A vizszintes hajitds esetén a vizszintes tavolsagot egyenes vonali egyenletes
sebességgel teszi meg a tOmegpont, igy a vizszintes hajitds kezddsebessége
v = s/t =8,6667s .

2.4.17. Feladat

Egy 20m magas torony tetejér6l vizszintes iranyba 3m/s kezddsebességgel
eldobnak egy 12 g tdmegii tdmegpontot. Hatarozza meg, hogy a torony tovétdl milyen

messze és mennyi id6 mulva csapodik be a tomegpont.

Megoldas

A torony tetejérdl a h = gt? / 2 Osszefiiggés felhaszndlasaval ¢ =2h/g =2,0193s

alatt teszi meg a tomegpont a fiiggdleges tavolsagot, ez alatt a vizszintes
kezd@sebességgel s = vyt =3t = 6,0578 m utat fut be.

2.4.18. Feladat

Egy 20g tomegl testet 8 m/s kezdGsebességgel fiiggblegesen felfelé dobnak.

Hatarozza meg, milyen magasra repiil, és mennyi id6 mulva érkezik vissza a kiindulasi
pontra.

Megoldas

A tomeg addig emelkedik, amig sebessége nullara nem csokken, ezutan
szabadeséssel visszafordul. Az emelkedés magassaga 4 = vg / 2g =3,2620 m , a mozgas

teljes ideje 7 =2vy/g =1,6310s.
2.4.19. Feladat
Egy 15m magas torony tetejérdl kezddsebesség nélkiil leejtenek egy 40g tomegi

testet. Hatarozza meg, mekkora sebességgel és mennyi id6 mulva érkezik meg a
tomegpont a torony talppontjahoz.
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Megoldas
A torony tetejérdl kezddsebesség nélkiil szabadeséssel érkezo tomegpont sebessége
a h=v2/2g Osszefliggés felhasznalasaval v=./2gh =17,1552m/s, az esés idejére

pedig egyrészt a h=gt2 /2, masrészt a v=gt Osszefliggésekbdl 7=1,7487s ido
adodik.

2.4.20. Feladat

Egy 8 m magas torony tetejér6l 12m/s kezdGsebességgel fliggblegesen felfelé
dobnak egy 38g tomegii testet. Hatarozza meg, milyen magasra repiil, és mekkora

sebességgel érkezik meg a tomegpont a torony talppontjahoz.

Megoldas

A torony tetejérél felfelé dobot tomegpont mindaddig emelkedik, amig
kezddsebessége nullara nem csdkken, ez a magassag 7 = vg / 2g=7,3394m. A torony

tovétdl mért magassag iy =h+8=15,3394m. A teljes magassagot elérve a tdmegpont
egy pillanatra megall, majd szabadesésbe kezd ¢és a torony tovéhez
v=4/2gh =17,3482 m/s sebességgel érkezik meg.

2.4.21. Feladat

Egy 18 m magas torony tetejérél 6 m/s kezddsebességgel lefelé dobnak egy 40 g

tomegl testet. Hatarozza meg, mekkora sebességgel és mennyi idé mulva érkezik meg a
tomegpont a torony talppontjahoz.

Megoldas

A kezddsebességgel lefelé dobott tomegpont végsebességére a magassag
h=(2-v3)/2g Kifejezesebsl v=\[v3 +2gh =19,7271m/s adédik, az esés ideje
t=(v—vp)/g=13993s.

2.4.22. Feladat

Egy 7.5m hosszi zsineg egyik végére és ettdl 3m tavolsagra szintén egy-egy
kovet erdsitenek. A zsineg masik végét megfogva kildgatjadk egy hidrol, majd onnét
elengedve a folyoba ejtik. A két k6 csobbanasa kozott 0,15s id6 telik el. Hatarozza
meg, milyen magasan van a hid a viz felett, ha a hang terjedési-sebessége figyelmen
kiviil hagyhato.
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Megoldas
A zsineg als6 végén 1évo tomegpont /) = gt12 / 2 magassagot esik, mig a felette 1évo
tomegpont /iy = gt% / 2 magassagot siillyed, amig talajt ér. A két magassag

megtételéhez sziikséges idok kozotti eltérés ismeretében tp =# +0,15 kapcsolat all

fenn. A hid magassiga a zsineg aljan ¢és a felette 1évé tomegpontra
h=h+75=hy)+45. A fenti Osszefiiggéseket figyelembe véve

h= gtl2 /2 +7,5=glt + 0,15)2 /2 +45. Némi rendezés utan a
7,5= (O,3t1 + 0,0225)g /2+4,5 egyenlet megoldasaként a zsineg aljan 1év6 tdmegpont
11 =1,9637 s ideig, a felette 1év0 tdmegpont ¢ =2,1137 s ideig esik. A hid magassaga
pedig h=n +7,5=26,4150m .

2.4.23. Feladat

Egy magas haz 6todik emeleti lakas ablaka el6tt virageserép zuhan lefelé. Az 1,2 m
magas ablak el6tt 0,12 s id6 alatt halad el. Feltéve, hogy egy emelet magassaga 3 m és

a kozegellenallasnak szerepe nem jelentds, hatdrozza meg, hanyadik emeleti ablakbol
eshetett ki a cserép.

Megoldas

Feltételezve, hogy az ablak tetejéig a cserép h = gt12 /2 magassagot tett meg, az
ablak aljaig pedig hy =h +1,2= gt% / 2 magassagot esett. Figyelembe véve, hogy a két
iddpillanat kozott ¢p =1 +0,12 kapcsolat all fenn, az ablak aljaig es6 cserépre a
kovetkezd Osszefiiggés irhatd fel, hy = gtl2 /2+1,2 = g(t1 +0,12)2 /2 , ahonnan némi
rendezés utdn 1,2 = (0,24t1 + 0,0144)g/ 2 az ablak tetejéig #; =0,9594 s, az ablak aljaig
tr =1,0794 s ideig esik a cserép. Az ablak aljaig hp :gt%/2 =5,7145m tavolsagot
tesz meg a cserép, ami hozzavetbleg 5,7145/3=1,9048 ~2 emeletet jelent. Tehat a
cserép a 7. emeletrdl eshetett ki.

2.4.24. Feladat

Hatarozza meg, mekkora a gyorsulasa annak a részecskének, amely a lemezjatszo
alland6, percenként 33,3 fordulatszammal forgd korongjan a kozépponttol

10 cm tavolsagra helyezkedik el.



2. TOMEGPONT KINEMATIKAJA 47

Megoldas

A percenkénti fordulatszambol a periodusidé T =60/n=1,8018s, a palyamenti
sebesség v=2m/T =0,3487m/s, a palyagérbe fOnormalisa irdnyd, centripetalis
gyorsulds pedig a.), = v2/r=12160m/s2.

2.4.25. Feladat

Hatarozza meg, mekkora a gyorsulasa annak a részecskének, amely a lemezjatszo
50 fordulatszammal forgd korongjan a kdzépponttél 120 mm tavolsagra helyezkedik
el.

Megoldas
Az el6z8 feladathoz hasonldan a periddusidd T =60/n=12s, a palyamenti
sebesség v=2m/T =0,6283m/s, a palyagorbe fénormdlisa iranyu, centripetalis

gyorsulas pedig a, = vz/r =3,2809 m/s2 .
2.4.26. Feladat

Egy koszoriiké nyugalombél 0,4rad/s? szoggyorsulassal indul. Hatarozza meg,
mekkora lesz a szogsebessége 20 koriilfordulas utan.

Megoldas
A 20 korilfordulashoz tartozo szogelfordulas A@=20-27=407zrad. A
szoggyorsulas és a szogelfordulds kozti Ago:gtz/Z Osszefliggést felhasznalva és

figyelembe véve, hogy w = ¢, a szogsebesség @ = 4/2eA@ =10,0265 rad/s .

2.4.27. Feladat

Hatarozza meg, mekkora a gyorsuldsa annak a részecskének, amely egy kerékpar
allando, percenként 50 fordulatszammal forgd kerekének a kozéppontjatol 100 mm
tavolsagra helyezkedik el.

Megoldas
Az el6z6 feladatokhoz hasonldan, a forgd mozgés periddusideje T =60/n=12s,a
palyamenti sebessége v=2m/T =0,5236m/s, a palyagorbe fonormaélisa iranyu,

centripetalis gyorsulas pedig a.), = v2 / r=27416m/s2.
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2.4.28. Feladat

Hatarozza meg, mekkora a gyorsulasa annak a gyermeknek, aki a korhinta allando,
percenként 2 fordulatszammal forgé hintajan, a kézépponttol 120 cm tavolsagra l.

Megoldas

Az €léz6 feladatokhoz hasonloan, a forgd mozgas periddusideje T =60/n=30s, a
palyamenti sebessége v=2m/T =0,2513m/s, a palyagorbe fonormélisa iranyu,

centripetalis gyorsulas pedig a.), = vz/r =0,0526 m/s2 .



3. TOMEGPONT KINETIKAJA

A tomegpont mozgasallapotat kdrnyezetével vald kolesonhatasa hatarozza meg. Ezt
a kolcsonhatast Newton torvényei foglaljak 6ssze.

3.1. Newton axiomai
3.1.1. Newton I. torvénye, a tehetetlenségi torvéeny

Minden test (anyagi tomegpont) nyugalomban marad, ill. megtartja egyenes vonala
egyenletes mozgasat, amig mas testek kolcsonhatasai mozgasallapotanak
megvaltoztatdsara nem kényszeritik. Valos fizikai folyamatoknal, ha ez a kdlcsonhatas,
ami er0 alakjaban 1ép fel, olyan kicsi, hogy elhanyagolhatd, vagy a testre, tomegpontra
hatd er6k eredéje zérus, akkor a test nyugalomban van vagy alland6é sebességgel
egyenes vonaly, egyenletes mozgast végez

- v=0,
Fi =0, 3.1
1 all.

<
I

T M=

Newton . térvénye olyan vonatkoztatdsi, inercia rendszert jelent, amely a
kolesonhatasokat nem veszi figyelembe.

3.1.2. Newton II. térvénye

A mozgas megvaltozdsa az m tomegli tOmegpont mozgasmennyiségének,
impulzusanak/lendiiletének id6beli megvaltozasat okozza. Az m tomegl tomegpont

I, [kg m/ s] impulzusa a tomegpont tdmegének és sebességének szorzata
I(F,t)=m¥(F,t), (3.2)

¢és mivel a sebesség vektor mennyiség, igy az impulzus is vektor mennyiség lesz. Ekkor
a mozgasmennyiség idobeli megvaltozasa aranyos az F (? ,t) mozgatoerdvel

dl(F,t) = d . .\ =
. —I—dt(mv)—F(r,t). (3.3)
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Az eré mértékegysége a [F ] =1kg m/ s2 =1N, (newton).

Nem relativisztikus térben, ahol a tomegpont m tomege a mozgasallapotatol
fliggetlennek tekintheté, m =4all., a szorzatfiiggvény id6 szerinti differencialési
szabalyat megtartva, de a tomeget allandonak tekintve, az impulzus iddbeli
megvaltozasabol szarmaz6 er6hatds az m toOmeget ﬁ(?,t) gyorsulassal mozgatja,

P =) )= L )= m = i) (3.4)

Tehat Newton II. térvénye szerint az impulzus-megvaltozasbol szdrmazo erd a
tomegponton sebességvaltozast hoz létre, azaz gyorsitja azt.

3.1.3. Newton III. torvénye, a hatds-ellenhatas torvénye

A testek kozotti az érintkezéssel vagy érintkezés nélkiil fellépd hatassal szemben
mindig fellép egy vele azonos nagysagt, de ellentétes iranyu ellenhatas, a reakcio erd,

3.5)

ahogy az a 3.1. abran lathato.

3.1. dbra. A hatéas-ellenhatas torvény érvényesiilése
3.1.4. Kiegészitések
(a) Az erdk fiiggetlenségének elve szerint, ha egy tomegpontra tobb erd hat, azok
hatésai 6sszegezddnek (linearis rendszerben a szuperpozicié elve érvényes), mindegyik

erd kiilon-kiilon kifejti hatasat, azaz mindegyik erd létrehozza a maga gyorsulas
komponensét,

(= Smpy . (3.6)
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(b) Gallilei-féle transzformdcié szerint a K 4llo, és a hozza képest v =4ll.
sebességgel mozgd K' koordinata, vonatkoztatasi rendszerben a tomegpont gyorsulasa
¢és ennek megfelelden az erd ugyanakkora. A 3.2. dbran lathato 4ll6 K rendszerben a
tomegpont helyzetét az ¥ vektor, mig az allando sebességgel mozgd K' rendszerben az
¥’ vektor irja le,

F=vi+F'. 3.7)
Figyelembe véve, hogy a gyorsulas a helyzetvektor id6 szerinti masodik derivaltja, azaz

F=r, (3.8)

azonos nagysagu gyorsulashoz, ill. ezen keresztiil azonos nagyagt er6hatashoz vezet.

3.2. dbra. A tdmegpont helyzete a K 4116 és a K' mozgé koordinata rendszerben

(¢) A D’Alambert-elv Newton II. torvényét kinetikai egyensulyi allapotra
fogalmazza meg, amely szerint, ha a tdmegpont a ra hatd erdk hatdsara gyorsuld
mozgasba kezd, akkor az egyenstlyi egyenlet a kdvetkezo,

F(F,t)-ma(F,t)=0, (3.9)

ahol a tomegpont gyorsulasabol szarmazé —ma mennyiség a tomegpont tehetetlensége,
vagy inercia ereje.

3.2. Az erdtorvények alkalmazasa
3.2.1. Tomegpont kérmozgasanak kinetikaja
Newton tdorvényeinek felhasznalasahoz a tomegpont kormozgasa esetén a

kérmozgas impulzusa vagy lendiilete a kormozgds v =w@xF sebességének
figyelembevételekor
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I=mv=moxr, (3.10)
fellépd eréhatas az impulzus id6 szerinti derivaltja,

F=1I-= (mi)zm(c?)xf)—i-m(c?)x;&). (3.11)

d
dt
Bevezetve a kormozgasnal fellép6 érintd irdnyu szoggyorsulds a; =@ xrF =gxr és a

palyagorbe fénormalisa iranyl @, =@xr =-w?F gyorsuldas komponenseket, a
tomegpontra hato erének mind érint6, mind fénormalis iranyu komponense lesz

F =md = m(d, +a,)=mé xF —mo2r = F, + Fg, (3.12)

tehat fellép egy palyamenti gyorsitd erd

F; = ma, =m§><F:m(gEZ><RE,,):m£RE¢,, (3.13)

és egy, a palyagorbére merdleges iranyQ centripetalis erd, amely a palya gorbiileti
kozéppontja felé mutat, ahogy az a 3.3. dbran lathato,

Fo, = mid, = -ma?F = -mo?Re, =—mwve, = mee. (3.14)

3.3. dbra. Kérmozgasnal fellépd er6hatasok

Newton III. torvénye szerint ezen fénormalis iranyu erével egyidejlileg fellép egy vele
azonos nagysagu de ellentétes iranyu reakcid erd, a centrifugdlis ero, amely a
tomegpontot a kdrpalyarol le akarja repiteni,

Fop=~Fy. (3.15)
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3.2.2. Bolygomozgas dinamikdja

A bolygdk mozgasara vonatkozé mozgastorvényeket csillagaszati megfigyelések
alapjan Kepler fogalmazta meg. A bolygémozgast meghatiroz6 erékre vonatkozd
Osszefiiggéseket viszont Newton az altalanos tOmegvonzasra  vonatkozo
torvényszeriiség megfogalmazasaval adta meg (3.4. dbra).

3.4. abra. A tdomegvonzas soran fellépd er6hatasok

Ez szerint két, egymastol R tavolsagra 1évé my és myp tomegpontok kozott

my mj

nagysagli tomegvonzé eré 1ép fel, ahol a » =6,67-10~11 Nm2/kg2 tomegvonzési
allanddét Cavendish mérte meg.

3.2.3. Testek sulya, a sulyeré

A fentiek alapjan a 3.5. dbran lathatd elrendezés esetén, a Fold felszinén 1 kg
tomegre haté vonzoerd, feltételezve, hogy a Fold tomege mp ~5,97-1024 kg, a Fold

mF~1

atméréje Dy ~1274-107m, Fp =y ~~98I2N,

(Dp /2

3.5. dabra. A sulyer6 meghatarozasa
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Figyelembe véve, hogy a Fold forgasabol szarmazo szogsebesség @ ~27z/24rad/h,
ahonnan az 1kg tomegre hato centrifugdlis eré6 Fop =—Fp, = mRpw? ~0,033N. A

Fold felszinén a tomegvonzasbol és a centrifugalis erébdl szarmazo erdk ereddje éppen
az 1kg tomegre hato ert, F, =Fp —Fr ~981N, a Fold felszinén a nehézségi

gyorsulasbol az 1 kg tomegre hato erdt, a stilyerdt adja,

ig =mg . (3.17)
Tehat 1 kg tomeg sulya Fg=G=mg =1-981kgm/s?2 =9,8IN~10N .

3.2.4. A surlodasi eré

Ha egy test egy masikon mozog, és a két feliilet k6zott surlodas 1ép fel, akkor a két
test felillete kozotti mozgast akadalyozd surlodasi erd iranya ellentétes a mozgas
iranyaval (3.6. dbra).

F, hiizo
Fy o

]
}
=

3.6. dabra. A surlddasi erdé

A surlodas két tipusat szokas megkiilonboztetni, az egyik a csiszosurlodas, a masik
a tapadasi surlodas.

(a) Csuszosurlodas esetén a surlodasi erd aranyos a csuszo testek kozott fellépd
normalis irdny( Fyy nyomoéerdvel, az m tomeg stlyerejével és a u (csuszd)surlodasi

tényezovel,
Fy=plyy=umg. (3.18)

Newton torvényei alapjan a csuszosurlodassal mozgd tdmeg mindaddig nyugalomban
van, amig a hiizéerd el nem éri a strlodasi erd értékét (3.7. dbra), ha a hizbéerd nagyobb
lesz, mint a surlodasi erd, a tomegpont gyorsuld mozgasba kezd,

Fpio =Fs+ma=umg+ma. (3.19)
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s elmozdulds

F hiizo
g
T

F

5

3.7. abra. A cstszosurlodas elmozdulas-eré diagramja

(b) A tapadasi surlodas a felilletek egymashoz vald tapadasat biztositja, ez okozza
azt a tényt, hogy surlodas esetén a nyugvo tomeg elinditdsahoz nagyobb er6 kell, mint
mozgatasahoz

Fig = i Fpy > F . (3.20)

A tapadasi sirlodas esetén a huzoerdt eldszor novelni kell a tapadasi strlodas
legy6zéséig, ezutan a huzoderd értéke visszaesik a csuszosurlddas ellenstlyozasaig,
ahogy az a 3.8. abran lathato.

w ny
nF,

|

F, hiizo

3.8. dbra. A tapadasi sirlodas erdviszonyai
(¢) Surlodas lejtén valo mozgasnal a 3.9. abran lathatd m tomegl test csuszik le az
o hajlasszogl lejtén. A test és a lejtd kozott p a surloddsi tényezé.
Az m tomegl test sulya f'g =mg fluggblegesen lefelé mutat, amely felbonthatd
lejtd iranyu Fl és lejtére merdleges iranyu f‘ny komponensekre,
- F; =mg sin a,

F :ﬁl+ﬁ~ , (3.21)
& " Fyy =mg cos a.

A lejtére merdleges irdnyl nyomoerd a surlodasi tényezé hatidsara a lejtovel
parhuzamos, a mozgés iranyaval ellentétes iranyt surl6do erét eredményez,
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Fg = pFyy, = pmgcosa . (3.22)

3.9. abra. Lejton lecsuszo tomegre hat6 er6k

Az m tomeg gyorsuld mozgassal lecsuszik a lejtdn, ha a sulyer6bdl szarmazo lejtd
irdnyu eré nagyobb, mint a surlodasi erd, F; > Fy

Fg, =Fj - F :mg(sina—,ucosa):ma, (3.23)
ahonnan az m tomeg gyorsulasa
a :g(sina—,ucosa). (3.24)

A megcsuszas hatdran a surlodo erd és a lejtd iranya erd éppen egyenld egymassal,
F; =F,azaz

Fp=F;, mgsina =umgcosa, (3.25)

amely lehet6séget ad a x4 surlodasi egylitthatd mérésére, ui. a lejtd hajlasszogét lassan
ndvelve a megcsliszas hataresetébdl a surlodasi egylitthatd meghatarozhato,

_sina

= =tgox . (3.26)
cosa

3.2.5. A rugderd

Rugoémozgasnal linearis kapcsolat van a rugoerd és a rugd kitérése kozott. Ha a
3.10. abran lathaté rugo6 hossza x értékkel megvaltozik, azaz x értékkel megnyulik,
akkor a rug6 visszatéritd ereje ellentétes irany1, de aranyos lesz ezzel a kitéréssel,

F,(x)=—kxé,, (3.27)
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ahol k, [N/m] a rugodallando. A rugbderd és a rugd kitérése kozti kapcsolat 3.11. abran
lathato negativ meredekséggel rendelkezd, linearis karakterisztika.

fxlx i €y
] »—

3.10. dbra. A rugberd és elmozdulés kapcsolata

A rugoberd hatasara a rugdhoz csatlakoztatott m tomeg gyorsuld mozgasba kezd, a
gyorsulasa azonban nem lesz allando, a rugd kitérésének csokkenésével csokkend
értékii lesz

F, (x)

A

Fr,ma_\'

xl}l ax X

=

~ Xmax

- F

r.max

3.11. dbra. A rugberd és a rugo kitérése kozti kapcsolatot leird karakterisztika

- - d2x ..
Fr(x)— —kxe, = ma =mxe, =m 02 ey,
) (3.28)
- ~ - dex. k-
a:a(t)ex—x x__dtz e, = mxex

3.3. Az impulzus és az impulzus-megmaradasi tétele
3.3.1. Az impulzustétel

Az m tdmegpont impulzusa a tdmeg €s a sebesség szorzata
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I(7,t)=mv(F,1). (3.29)

Az m tomegpont mozgasmennyiségének, impulzusanak idGszerinti megvaltozasa a
tomegpont kinetikai egyenletét, a tomegpontra hatd erét eredményezi

1

N—
Il
N
—_
~N|
-
}‘—/

. 1(F 2 - - . b
)= dIF. di =11, = | Fdr. (3.30)
dt I n

Feltéve, hogy az m tdmegpont impulzusa a fy idépillanatban 1 (to)=mvg, a ¢

id8pillanatban pedig I (t)z mv , akkor az impulzustétel szerint a két id6pillanat kozti

id6éintervallumban az impulzus-megvaltozasa a tomegpontra hatd erd fellépésével jar
(3.12. dbra)

dI g’f) e R 0 S S EE 1Y
l‘o m170

F(r)

3.12. abra. Az impulzus és az erd kapcsolata

Ha a tomegpont a f#) =0 pillanatban az F(O)zfo helyen, ‘7(0):170 sebességgel
rendelkezik, akkor F =all, éllando erd esetén a tdmegpont mozgasegyenlete
Ft = mv —mv(, ahonnan a tomegpont sebessége ¥(t)=v( + f't/m =vg +at, végil a

tomegpont helyzetét az F(t)= iy + vt + Ft2 /2m vektor irja le.
3.3.2. Az impulzus-megmaradas tétele

Ha egy mechanikai rendszerben két tomegpont kdlcsonhatasba keriil (3.13. abra),
akkor Newton III. torvénye szerint az my tomegli, v sebességli tdomegpont impulzus-

megvaltozasahoz tartozo f‘l erd a hatds-ellenhatas elve alapjan megegyezik az my

tomegli, vy sebességli tdmegpont impulzus-megvaltozasahoz tartozo Fz erével,
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2.13. abra. Newton III. térvénye és az impulzus-megmaradasi tétel
(3.32)

Fi=-F, L=-I, YI;=0.
k

Figyelembe véve, hogy az id6 szerinti differencialas és az Osszegezés milvelete

felcserélhetd, igy (3.32) fennall, ha az impulzusok 6sszege nulla, amely az impulzus-

megmaradasi tételhez vezet,
(3.33)

I =950, =0, Si=Sm;-0.
k dt i k k
3.4. Tomegpont dinamikaja, energiaviszonyok
3.4.1. A munka
Ha az m tdmegpont az F erd hatisara a df szakaszon elmozdul (3.14. dbra),

akkor az erének az ut irdnydba esd F; komponense a dr utszakaszon munkat végez,
amely munkavégzés a vektorok skaldris szorzatanak felhasznalasaval a kovetkezo

alakban irhat6
(3.34)

dW = Fydr = Fdrcosp = F - dr .

()

3.14. abra. Az elmozdulason végzett munka
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Ha az elmozdulas sorén az F (;7 ) er6 nem allando, akkor az m tdmegpont a palya ry
helyzetvektorral jellemzett s 4 pontjabdl az rg helyzetvektorral jellemzett sp pontjaba
mozgatva a munkavégzes

Wg g .
W= [dW = [ F(F)-dr. (3.35)
Wy r4

A munka mértékegysége, INm =1J, (joule).
Az er6 palya iranyaba es6 komponense és a munkavégzés kapcsolata a 3.15. dbran
lathato.

3.15. abra. Az er6 munkaja

3.4.2. A mozgatoeré munkdja

Feltételezve, hogy az m tomeg allando sebességgel mozog a 3.16. dbran lathatd F
eré hatasara egy u surlodasi egyiitthatoval rendelkezd feliileten, az erd felbonthatd

egy, a mozgas iranyaba esd Fm mozgatd, és egy felfelé mutatd Fe emeld

v=all. F
—>
A Fe
Fy

F m

komponensre,

A

3.16. dbra. Allandé sebességgel valé mozgés eréviszonyai
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F—F,+F,

F, =Fcosa,
, {’” (3.36)

F,=Fsina.

Ekkor a m tdmeg sulya Fg=mg, a feliiletet nyomo Fy), nyomoerd azonban a

htzo6er6bol szarmazo, felfelé mutatdé komponens hatasara a sulyerdnél kisebb lesz, igy a
strlodasi erd nagysaga ezzel a nyomoerdvel szamitando

Fyy =Fg —F, =mg—Fsina,
. (3.37)
Fg= /”Fny = ,u(mg—Fsma).

Az m tomeg akkor mozog allando sebességgel, ha a mozgas irdnyaba hato erdk ereddje
z€rus, azaz a mozgatderd €s a surlodasi eré egyensulyban van,

SF =0, Fp=-F, (3.38)
k

ekkor az s utszakasz megtételekor az erd6 mozgatd komponense altal végzett munka, a
strlodas legydzésére, rendszerbe betaplalt munkavégzd képesség lesz

W = Fps =—Fgs = —u(mg — Fsina)s. (3.39)
3.4.3. A kinetikus vagy mozgasi energia

A munkavégzés az m tdomegpont impulzus-megvaltozasaval is kifejezhetd,

W(e)=[F(F.t)-dF = [I(F,t)-dF . (3.40)
r ¥

Figyelembe véve, hogy az impulzus a tomeg és a sebesség szorzata, I(F,1)=mv(F,1),
tovabba, hogy a helyzetvektor id8 szerinti derivaltja a sebesség v = dr/dt, az el6z6
(3.40) kifejezés atalakithatod

dv(F,t) dF

A g v di =S mp2, (3.41)
dr dt = 2

W)= iml;z(?,t)wz’? = im

r

= I3 7ogee Jon e =) _ = _.__.2_2
ahonnan a v sebességgel mozgd tdmegpont mozgasi energidjaa v< =y -y = |v| =v

Osszefiiggés figyelembevételével
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Wm(t):fmﬁ-df):ﬁ-dﬁzémiz. (3.42)
v v

v
3.4.4. A gyorsitoero munkdja

Abban az esetben, ha az 3.17. abran lathatd elrendezésben a huzderd ut-iranyu
komponense nagyobb, mint a strlodasi erd £, > Fy, a két erd kiilonbségébdl szarmazo

Foy=Fy—-Fs=ma (3.43)

gyorsitéerd a gyorsulassal gyorsitja a tomegpontot.

lF‘ S

g

3.17. abra. A gyorsitéeré munkaja

Ha a gyorsitoerd allando, €s a tomegpont allo helyzetbdl indul, akkor ¢ ido eltelte
utan s = atz/ 2 utat tesz meg, mikdzben v=ar sebességre gyorsul, és ekkor a
gyorsitderd munkaja

Wey =Wy =Wy =(Fm —Fs)s =Fgys =mas = ma%t2 :%mv2. (3.44)

3.4.5. A helyzeti vagy potencidlis energia

A 3.18. abran lathatd m tomegpontra hatdé nehézségi erd hatasara a tomegpont
silya Fg =mg .

A tdomegpontot s magassagba emelve a nehézségi erd lekiizdésére befektetett
munka

Wy = Fg -h =mgh, (3.45)

az m tomegpont munkavégzd képességét, potencialis energiajat ndveli meg.
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Az m tomegpont h magassagbol leejtve, a nehézségi eré munkat végez, az m
tomegpont elveszti munkavégzéd képességét, potencialis energidjat, ahogy az a
3.19. abran lathato.

3.18. abra. A helyzeti energia

Wh

y=

3.19. dbra. A stlyer6 és a potencialis energia kapcsolata
3.4.6. Emelés lejton

Az «a hajlasszogl lejton az m tdmeg /s magassagig vald, sirlodas mentes
emelésekor az Fy =mg sulyer6t lejtd irdnya Fj =mgsina ¢&s arra merleges

Fyy =mgcosa komponensekre bontva, a lejté [ =h/sina hossza mentén a lejtd

iranyu er6t kompenzalé F, = F; emeld erd végez munkat, ahogy az a 3.20. dbran
lathato,

Wy =F,l=Fl=mgsina =mgh, (3.46)

sin o

azaz a lejtdn vald emeléskor surlodas mentes esetben a munkavégzés a fiiggdleges
elmozdulastdl fiigg.



64 3. TOMEGPONT KINETIKAJA

h

3.20. abra. A lejtén valé emelés munkaja
3.4.7. A rugéeré munkdja, a rugo potencialis energidja

A 3.21. abran lathatd k rugdallandoval rendelkezd rugot, a rugderdt ellensulyozd
Fp =—F,=kx kiils6 erével megfeszitve, az x tavolsdgra megnyujtott rugod

rugberejének munkaja

X _ _. X x2
Wrszr(x)~dx:—jkx~dx=—k7, (3.47)
0 0

a rugd megfeszitésekor a kiils6 erd altal a rendszerbe betaplalt munka, a rugd potencialis
energiaja lesz (3.22. abra)

Wi =W, =k (3.48)

IR W
: F r X
l_\/\/\/_|_|<_ : >
P X
3.21. abra. A rugber6 és a kiils6 erd 3.22. abra. A kiils6 er6 munkaja

kapcsolata
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3.4.8. A belsé energia, a surlodasi hé

A 3.23. dabran lathatdé m tomeget v =all. sebességgel mozgatva a u surlodasi

egyiitthatoval rendelkez6 feliileten, az F hizoerd a surlodasi erd legy6zésére
forditédik, F =—-F; =—umg. Ekkor a surlédas legydzésére a rendszerbe taplalt
munkavégzés/energia hévé alakul,

Wy =F-5=-Fs . (3.49)

A

<
|
“

y

3.23. abra. A strlodasi munka hové alakul
3.5. A forgatonyomaték

Ahogy az a késobbiekben igazoltan lathaté lesz, a forgatonyomatékot a
forgastengelytdl az erd tAmadaspontjaba mutat6 helyzetvektor és az erd vektori szorzata
adja (3.24. dbra).

M=FxF. (3.50)

3.24. abra. Kérmozgasnal a forgatdnyomaték

Kormozgasnal figyelembe véve, hogy az erének egy érintd iranyu és egy fonormalis
iranyu komponense van,
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M =7 x(F, + Fyp)=7x F, +7 xF,

o (3.51)

minthogy az Fxf’cp vektor komponensek parhuzamosak egymassal, az el6zo

egyenletben a masodik tag vektori szorzata nullat eredményez, és igy kdrmozgasnal
forgatonyomatékot csak a tangencialis eré eredményez, ahonnan,

M =FxF, =Fxm(§xF), (3.52)

amely 0Osszefiiggés kiértékelésénél (2.94) figyelembevételével a forgatonyomaték
kifejezésében a masodik tag nulla, mivel az ¥ sugar és az érintd irdny( & gyorsulas
komponensek merdlegesek egymasra,

M =Fxm(&xF)=m(F-F)é—m(F-&)F = mr2& . (3.53)
3.5.1. Eroarviteli eszkozok

(a) Az emelo forgasi kozéppontjara a hatderd €s a stlyerd forgatonyomatéka azonos,
egyensulyi allapot 1ép fel (3.25. abra).

3.25. abra. Az emeld

Az emeld egyik karjan hato F eré munkaja fedezi az m tomeg felemelésének
munkéjat és figyelembe véve, hogy az eré merdlegesen hat az emel6 karjara,

Fx) = ngz , (3.54)
ahonnan az emel6 er6

F:ng_z, (3.55)
X
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mikdzben az m tomeg fliggbleges elmozdulasa az o« elfordulasi szogek
egyenldségébil

X
tga= =22 )=y 22 (3.56)
X1 X2 X1

(b) Az allo csiga, mint erdatviteli eszkoz esetében a csiga tengelyére a sulyerd és a
huzoéeréd nyomatéka egyenld, ahonnan kdvetkezik, hogy a csiga mindkét oldalan a
kotélben ugyanakkora erd ébred (3.26. abra). Ekkor az emeld erd megegyezik az m
tomeg sulyerejével

F=F,. (3.57)

3.26. abra. Az 4llo csiga

Az m tomeg fiiggdleges elmozdulasa soran a munkavégzés azonos a huzderd altal
végzett munkaval,

W, =W, (3.58)

mikozben a teher emelési magassaga megegyezik az F erdkifejtés utjaval, ahogy az a
3.26. dbrdn lathato

h=z. (3.59)

(c) A mozgo csiga egyik szara a stlyerd felével emel, a kotelek elvagasakor az allo
csiga kotélereje, a huizoerd a sulyerd fele, ahogy az a 3.27. dbran lathatd

F=-5 (3.60)
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Az m tomeg emelése soran a stlyerd és a huzderd munkdja azonos, ahonnan a tdmeg
h magassagig valo emelésekor a htizéerét 24 uton kell kifejteni

Fgh=Fz, z=2h. (3.61)

3.27. abra. A mozgo csiga

(d) A 3.28. abran 1athatd csiga rendszer esetén a 2. szami mozg6 csigara rogzitett
sulyer6vel a harom kdotélereje tart egyensulyt, amelyek nagysaga F, g / 3.

™

g

/u

Fg

Al

3.28. abra. Egy csiga rendszer eréviszonyai

A rogzitett tengely koriil elforduld 3. szamu allé csiga koteleiben szintén a stlyerd
harmada I¢ép fel, Fg / 3, a két kotélerd forgatonyomatéka egyensulyban van.

Az 1. szamu, all6 csiga koteleiben fellépd er6k forgatonyomatékainak
egyenlOségébdl az emelderd
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F=-5 (3.62)

Az emelber6 munkéja fedezi a sulyeré emeléséhez sziikséges munkat, ahonnan a
teher 74 magassagra valo emeléséhez a huzoéerének 3/ szakaszon kell hatnia,

W, =Wr. z=3h. (3.63)

3.6. A teljesitmény

Az id6egység alatt végzett munka a teljesitmény, mértékegysége a
INm/s =1J/s =1W (watt),

P(r)= tim 27 - dwle) (3.64)
At—0 At dt

Minthogy elemi uton valé elmozdulaskor a munkavégzés dW(t)z F (F,t)-d? , igy a
teljesitmény kifejezésében a szorzatfiiggvény derivalasi szabalyat alkalmazva

()= [F(F.1)-dF = [ F(7.)-dF + | F(7.1)-dF
"’ " " , (3.65)
=£F-d?+£l7’-d17

azaz teljesitményt az erd idébeli megvaltozasa, és a mozgasmennyiség/impulzus idébeli
megvaltozasa eredményez,

P(t)= ] F(F.0)-dF + [1(7.1)-dv (3.66)

v

Ha az er6 és a sebesség id6ben allando, a teljesitmény is allandé lesz, P=F -v , azaz az

F erének a v sebesség iranyaba es6 komponense hoz létre teljesitményt.
3.7. A konzervativ erdtér

A 3.29. abran lathatd moédon egy m tomegpontot az s; Gton elmozditva az 4
pontbdl a B pontba, majd az s, uton a B pontbol az 4 pontba visszatéritve, mechanikai
értelemben nincs munkavégzés
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(3.67)

2 —w
)
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3.29. abra. Konzervativ er6térben a munkavégzés nem fligg az ut alakjatol

Figyelembe véve, hogy az integralasi hatarok megforditisa az integral eldjelét
ellenkezore valtoztatja, igy konzervativ erdtérben a végzett munka nem fiigg az Ut
alakjatol, csak az elmozdulés végpontjanak helyzetétol

B A4 B

[F-ds=— [F-ds= [F-d5. (3.68)
4 B A

(s1) (s2) (s2)

3.8. A mechanikai energiamegmaradasi tétele

Egy mechanikai rendszer Osszes energidja allandd, azaz a mozgasi energia, a
helyzeti energia, a stirlodasi energia és a munkavégzésre forditott energiak Osszege
allando

Wiy + Wy + Wy + [ F-df =4ll. (3.69)
i

A mechanikai energiaegyensulyi egyenlet szerint pedig a mechanikai rendszerbe
betaplalt, W, energia fedezi egyrészt a rendszer Wpeiss belsd energidjanak

megvaltozasat, masrészt a rendszer munkavégzésre forditott [ F -dr energiajat,
;

Wgen =Whelss + lﬁ'dF~ (3.70)
Iz
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3.8.1. A helyzeti és mozgasi energia kapcsolata

A 3.30. abran lathaté mdédon az m tomegpontot & magassagbol leejtve elveszti
W), = mgh helyzeti/potencialis energiajat, a rendszerben felhalmozott belsd energiajat.

s
I -—O-v:()

Q.

h

Il
=

3.30. abra. A helyzeti energia mozgasi energiava alakul

A tomegpont a talajra v sebességgel érkezik, W, :mv2/2 mozgasi energiaval

rendelkezik. Mikdzben a magassagat elveszti a sebessége egyre nd, azaz a rendszer
Osszes energiaja allando marad

Wy +W,, = mgh+%mv2 =all., (3.71)

ahogy az a 3.31. dbran lathato.

h

Y

3.31. abra. Az energiamegmaradasi diagram

3.8.2. A kinetikai energia és a gyorsito eré munkdja

A 3.32. abran lathato tomegpontot vy sebességrél v, sebességre gyorsitja az F

erd, mikdzben az x; koordinatajl helyrdl az x, koordinatdju helyre jut.
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\ A

3.32. abra. A gyorsito erd hatasa

Az m tdmegpont mozgasi energidjanak megvaltozasat

1 2. 1. 5
AW, :Emv2 —Emv1 , (3.72)

az F gyorsit erének a Ax = X7 — x| Uton végzett
=FAx=F(x; —x)) (3.73)

Wgy

munkaja fedezi AW,, =W,,, , ahogy az a 3.33. dbran lathato.

AW =Wml +AWm +Wgy
w
g‘,
o

Wot| W2

X1 X2

3.33. abra. A rendszer energia diagramja

A rendszer Osszes energidja a mozgas soran allandé marad, azaz mikozben W,
mozgasi energidval indult a tdmegpont az x; koordinataj helyzetbdl, a mozgas végére
az xp koordinatdju helyen a mozgési energidja W,,, értékre valtozik, mikdzben a
gyorsité erd munkdja a mozgasi energia novelésére forditodik,

W =Wpi+ AWy +Wgy, =4ll. (3.74)
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3.8.3. A kinetikai energia és a surlodasi eré munkdja

Ha a 3.34. abran lathatd m tomegpontra hatd mozgatéerdé egyensulyt tart a
surlodasi erével, a tomegpont egyenletes mozgast végez,

F,=-F;,, F,,=—umg. (3.75)

Ekkor a v sebességgel mozgd test

1 1
AW, =—mv? ——mv2 3.76
m =S MV TS ( )

kinetikai energia megvaltozasa fedezi az s titon fellépd
We=Fg-s=umgs, (3.77)
surlodasi veszteséget, mikozben a rendszer 0sszes energidja allandé marad (3.35. abra),

W =Wy + AW, + Wy =4ll. (3.78)

v —
L F, m

3.34. abra. A sirlddo erd és a mozgatderd komponensek

AW = W"l,z +QW’” +W~
WS
AW
Wm Wz
X
5 >

3.35. abra. A rendszer energia diagramja
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3.9. Feladatok, atomegpont kinetikaja
3.9.1. Feladat

Hatarozza meg, mekkora a sulya egy 15kg tomegl zsaknak.

Megoldas
A zsék stlya G=mg =15-9,81=147,1500N .

3.9.2. Feladat

Hatarozza meg, mekkora erd ébred abban a kotélben, amelyre 10 kg tomegii zsakot
akasztanak.

Megoldas

A kotélben a zsdk sulydval azonos nagysdgu, ellentétes iranyt erd ébred,
F=mg=981N.
3.9.3. Feladat

Hatarozza meg, mekkora erdvel nyomja a talajt a 2 kg tomegl sz€ék, ha egy 80kg
tomegt férfi raiil.

Megoldas
A talajt a két tomeg egyiittes stlya, F = (mg, +m £)g =804,4200 N nyomja.

3.9.4. Feladat

Egy bolti eladé 5doboz, egyenként 100 N sulyt konzervet tesz fel a padlordl a
150 cm magas polcra. Hatarozza meg, mennyi munkat végez.

Megoldas

A bolti eladd a dobozok helyzeti energiajat valtoztatja meg, azaz a befektetett munka
W=n-mgh=5-100-1,5=75017.
3.9.5. Feladat

Egy 5kg tomegl test 1,5m/s sebességgel mozog surlodasmentesen, vizszintes

feliileten. Hatarozza meg, mekkora munkavégzéssel novelhetd meg a sebessége
kétszeresére.
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Megoldas

A kétszeres sebesség €s az egyszeres sebesség mozgasi energiajanak kiilonbsége a
sziikséges befektetett munka, azaz W = m(2v| )2 /2 - mvl2 /2 =3. vl2 m/2=16,87507 .

3.9.6. Feladat

Egy 8000 N sulyu, gorgdkon 1évé agya 120N sulyt golyét 16 ki 80m/s
kezddsebességgel. Hatarozza meg, mekkora sebességgel 16kédik vissza az agy.
Megoldas

A hatds, ellenhatds elve alapjan a mozgasmennyiségek egyenldségébdl
Mmgve =mgv, , ahonnan az agy visszalokési sebessége v, =1,2000 m/s .

3.9.7. Feladat

Egy porszivot a vizszintessel 65° szoget bezard nyelénél fogva 70 N erdvel tolnak.

Hatarozza meg, mekkora a munkavégzés, ha a porszivé 5Sm tavolsagot csuszik elére a
padlon.

Megoldas

A munkavégzést az erének az Ut iranyaba es6 komponense hoz létre, azaz
W=Fcosa-s=70-c0s65°-5=14791641].

3.9.8. Feladat

Hatarozza meg, milyen magasra jut az a 3kg tomegili, 5m/s kezddsebességgel
fiiggblegesen felfelé inditott tomegpont, mikor sebessége éppen a felére csokken.
Megoldas

A tomegpont indulaskor meglévé mozgasi energiaja fedezi a sebesség csokkenéskor
meglévd  mozgasi  energidjdt és a  megszerzett helyzeti  energidjat,
mvl2 /2 = mgh +m(v /2) /2 , ahonnan a megszerzett magassag h = vl2 —(v /2 /2g,

h=(52-2,52)/(2-9.81)=0,9557m.

3.9.9. Feladat

Hatirozza meg, mekkora impulzussal kell meglokni a 4kg tomegi, 12m/s
sebességli testet, hogy mozgasi energiaja 400J legyen.
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Megoldas
A Wy, :mv% /2 mozgasi energidbol meghatiarozhatd az impulzus hatdsara

megvaltozott sebesség, vy =2Wy,, /m=+200=14,1421m/s. A tSmeg impulzus-
megvaltozisa Al =m(vy —v;)=8,5684 kgm/s .

3.9.10. Feladat

Egy 15m magas torony tetejérél egy 3,2kg tomegll tdmegpont kezddsebesség

nélkiil leesik. Hatdrozza meg, mekkora lesz a tomegpont mozgasi energidja és a
sebessége a becsapodas pillanataban.

Megoldas

A torony tetején a tomegpont helyzeti energiaval rendelkezik, amely a torony
tovében mozgasi energiava alakul, Wy, =mgh=W,,, W,, =3,2-9,81-15=470,88001J ,

ahonnan a becsapodas pillanatdban a tomegpont sebessége W, = mv2 / 2,
v=12W,, [/m =17,1552m/s .
3.9.11. Feladat

Egy fliggdelegesen felfelé hajitott test tomege 20g, kezdGsebessége 8m/s.
Hatarozza meg, milyen magasra repiil, és mekkora sebességgel érkezik vissza.

Megoldds

A fuggélegesen felfelé hajitott test mindaddig emelkedik, amig sebessége nullara
nem csokken, azaz az induldsnal kapott mozgasi energidja helyzeti energiava alakul,
Wy = mv2/2 =W}, =mgh , ahonnan az emelkedés magassaga h = v2/2g =3,2620m.
A tetOpont elérése utan a tdmegpont egy pillanatra megall, majd esni kezd, ekkor a

helyzeti energidja atalakul mozgasi energidva, azaz a talajra vald visszaérkezési
sebessége megegyezik a kiindulasi sebességével.

3.9.12. Feladat

Egy 8mmagas torony tetejér6l 12m/s kezdGsebességgel fiiggblegesen felfelé
hajitott test tOmege 38g. Hatarozza meg, milyen magasra repil, és mekkora

sebességgel érkezik meg a tdomegpont a torony talppontjahoz.
Megoldds

A tdmegpont a torony tetejérél mindaddig emelkedik, amig a sebessége nullara nem
csokken, azaz a  mozgasi energiaja  helyzeti energiava  alakul,
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W,, =mv2/2 =W, = mgh , ahonnan az emelkedés magassaga h=v2/2g =7,33%m, a
torony magassagaval egyiitt, /i =8+7,3394=15,3394m magasra emelkedik. A
tetépontrol leesik, mikdzben a helyzeti energidja mozgasi energiava alakul,
mV12 / 2=mgh, ahonnan a torony tdvéhez érkezéskor a tOmegpont sebessége

V] =4/2gh =17,3482m/s .
3.9.13. Feladat

Egy 18m magas torony tetejérél a fliggblegesen lefelé hajitott 40g tomegi

tomegpont kezddsebessége 6 m/s. Hatarozza meg, mekkora sebességgel érkezik meg a
tomegpont a torony talppontjdhoz.

Megoldas
A torony tetején, a mozgas kezdeti pillanataban a tdmegpont helyzeti és mozgasi

energiaja alakul at a torony aljan mozgasi energiava, mgh + mvg / 2= mvl2 / 2, ahonnan

a torony tovében a tdmegpont sebessége v| = JV(% +2gh =19,7271m/s lesz.

3.9.14. Feladat

Egy 20m magas torony tetejérdl vizszintes iranyba 3 m/s kezddsebességgel
elhajitunk egy 1,2 kg tomegii tdmegpontot. Hatarozza meg a becsapddas pillanatdban a

srer

Megoldas

A torony tetején a tomegpont helyzeti és mozgasi energidjanak Osszege fedezi a
becsapddas pillanatdhoz tartozd mozgasi energiajat, azaz W,,; + W), =W,,» , ahonnan

W = mv12/2+ mgh =240,8400J , a becsapodasi sebesség pedig a W, = mv%/Z

mozgasi energiabol vy = 4/2W,,» /m = 20,0350 m/s .
3.9.15. Feladat

100N sulya gyerek 2,5m magasbol csuszik le egy 300 hajlasszogl cstszdan.
Hatarozza meg, mekkora munkat végez a gravitacios eré a gyereken.

Megoldas

A gyerek elveszti a helyzeti energiajat, Wg =Wy =mgh=100-25=250].



78 3. TOMEGPONT KINETIKAJA

3.9.16. Feladat

Egy liftben all egy 70 kg tomegi férfi. Hatarozza meg a labaira hatdo nyomder6t, ha

a lift all, amikor felfelé halad 3m/s sebességgel és amikor lefelé gyorsul 4m/s2
gyorsulassal.

Megoldas

Amikor a férfi az all6 liftben tartézkodik, a Ilabaira a sulyereje hat,
Fg =mg =686,7000 N ; amikor felfelé halad allandd sebességgel mivel nincs

gyorsulas, tovabbra is az F, sulyer6é hat; lefele haladva a gyorsuld mozgas

kovetkeztében a férfi stlya a gyorsitd erével csokken, és igy a labaira haté nyomoerd
F =mg—ma=70-(9,81-4)=406,7000 N lesz.

3.9.17. Feladat

Egy lift felfelé indulva alland6 gyorsulassal 0,6s alatt teszi meg az els6 2m
szakaszt. A liftben egy utas 3kg tomegli csomagot tart a kezében. Hatidrozza meg,
mekkora erdvel tartja az utas a csomagot.

Megoldds

A lift gyorsulasa a & = at2/2 megtett ut kifejezésébol a = 2h/t2 =11,1111m/s2,
igy a doboz stlya a gyorsit6d er6vel megnd, azaz F =mg+ma = 62,7633 N lesz.

3.9.18. Feladat

Egy gyerek vizszintes talajon fekvé 5kg tomegli dobozt a vizszintessel 40° szoget
bezard kotél segitségével 25 N erdvel hiizza igy, hogy a doboz a talajon marad. 0,2
strlodasi tényezd esetén hatarozza meg a surlodasi erét és a doboz gyorsulasat.

Megoldas

A huzoerdnek a fiiggdleges komponense csokkenti a doboz stlyerejét és ekkor a
surlodasi eréd Fy = ,u( mg — F sin a) =0,2- (5 -9,81—25sin 40°)= 6,5961 N . A hazoéerd
vizszintes komponense és a surlodasi erd kiilonbsége gyorsitja a doboz tomegét,
F cosa — Fg = ma, ahonnan a doboz gyorsulasa a = (F cosa —Fy )/m =2,5110m/s2.

3.9.19. Feladat

Egy 3kg tomegii test 0,1 strlodasi egyiitthatoju vizszintes felilleten Sm/s
kezdésebességgel megloknek. Hatarozza meg, mekkora utat tesz meg megallasig.
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Megoldas

A tomegpont induldsndl kapott mozgasi energidjat a sturlodasi munka emészti fel,
azaz mvg /2 = u mgs , ahonnan a megallasig megtett Gt, s = v% /2,u g=127421m.

3.9.20. Feladat

Hatarozza meg, mekkora munkat kell kifejteni az 1,2 kg tomegl testnek a 0,08
surlodasi egyiitthatoju feliileten 6 m uton vald hizasahoz.

Megoldas

A tomegpont huzdsdhoz a surloddsi munkat kell legybzni, azaz
Ws=pumgs=0,08-12-981-6=5,6506] munkat kell kifejteni.

3.9.21. Feladat

Egy 3,2kg tomeg 0,09 surlodasi egyiitthatoju felilleten mozog. Hatarozza meg,

mekkora surlédasi veszteség 1ép fel, mikdzben tdmegpont 12m/s kezddsebessége
felére csokken.

Megoldas
A tomegpont mozgasi energiajanak megvaltozasa fedezi a strlodési veszteséget,
azaz W =mv3 [2-mlvg /2 [2=172,80007 lesz a sirlodasi veszteség.

3.9.22. Feladat

Egy 6kg tomegli 15m/s kezddsebességgel vizszintes palyan indulo testet 25N
surlodasi erd fékez 18 m hosszi szakaszon. Hatarozza meg a test sebességét a szakasz
végén.

Megoldas

Az indulashoz tartoz6 mozgasi energia fedezi a surlodasi veszteséget és a szakasz
veégén a mozgasi energiat, Wy, =Wy + W, azaz mv12/2 =F; s+ mv% /2 , ahonnan a

tomeg sebessége a szakasz végén vy = 1/\/12 —2F,-s/m =8,6603m .

3.9.23. Feladat

Egy 3kg tomegi test, vizszintes palyan all6 helyzetbdl 10 m/s2 gyorsulassal indul.

Hatarozza meg, mekkora lesz a sebessége 12m szakasz megtétele utan, ha kézben
15N surlodasi erd fékezi.
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Megoldas

Ha az adott gyorsulassal mozogna a test, az adott szakasz megtétele utan a sebessége
s = vl2 / 2a Osszefliiggés alapjan, v = V2as = 15,4919 m lenne. Ennek a mozgési
energianak egy része fedezi a surlodasi veszteséget és csak a maradék energia fedezi a
tomeg mozgasahoz tartozd sebességet, mv12 /2 =F -5+ mv% /2 , ahonnan a surlodasi

veszteség fedezése utan a tomeg sebessége v, = 1[v12 —2F;-s/m =10,9545m.

3.9.24. Feladat

Hatarozza meg, mekkora annak a 3 kg tomegii testnek a surlodasi vesztesége, amely

14 m/s sebességrol 9 m/s sebességre lassul.
Megoldas

A mozgasi energia megvaltozasa fedezi a surlédasi veszteséget, azaz
Wy =mv2 [2-mv3 [2=172,50001 .

3.9.25. Feladat

Egy 9kg tomegi test 8 m/s kezddsebességgel felfelé indul egy 10 m hosszi, 30°
hajlasszog lejtd aljarol. Mozgasa kozben 3,5 N surlodasi erd fékezi. Hatarozza meg,
milyen magasra jut a test.

Megoldas

A tomeg lejtd aljan 1évo mozgasi energiaja fedezi a surlodasi veszteséget és a lejton
val6 emelkedéshez tartozo helyezeti energiat, azaz W,y = W, + W), . Figyelembe véve a
lejtd hajlasszogét mikdzben a lejtén [ utat tesz meg, 4 =/sin @ magassagig emelkedik.

Mindezek figyelembevételével mvg / 2=mgh+ F; h/sina, ahonnan a h magassig
kifejezhet$ h = (mv§/2)/(mg +F,/sina), h=3,0224m.

3.9.26. Feladat
Egy 4kg tomegl test 6 m/s kezdOsebességgel lefelé indul a 9m hosszu, 30°

hajlasszogi lejto tetejérél. Mozgas kdzben 2,8 N strlodasi erd fékezi. Hatarozza meg,
mekkora lesz a tdmeg sebessége a lejtd aljan.
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Megoldas

A lejto tetején a tomeg helyzeti és mozgasi energidja fedezi a strlodasi veszteséget
¢s a lejtd aljan a megmarado mozgasi energiajat, Wyfons +Wp =Ws+Wyjeps -

Figyelembe véve, hogy a 9m hosszi, 300 hajlasszogli lejté magassaga
h=Isina=9-5in30°=45m, az energia mvjzpem/2+mgh =F -l+mvlzent/2

kifejezéséb6l a lejtd aljan a tomeg sebessége Vi = \/vJZ,ent+zgh—(2Fs-1) m,
Vient =10,5683 m/s lesz.

3.9.27. Feladat

Hatarozza meg, mekkora strlodo erd fékezi azt az Skg tomegi, testet, amelyet egy

10m hosszu, 300 hajlasszogl lejté aljan 12 m/s kezdGsebességgel felfelé 16kve az a
lejté fele magassagaig jut.

Megoldas

A tomeg lejtd aljan meglévd mozgasi energiaja fedezi egyrészt a surlodasi munkat,
masrészt a lejtén vald emelkedéshez tartozo helyzeti energiajat, W,,0 =W;+W),.Haa

tomeg a lejtd fele magassagaig jut, akkor 4 =/sina/2=5m magasra jut. Ekkor az
energia egyenlet mv(z) /2:FS 1/2+mglsina/2 felhasznalasaval a surlodasi erd a

kovetkezd Fy = (mvd /2—mgIsin@/2)/(1/2)= 22,9500 N .
3.9.28. Feladat

Egy 12 kg tomegi test all6 helyzetbdl cstszik le egy 5Sm hosszli, 300 hajlasszogi
lejtén. Mozgas kozben 8 N surlodasi erd fékezi. Hatarozza meg, mekkora lesz a tdmeg
sebessége a lejtd aljan.

Megoldas

A tomeg lejto tetején meglévo helyzeti energidja fedezi a surlodasi munkat és a lejtd
aljan 1évé mozgasi energidjat, Wy =W, +W,,, azaz mglsina =F-1+mv? / 2,

ahonnan a tdmeg sebessége a lejtd aljan v = \/2gl sina —2F; -1/m =6,5102m/s .

3.9.29. Feladat

Egy 5kg tomegi test 4rad/s szogsebességgel forog fiiggdleges sikban egy 12 m

hosszii madzag végén. Hatarozza meg, mekkora erd fesziti a madzagot a palya
tetOpontjan.
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Megoldas

A kdrmozgas soran, a palya tetOpontjan a normalis iranyu gyorsitoero reakcio ereje,
a centrifugalis erd 1ép fel, amelyet a tomeg sulyereje csokkent, azaz a madzagot feszitd
erd F =Fyr —Fg =mlw? —mg=5-12-42 -5-9,81=910,9500 N .

3.9.30. Feladat

Egy 80kg tomegl férfi 2s alatt rohan fel a 3m magas lépcsésoron. Hatarozza
meg, mekkora az atlagos teljesitménye.
Megoldas

Az atlagos teljesitmény az adott idGegység alatt végzett munka, azaz
P=W/t=mgs[t=80-9,81-3/2=11772 W .
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Merev testnek azon anyagi pontok Osszessége tekinthetd, amelyek pozicidja nem
fiiggetlen egymastol. A merev testet harom pontja, F,rp,r3 definial egyértelmiien. A

merev test mozgasallapotat az anyagi pontjainak mozgasallapota hatdrozza meg.
4.1. Merev test halad6 mozgasa

Az 4.1. dbran lathatd merev test A-B pontjainak tavolsaga ryp. Az 1. szamu
pozicioban a merev test A-B pontjainak helyzetvektora ry, ill. rpy, a koztik 1év6
kapcsolat

’_;Bl :’_;Al"'FAB- (4.1)

4.1. dbra. Merev test haladé mozgasa

Mikozben a merev test haladd mozgast végez, a 2. szdmu pozicidba jutva az A-B
pontjainak helyzetvektora kozti kapcsolat

rgy =T 0 +7yp (4.2)

lesz. Altalanositva, az A-B pontok helyzetvektorai a mozgas soran véltoznak, de az
egymashoz val6 viszonyuk allandé marad

ip(t)=7y(t)+Fyp . (4.3)
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A merev rest A-B pontjainak sebessége a helyzetvektorok idGszerinti derivaltjai,

ipl0)= 80 A0 @4

a A-B pontok sebessége azonos lesz, minthogy az 4-B pontok egymashoz vald viszonya
nem valtozik. A merev test haladdé mozgasa soran az A-B pontok gyorsuldsa a
sebességvektorok 1d6 szerinti derivaltjai, mivel azonban a sebességvektorok
idofiiggvénye minden iddpillanatban azonos, igy a gyorsulds vektorok is azonosak
lesznek,

agle)= T84l g ) @3)

Osszegezve, megallapithatd, hogy haladdé mozgisa soran a merev test minden

pontjanak azonos a sebessége és a gyorsuldsa, a merev test pontjai altal leirt palyak
egybevago gorbék lesznek.

4.2. Merev test forgéo mozgasa
4.2.1. Merev test egyenletes forgé mozgasa
Merev test egyenletes forgd mozgasa esetén az A-B pontok ugyanakkora

szogsebességgel mozognak, @ =all. Ekkor az merev test A-B pontjai ugyanakkora
szoggel fordulnak el, ahogy az a 4.2. dbrdn lathatod

Pq=040 + L,
doy=dop =ot. (4.6)
Yp = @po + @i,

¢ ho

4.2. abra. Merev test forgd mozgasa
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4.2.2. Merev test egyenletesen gyorsulo forgo mozgasa

Egyenletesen gyorsuld forgomozgas esetén a merev test A-B pontjainak

szoggyorsulasa allandd, azaz @ =& =4ll. Ekkor ¢ id6tartam alatt az A-B pontok
szogelfordulasa,

L L - 12 - -
Wy4=0y0+&E, Q=04 0+t O 0t +E&—, de=de,
2 (4.7)

- - U - 12 - -
wp =wmp) +é&t, ¢B=¢Bo+wgot+87, doy=dopg,

azaz egyenletesen gyorsuld forgémozgas esetén a szogsebesség valtozas és a
szogelfordulas megvaltozasa a merev test minden pontjara azonos.

4.2.3. Merev test sullypontja vagy tomegkozéppontja

A merev testet elemi tomegpontok Osszességének tekintve (4.3. dbra), az elemi
tdmegpontok helyzetvektora rendre r, k=1,2,---. A merev test tSmegpontjainak

sulyereje Fgp =mpg. A merev test tomege a tomegpontok tomegének Osszessége,

m =Y my ,sulyereje az m tdmeg sulyereje Fg =mg .
k

4.3. abra. A merev test silypontja

Az é4bran lathatd Descartes koordinata-rendszerben az O pontra, a merev test
sulyerejének forgatd nyomatéka egyensulyt tart a tomegpontok sulyerejének forgatd
nyomatékéval, azaz

Mg =Y Fy xFgi =g x Fg . (4.8)
k
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Részletesen kiértékelve, és a nehézségi gyorsulasokat mindkét oldalon figyelmen kiviil
hagyva

z;k ><mk§ = ;S X mé, Z;kmk = FSm 5 (4.9)
k k

ahonnan a merev test sulypontja az 4.3. abran lathato referencia rendszerben

X rmy
k

s =4 (4.10)

4.2.4. Merev test impulzusa és statikai nyomatéka

A 4.4.abran lathatd merev test mozgasmennyisége, impulzusa az elemi
tomegpontok impulzusainak, (lendiileteinek) Osszessége. A tomegpontok tomegét
allandonak tekintve az Osszegezés és az 1d6 szerinti differencialdas miivelete
felcserélhetd,

- - ~ d -

I =3 mvyg =Y myiy =—S myr,, [I[]=N-s, (4.11)
k k dt

az Osszegezés eredménye éppen a merev testnek az O pontra vonatkozd statikai

nyomatékat adja,

So =Y myr, =mig, [Sp]=N-m. (4.12)
k

A elemi tomegpontoknak az O ponttol vett tavolsagai a 4.4. dbra alapjan
kifejezhetdk a sulypont helyzetvektoraval és az elemi tomegpontoknak a sulyponttol
vett tavolsagaival rp =rg+r,g, amelyet figyelembe véve a merev test O pontra

vonatkozo statikai nyomatéka

S0 =X myiy = X my(Fg +Fg )= mrg + Xy . (4.13)
k k k

ahol az utols6 tag az S sulypontra vonatkozd statikai nyomatékot jelenti,

Y myis =S,
k

S'O =mrg + . myrs = mrg +‘§S- (4.14)
k
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4.4. abra. Merev test statikai nyomatéka

(4.12) és (4.14) 6sszevetésebol a merev test stilypontra vonatkozé statikai nyomatékara
azonosan nulla dsszefiiggés adodik,

Sg =Y mrg=0. (4.15)
k

A fenti 0sszefliggések felhasznalasaval a merev test impulzusa a statikai nyomaték id6
szerinti derivaltja,

I =80 =mig = mvg, (4.16)

amely ugy értelmezhetd, hogy a merev test az 1 impulzus hatdsara a stlypont vg

sebességével kezd el mozogni.
A merev testre hatdé kiils6 erdk hatdsdra, az impulzus id6 szerinti derivaltjat
felhasznalva,

F=I=mvg=mag, [F]=N, (4.17)

a merev test a sulypont gyorsuldsaval kezd mozogni. (4.16) figyelembe vételével a
merev testre hatod gyorsito erd a statikai nyomatékkal is kifejezhetd

F=1=S8p=mvg =mrg. (4.18)

Meg kell jegyezni, hogy a merev test sulypontja nem filigg a referencia koordinata
rendszer felvételétdl. A 4.5. dbran lathatd merev test statikai nyomatéka a felvett
koordinata rendszerben az O pontra

So =X my¥y, = mig (4.19)
k
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az 1 helyzetvektorral eltolt O’ pontra pedig

SO’:ka(;] +fk):mfl + Y. mpF =mn +mryg . (4.20)
k k

4.5. abra. A merev test stilypontja fliiggetlen a referencia rendszer felvételétol

Figyelembe véve, hogy a merev test sllypontja az O' referencia ponttdl r§ =r +Fg

tavolsagra helyezkedik el, az O' pontra vonatkozo statikai nyomaték

Sor =m(R +Fg)=mi§ (4.21)
lesz, azaz a sulypont a helyén marad.
4.2.5. Merev test forgo mozgasa, a perdiilet és az inercia nyomaték

(a) A 4.6. dbran lathatd merev test minden elemi tomegpontja @ szogsebességgel
forog a z -tengely koriil, azaz az egyes tdomegpontok

Vi = X (4.22)
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sebességgel mozognak. Mivel a merev test impulzusa az egyes tomegpontok
impulzusainak 6sszege,

[=31I; =Y mvy =Y mpoxry (4.23)
k k k

és a merev test tomegpontjainak szogsebessége ugyanakkora, amely kiemelhetd az
Osszegezés elé, a kormozgasnal a merev test impulzusat a szogsebesség s a referencia
pontra vett statikai nyomaték vektori szorzata adja,

I =X mi = xS =dxmi . (4.24)
k

Ez gy értelmezhetd, hogy forgd mozgasnal a merev test impulzusa a merev test tomege
mellett a szogsebesség és a stulypont helyzetvektoranak vektori szorzataval aranyos.

(b) Egy merev test k-adik tomegpontjanak az O referencia pontra vonatkozd
perdiilete vagy impulzusnyomatéka a tomegpont ;. helyzetvektoranak és I I
impulzusanak vektori szorzata (4.7. dbra)

~ - 2
I =i < Iy, [T]=kg™=. (4.25)
S

4.7. abra. A merev test perdiilete

Figyelembe véve azonban, hogy koOrmozgéasnal a k-adik tomegpont sebessége
Vi = 0% ¥, a tomegpont perdiilete a kdvetkez6

I—TkZFkxikZFkxmk((?)ka). (4.26)

Felhasznalva a kett6s vektori szorzatok kiértékelésére vonatkoz6 (2.94) osszefiiggést,
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ﬁk =7 ka(cf)xfk)z mk(fk 'Fk)"?’_mk(?k -67))17/{ (4.27)
és figyelembe véve, hogy a jobb oldalon all6 kifejezés masodik tagja nulla, mivel a .-
adik tdmegpont r; helyzetvektora és az @ szdgsebesség vektor merSlegesek egymasra,
a k-adik tomegpont perdiilete

I, =mu2é. (4.28)
k kT

Bevezetve a k-adik tOmegpont ftehetetlenségi vagy inercia nyomatékat (a
masodrendii nyomatékot),

O =myr?, [O]=kgm? , (4.29)

a k-adik tdmegpont n , perdiilete az inercia nyomatékkal a kovetkezd alakban adhat6
meg,

e =myr} &=6; & . (4.30)

Figyelembe véve, hogy a merev test perdiillete tomegpontjaihoz tartozd
perdiileteinek 0sszessége, igy a 4.7. dbran lathatd merev testnek az O pontra vonatkozo
perdiilete

Mo=YM =Y xIp =YXmrZ . (4.31)
k k k

Bevezetve a merev test O pontra vonatkozoé tehetetlenségi vagy inercia (masodrendil)
nyomatékat

Op = Smyr}? (4.32)
k
amerev test O pontra vonatkozé perdiilete a kovetkez6 alakban adhatd meg,
Ho=Ymr?6=006. (4.33)
k

A merev test O pontra vonatkozd perdiilete a sulypontra vonatkozé adatokkal is
megadhatd. A 4.8. abran lathatd modon a k-adik tomegpontnak a referencia O pontra
vonatkozo helyzetvektora az O referencia pontnak az S sulypontra, és a silypontnak a
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k-adik tomegpontra vonatkozo6 helyzetvektorok Osszegével kifejezve, r, =rg + g, a
merev test O pontra vonatkozo perdiilete

ﬁOZZ(FS+FkS)Xik:FSXZik"'ZFkSXiks (4.34)
k k k

azaz a sulypontnak a referencia ponttol valé tdvolsdga és a merev test impulzusanak
vektori szorzatdhoz hozzaadodik a merev test sulypontra vonatkozo perdiilete,

Hy=FgxI+1g, (4.35)
ahol a merev test sulypontra vonatkozo perdiilete a kovetkezd,

g =Yg x Iy =Y mprfk & =05 6. (4.36)
k k

4.8. dbra. Az O pontra és a stilypontra vonatkozo perdiilet kapcsolata
4.2.6. Parhuzamos tengelyek tétele, a Steiner tétel
Konnyen belathatd, hogy a (4.35) dsszefiiggés altalanosithato, és a merev test két,

egymassal parhuzamos A4 és B tengelyeire vonatkozo perdiiletek kozott a kapcsolat a
kovetkez6 modon adhaté meg,

Hp=igyxI+1I,. (4.37)

Figyelembe véve a merev test impulzusinak I =mvg=mé@xrg kifejezését és

bevezetve az O pontra vonatkozo tehetetlenségi nyomatéek kifejezését @p = kark2 ,
k

az O pontra vonatkoz6 perdiilet a kovetkezd,
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fig =i <1+ g =mi2 +6g)o=0p @, (4.38)

ahonnan azonos szdgsebességek esetén (a forgastengelyek parhuzamosak az O pontban
és az S pontban) a merev test O pontra vonatkoz6 tehetetlenségi nyomatéka egyenlo a
merev test sulypontjara vonatkozo tehetetlenségi nyomaték és a forgastengelynek a
sulypont tavolsagabdl és a merev test tomegébdl szamitott tehetetlenségi nyomaték
Osszegével,

Op =mirg +06s . (4.39)

A fenti Osszefliggés a Steiner tétel. Meg kell azonban jegyezni, hogy parhuzamos
forgastengelyek esetén a Steiner tételbdl kovetkezéen a merev test sulypontjara lesz a
legkisebb a tehetetlenségi nyomaték,

Og =Op —mil . (4.40)

4.2.7. A perdiilettétel, a forgatonyomaték

(a) A merev test k-adik tomegpontjanak az O pontra vonatkozo6 perdiiletének id6

szerinti derivaltja a perdiilettétel szerint a tdmegpontra haté forgatonyomatékot adja
(4.9. abra).

4.9. abra. A merev testre hat6 forgatonyomaték

Figyelembe véve a perdiilet IT, =7, xI; kifejezését és alkalmazva a
szorzatfiiggvény derivalasi szabalyat, a k-adik témegpontra hato forgatonyomaték

Mk:ﬁk:%(FkXik):?kXik+;kak’ [M]=N~m. (4.41)
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A fenti kifejezésben a jobboldalon all6 elsé tagban a helyzetvektor iddszerinti derivaltja
a k-adik tomegpont sebessége v, =r,, a masodik tagban az impulzus id6 szerinti

derivaltja a k-adik tomegpontra hatd erd F k= I > ahonnan a k-adik tdmegpontra hato
forgatonyomaték

My =V x I +7 x Fy,. (4.42)

Minthogy az I , impulzus a v; sebesség iranyaba mutat, igy a jobb oldalon az elsd
tagban a két, egymassal parhuzamos vektor vektori szorzata nulla,

Mk:;kxﬁkn (4.43)

tovabba bevezetve a forgd mozgasnal az érintd iranyd Fy és a fénormalis iranyl F,
erékomponenseket, Fjy = F; + F,,, ¢s figyelembe véve, hogy a centripetalis erd

parhuzamos az #; helyzetvektorral, igy csak a tangencialis erdkomponens hoz 1étre
forgatonyomatékot,

My =i x(F, + Fop )= 7 < F, (4.44)

A forgdmozgasnal megismert Osszefiiggések szerint a k-adik tomegpontra hato
tangencialis er6komponens F, = my& x 7 kifejezését felhaszndlva és a kettés vektori
szorzatok kiértékelésre vonatkozo (2.94) dsszefiiggést felhasznalva

Mk =7 X(mkgxfk)z mk(fk ~7'k)§ —mk(fk 'E)Fk S (4.45)
a jobb oldalon 4116 mésodik tag nulla, mivel az 7, helyzetvektor és az & szOgsebesség
merdleges egymasra. Ezzel a merev test k-adik tomegpontjara hatd forgatonyomaték a

k-adik tomegpont referencia pontra vonatkozo tehetetlenségi vagy inercia nyomatéka és
a szogsebesség szorzata

My =my (7 -7 )E=myr? =64 E. (4.46)

Hasonl6 eredményre vezet a k-adik tomegpont (4.30) Osszefliggéssel kapott
I}, = O & perdiiletének id6 szerinti derivaltja

My =11} =0} &= O . (4.47)
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(b) A merev testre hatd forgatonyomaték a tomegpontokra haté forgatonyomatékok
Osszege, ahonnan a merev test O ponton atmend tengely koriili elfogatdsakor a
forgatonyomaték (4.9. dbra)

MO:ZMk=Zﬁk=kaszé)=@0§. (4.48)
k k k

(c) A merev test O pontra vonatkozé forgatonyomatéka az S sulyponti adatokkal is
kifejezhetd, egyrészt a parhuzamos tengelyekre vonatkozo Steiner tétel felhasznalasaval

@0=m?§+@5,

Mo =mi2 + 65z, (4.49)
masrészt a (4.35) felhasznalasaval Il =Fg x I + I g,

Mp=I,=FgxI+1g, (4.50)

azaz némi rendezés utdn a merev testnek az O pontra vonatkozo forgatdnyomatéka a

silypontra vonatkozo forgatonyomaték I7 S = M g ¢s a sulypontnak az O tengely
koriili elfordulasahoz tartozo forgatonyomaték rg x I= Fg X F Osszege,
Mp=FgxF+Mg. (4.51)

4.3. A mereyv test dinamikai egyensilya, statika
A dinamika specialis esetének tekintheté a nyugalom, ami a merev testek korében a

statika fogalmaba tartozik. Az el6z6 pont alapjan a merev test nyugalomban van, ha a
merev testre hat6 (4.51) forgatonyomaték nulla,

Mp=FgxF+Mg=0. (4.52)

Az eloz6 egyenlet két tagja két feltétel teljesiilését jelenti. Az elsé tag a transzlacios
egyensulyi feltétel,

FgxF=0, YF,=0, (4.53)
k

azaz ha a merev testre hato erdk ereddje nulla, az nyugalomban van, ill. egyenes vonala
egyenletes mozgast végez.
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A (4.52) kifejezés masodik tagja a rotdacios, ill. a forgasi egyensulyi feltételhez
vezet,

Mg=0, >M;=0, (4.54)

azaz ha a merev testre nem hat forgatonyomaték, az nyugalomban van.

Az eldzbek alapjan egy merev test nyugalmi allapotanak kinetikai feltétele esetén
barmely A pontra a merev testre hatd erdk €s forgatonyomatékok ereddje zérus értéket
ad,

F=0, M ,=0. (4.55)
4.3.1. Statikai axiomak, alapédsszefiiggések

(a) Statikdban a merev testnek a kornyezettel vald kdlcsonhatasa a testre hatd erd
formajaban jelenik meg. Mint ismeretes az erd vektor mennyiség, nagysaga, irdnya azaz
hatasvonala mellett tdmadaspontja is van. Ha egy merev testre tobb erd hat, azok
ereddje vektorialis 6sszegezéssel hatarozhatd meg.

(b) Keét eré egyensulya esetén, a két, kdzos hatasvonalll, azonos nagysagu, de
ellentétes iranyt erdé egyensulyban van, ha ered6jiik nulla, nyomatékuk a tetszlegesen
valasztott A pontra zérus, (4.10. abra),

Flz—ﬁz, ;'IXFI+F2XF2:0' (4.56)

4.10. dbra. Két er6 egyensulya

(c¢) Hdarom erd egyensulya esetén, ha az erdk egy sikban helyezkednek el,
hatasvonalaik egy pontban metszik egymast, akkor a vektorok nyilfolyama egységes,
(4.11. abra), az erdk egy zart haromszoget alkotnak, az erdk ereddje zérus,

o

(4.57)

Mo
I
<

1

~
Il
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Némi okfejtés utan belathato a tér barmely pontjara a nyomatékok zérus volta is.

i o

F, B\

4.11. dbra. Harom er6 egyensulya
(d) Az erdhatasok specialis esete az erdpar, ekkor a két, egyenld nagysagu, de

ellentétes irany(, parhuzamos hatasvonala er6k barmely pontra vett forgatonyomatéka
azonos (4.12. dbra), és mer6leges a er6par sikjara, eys L ep,azaz ey -ep =0,

M =IFéy; . (4.58)

4.12. abra. Az erbpar forgaté nyomatéka
4.3.2. Erérendszer redukcioja egy pontba

A 4.13. abrdn lathatd, A pontban hat6 er6k ereddje az O pontra vonatkozdan egy

17"1 eredo erét és egy Ml forgatonyomatékot eredményez,

4.13. abra. Az A pontban haté erdk eredéje
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YF,=F, YMy=FRl=M,. (4.59)
k k

Az A pontban hat6 erd redukalhaté az O pontba. A. 4.14. abran lathatd médon az O
pontban elhelyezett két, ellentétes irany(, azonos nagysagi 17“1 er6 ereddje nulla,
azonban az A pontban és az O pontban 1év0, két egymassal parhuzamos, de ellentétes
irany( f‘l erdk egy erépart alkotnak, mikozben az O pontban megjelenik egy 17"1 erd

is. Ezek utan a rendszer ugy tekintheté, mint az O pontban hatd 17"1 erd mellett fellépd

az O pontra vonatkozd M 1 forgatényomaték.

B} F
F, 1
Fy

4.14. abra. Az erérendszernek az O pontban két azonos nagysagu, de ellentétes irany?,
nulla ered6ji erdvel vald bévitése utan a rendszerben az O pontba athelyezett erd és
forgatonyomaték

4.3.3. Merev testre hato erérendszer redukalasa a sulypontba

Az el6z0 elvek alapjan a 4.15. dbran lathaté merev testre az O pontban hato 13‘1 erd

és M o forgatonyomaték athelyezhetd az S sulypontba a kovetkezd 1épések alapjan,

4.15. abra. Merev testre hat6 erd ¢és forgatonyomaték redukcioja



98 4. MEREV TESTEK DINAMIKAJA

e az S sulypontban elhelyezésre keriil a nulla ereddjt, két ellentétes eldjelit 17"1
ero;

e az S sulypontban hat az f‘l erd és fellép az Ml forgatd nyomaték;

e az eredmény, az S silypontban hat az F| eré és az M;+M, forgato
nyomatékok Osszege (4.16. dbra).

y }\
4 M 1
y 2 \\
[ 0 S .\\
I X \_) ::I

4.16. abra. A redukcio eredménye
4.4. Merev testek kinetikai energiaja, teljesitménye
4.4.1. Merev test mozgdasi energidja halado mozgasnal

Halad6 mozgéasnal a merev test mozgdsi energidja a tomegpontok mozgasi
energiainak Osszege, azaz

1
Wi =S Wy =—Smpv7 . (4.60)
k 2

Figyelembe véve, hogy haladd mozgasnal a merev test minden pontja azonos, a
sulypont vg sebességével mozog, és a merev test tdomegpontjainak dsszege pedig éppen

a merev test tomegét adja, a merev test mozgasi energidja némi atalakitasok utan a
kovetkez6 alakban is megadhato

I ., 1 =
W, = 2_"3
m —2mvS—2vS-I. (4.61)

4.4.2. Merev test mozgasi energidja forgo mozgasnal

A sulypont koriili forgd mozgasnal a k-adik tomegpont sebessége, v =@ x ¥y,
mozgasi energiaja
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mkv]% = lmkﬁk (@x 7). (4.62)

Wink = b

1
2

Figyelembe véve a skalar-vektor szorzatok ciklikussagara vonatkozd (2.56)
Osszefiiggést, és bevezetve a k-adik tomegpont impulzusanak kifejezését, a mozgasi
energia a kovetkez6 alakra hozhato

| SO e P
kaZEw‘(’kXmm)ziw‘(’k“k)' (4.63)

A fenti kifejezés a k-adik tomegpont ITj =F, x I perdiletével és ITj = &6y
tehetetlenségi nyomatékaval is megadhato

Wiy =—6@- I :%@sz. (4.64)

A tomegpontok energidjanak Osszege adja a merev test energiajat, azaz a sulypont
koriili elfordulasnal a forgd mozgasbol szarmazo mozgasi energia

& I g=—w20O. (4.65)

Amennyiben a merev test egyidejileg halado és forgd mozgast is végez, a mozgasi
energiaja a kétféle mozgasbol szarmazo energia dsszege,

Wm=%(65~f+a3~f]5). (4.66)

4.4.3. Merev test teljesitménye

A teljesitmény az idGegység alatt végzett munka alapjan, az dsszetett mozgast végzo
merev test teljesitménye a (4.66) kifejezésben szerepld munka id6 szerinti derivaltja.
Feltéve azonban, hogy a merev test haladd és forgd mozgasa alland6d sebességgel
torténik,

daw, 1. = - =
P:—m:—(v d+o-1T ) 4.67
o S S (4.67)

és figyelembe véve, hogy az impulzus id6 szerinti derivaltja a merev testre hato erét, a
perdiiletének id6 szerinti derivaltja pedig a forgatd nyomatékot adja, a merev test
teljesitménye a kovetkezd
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P:%(JS-FM.MS). (4.68)

4.5. Feladatok, merev test dinamikaja

4.5.1. Feladat

Hatarozza meg egy sulytalannak tekinthetd 2 m hosszl rid két végén 1évoé 2 kg és
3 kg tomegek sulypontjat.

Megoldas

Feltéve, hogy a sulypont a 2kg tomegtél x tavolsagra helyezkedik el, és
figyelembe véve, hogy a sllypontra az elsérendii, statikai nyomaték nulla,
Sy=mx—my(l—x)=2-x-3-(2-x)=0, a stlypont a 2kg tomegtél x=1,2000m
tavolsagra, a 3kg tomegtdl 2 —x = 0,8000 m tavolsagra helyezkedik el.

4.5.2. Feladat

Egy 8m hosszu, stlytalannak tekinthetd rid két végén Skg és 3kg nagysagh
tomegek helyezkednek el. Hatarozza meg a merev test statikai nyomatékat a rad
kozéppontjara.

Megoldas

A statikai nyomaték a rad jobb és bal oldalan 1évé tomegek figyelembe vételével
Sp=ml/2-myl/2=(5-34=8kgm.

4.5.3. Feladat

Hatérozza meg, hol kell alatdmasztani a sulytalannak tekinthetd6 3m hossza
mérleghintat, hogy a két végén elhelyezkedd 18kg és 24 kg tomegii gyerekek
egyensulyban legyenek.

Megoldas

Feltéve, hogy az alatdmasztisi pont a 18kg tomegl gyerektdl x tavolsagra
helyezkedik el, a forgatonyomatékok egyenl6ségébdl, mjx =my (l - x), az alatamasztasi
pont helye x=1,7143m a konnyebbik gyerektdl és [/—x=1,2857m a nehezebb
gyerektol.



4. MEREV TESTEK DINAMIKAJA 101

4.5.4. Feladat

Hatarozza meg, hol kell alatdmasztani a sulytalannak tekinthetd 3,2m hossza
mérleghintat, hogy a két végén elhelyezkedd 15kg és 27 kg tomegek egyensulyban
legyenek.

Megoldas

Az el6z0 feladat mintajara az alatamasztasi pontot a konnyebb tomegtol 2,0571m
tavolsagra kell elhelyezni.

4.5.5. Feladat

Hatarozza meg, mekkora tomegt gyerek iil a 2,8 m hosszu, egyensulyban 1év6 8 kg
tomegli mérleghinta egyik végén, ha az alatdmasztasi ponttél 1,2m tavolsagra 1évo
masik végén 21kg tomegl gyerek helyezkedik el.

Megoldas

A mérleghinta sulyat a hinta kozepére koncentralva, az alatamasztasi pontra az
ismert sulyu gyerek forgatonyomatéka tart egyensulyt az ismeretlen gyerek és a hinta
sulyanak forgatonyomatékéaval, myx = m(l/ 2—x)+ my (l —x), ahonnan a masik gyerek
tomege my =(21-1,2—-8-0,2)/1,6 =14,7500 kg .

4.5.6. Feladat

Hatarozza meg, hol kell alatdmasztani a 18 kg tomegli, 3,6 m hosszi mérleghintat,
hogy a két végén elhelyezkedd 12kg és 24kg tomegi gyerekek egyensulyban
legyenek.

Megoldas

Az eléz6 feladat mintajara, 12-x+18-(x—3,6/2)=24(3,6—x), a konnyebb
gyerektdl x =2,2000 m tavolsagban kell alatdmasztani.

4.5.7. Feladat

Egy nyugalomban 1évé 5kg tomegli merev testet a sulypontjaban 0,1kgm/s
nagysagu impulzus ér 0,12 ms id6 alatt. Hatarozza meg, mekkora sebességgel mozog a
merev test az impulzus hatasara.

Megoldas
A merev test sebessége v=Al/m=0,1/5=0,02m/s lesz.
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4.5.8. Feladat

Egy nyugalomban 1évé 2kg tomegli merev testet a slypontjaban 0,08 kg m/s
nagysagu impulzus ér 0,16 ms id0 alatt. Hatarozza meg, mekkora gyorsuléssal kezd el a
merev test mozogni.

Megoldas
Az impulzus hatasara F = AI/At =0,08/0,00016 =500 N erd éri, amely hatdsra
a=F/m=500/2=250m/s2 gyorsulassal kezd el mozogni.

4.5.9. Feladat

Hatarozza meg, mekkora impulzus éri azt a 3,2kg tomegli merev testet, amely

12 m/s sebességgel kezd el mozogni.
Megoldas
I=mv=32-12=38,4000 Ns.

4.5.10. Feladat

Egy nyugalomban 1év6, 10kg tomegli merev testet a silypontjaban 0,06 kg m/s
nagysagu impulzus ér 0,12 ms id6 alatt. Hatdrozza meg, mekkora a merev testre hato
forgatonyomaték, a sulypontjatol 2,5m tavolsagban 1évé forgéastengely koriili
elfordulaskor.

Megoldas

Az et  F=AI/At=0,06/0,00012=500,0000N, a forgat6 nyomaték
M =xF=2,5-500=1250 Nm .
4.5.11. Feladat

Hatarozza meg, mekkora lesz a mozgasi energiaja annak a nyugalomban 1évo, 12 kg
tomegli merev testnek, amelyet a sulypontjaban 18,2 kg m/s nagysagu impulzus ér.

Megoldds

Wy =mv2[2=m/2-(I/m)* =12/2m=18,22/(2-12)=13,8017J .
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4.5.12. Feladat

Egy 6kg tomegii merev test forgastengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomatéka
3,2 kg m2 . Hatarozza meg, mekkora szogsebességgel kezd el forogni a merev test, ha a
forgastengelyre mer6leges sikban, attol 3m tavolsdgban 12kgm/s nagysagh
impulzus éri.

Megoldas

Minthogy a perdilet /7 =r-I=0w, ahonnan a forgds szogsebessége
o=r-1/0=12-3/32=11,2500 rad/s.

4.5.13. Feladat

Hatarozza meg, mekkora impulzus éri azt az Skg tomegl merev testet, amely

6 rad/s szogsebességgel forog a sulyponttdl 1,2 m tavolsagra 1évo forgastengely koriil.
Megoldas

A merev testet ért impulzus hatdsdra a silypontja vy = wrg sebességgel kezd el

forogni, azaz a merev testet / =mvg =mwrg =5-6-1,2=36kgm/s impulzus éri.
4.5.14. Feladat

Hatdrozza meg két tomegpontbol all6 merev test sulypontra vonatkozo
tehetetlenségi nyomatékat, ha a tomegek 3kg és 4kg nagysaguak, és a koztik 1évo

tavolsag 9m.
Megoldas

Feltéve, hogy a sulypont a 3kg tomegtdl x tavolsagra helyezkedik el, akkor a 4 kg
tomegtdl 9—x tavolsagra lesz. A stlypontra az elsérendd, statikai nyomaték nulla
Osszefliggést felhasznalva, Sg :mlx—mz(l —x):O, a sulypont a 3kg tomegtol
x:4~9/(3+4):5,1429m tavolsagra van. A sulypont ismeretében a tdmegpontok
masodrendd, inercia nyomatéka

Og =mx2 +my(I—x)? =3-5,14292 + 4(9—5,1429)? =138,8571 kg m2..
4.5.15. Feladat

Egy sulytalannak tekintheté 2,7 m hossza rud két végén azonos nagysagu, 5kg
tomegl testek helyezkednek el. Hatarozza meg a merev testként kezelhetd forgd
rendszer tehetetlenségi nyomatékat, ha a rad harmadaban elhelyezett, a radra mer6leges
forgastengely koriil megforgatjak.
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Megoldas
@ = m(i/37 +m(21/37 =5(0.92 +1,82)=20.2500 kg m? .

4.5.16. Feladat

Egy nyugalomban 1év6 15kg tomegli merev testet a sulypontjaban
0,02 kg m/s nagysagu impulzus ér 0,8ms id6 alatt, amely hatdsara a merev test a
stlypontjatol 1,2m tavolsagban 1évd forgastengely koriil elfordul. Hatarozza meg,
mekkora a merev testre hatd forgatonyomaték.

Megoldds

A merev testet az impulzusbdl szarmazo erd forgatja el, ekkor a forgatdnyomaték
M =x-F=12-0,02/0,0008=30Nm.

4.5.17. Feladat

Egy nyugalomban 1év6 Skg tomegli merve testet a sulypontjaban 0,05kg m/s
nagysagu impulzus ér 0,2 ms id6 alatt. Hatdrozza meg, mekkora a test perdiilete, ha
forgastengely a stlyponttdl 3 m tavolsagra helyezkedik el.

Megoldas

A perdiilet a merev test impulzusnyomatéka, /7 =7-Al =3-0,05=0,15kg m?2/s.

4.5.18. Feladat

Hatarozza meg, mekkora lesz a tehetetlenségi nyomatéka a pontszeriinek tekinthetd,
1200 kg tomegli, 45 km/6ra sebességii autonak a 125 m sugart kanyarban.

Megoldas

O =mr?2 =1200-1252 =18,7500-106 kg m2 .
4.5.19. Feladat

Hatarozza meg, mekkora az impulzusa a 850kg tomegi, 35km/ora sebességii
autonak a 120 m sugara kanyarban.

Megoldas
I =mv=2850-35- 103/3600 =8,2639kNs .
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4.5.20. Feladat

Hatarozza meg, mekkora lesz a perdiilete az 1500 kg tomegii, 65km/ora sebességii
autonak a 60 m sugaru kanyarban.

Megoldas

IT=rI=rmv=60-1500-65-103/3600 = 1625000 kg m2/s .

4.5.21. Feladat

Egy sulytalannak tekinthet vizszintes rad egyik vége fiiggdleges tengely koriil
3rad/s szogsebességgel fordul korbe. A ridon a forgastengelytél 25cm tavolsagban
L,2kg, 55cm tavolsagban 3kg tomegek vannak rogzitve. Hatarozza meg a rad
impulzusnyomatékat.

Megoldas
A rendszernek a forgastengelyre vonatkozé tehetetlenségi nyomatéka
Op =myr? +myrg =12-0,252 +3-0,552 =0,9825kgm?2. A forg6 rendszer perdiilete

Il =0rw=0,9825-3=29475kg mz/s .
4.5.22. Feladat

Egy 3kg tomegii merev test sulypontjara vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatéka
15kgm?2 . Hatarozza meg a merev test forgasi energidjat, ha a sulyponttél 45cm
tavolsagra 1évo forgastengely koriil 5rad/s szogsebességgel forog.

Megoldas

Steiner tétel alapjan a merev test forgastengelyre vonatkozo tehetetlenségi
nyomatéka Op = Og +m g, =15+3-0,452 =15,6075kgm? . A forgési energia pedig
Wy =0pa?[2=15,6075-52/2=195,0938] .

4.5.23. Feladat

Hatarozza meg, mekkora lesz a mozgasi energidja annak a vizszintes helyzetil,
sulytalannak tekintheté 2,4 m hosszu rud két végén 1évé 4kg és 6 kg tomegekbdl allo
merev testnek, ha a rud kozepén atmend fiiggbleges tengely koriil 4,8rad/s
szdgsebességgel forog.
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Megoldas

A tomegpontokbol 4ll6 merev test forgastengelyre vonatkozo tehetetlenségi
nyomatéka @ =my (/2 +my (/2 =(6+4)-1,22 =14,4000kgm2, a mozgési
energidja W,, = Ow2/2 =14,4000-4,82 /2 =165,8880 ] .

4.5.24. Feladat

Egy nyugalomban 1évé 3 kg tomegli merve testet a sulypontjaban 0,05kg m/s
nagysagu impulzus ér 0,1 ms alatt. Hatarozza meg, mekkora szogsebességgel kezd el a
merev test a sulyponttdl 2m tavolsagban 1év0 forgastengely koriil forogni, ha a
sulypontra vonatkoz6 inercia nyomatéka 4,5 kg m? .

Megoldds

A forgastengelyre vonatkozd inercia nyomatéka a sulyponti adatokkal
OF =Og +mr2 =4,5+3-22 =16,5kgm?2. Mivel az impulzus és a forgd mozgas
sugara merdleges egymasra, a forgd tomeg perdilete /7 =r-Al =Of® , ahonnan a
szOgsebesség @ =r-Al/OF =2-0,05/16,5=0,0061rad/s .

4.5.25. Feladat

Egy 5kg tomegii merev test forgastengelyére vonatkozo tehetetlenségi nyomatéka

2,4kgm?2. Hatarozza meg a merev test forgastengelytél 60cm tavolsagra 16v6
stlypontra vonatkoz6 tehetetlenségi nyomatékat.

Megoldas

Steiner tétele alapjan Og = O —mr? =2,4-5-0,62 =0,6000 kg m?2 .
4.5.26. Feladat

Egy nyugalomban 1évé 2kg tomegli merev testet a stlypontjaban 0,06 kg m/s
nagysagu impulzus ér 0,1 ms alatt. Hatarozza meg, mekkora forgatonyomaték hat a
merev testre, ha a forgastengely a sulyponttél 3m tavolsagban helyezkedik el.

Megoldds

A merev testet ért impulzus hatdsara F = AI/At=0,06/0,0001=600 N erd éri,
amely a forgastengelytdl mért tavolsag hatasara M =rF =3-600=1800J
forgatonyomatékot eredményez.
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4.5.27. Feladat

Egy 3,2kg tomegli merev test forgastengelyre vett tehetetlenségi nyomatéka

6kgm? . Hatarozza meg, mekkora lesz a merev testre hato forgatonyomaték, ha a
forgéastengelyre merdleges sikban, a forgastengelyt6l 45cm tavolsagban 3 N er0 hat.

Megoldas
M=d-F=045-3=13500 Nm .

4.5.28. Feladat

Egy merev test forgastengelyre vett tehetetlenségi nyomatéka 4,6 kg m2 . Hatarozza

meg, mekkora gyorsulassal kezd el a test forogni, ha a forgastengelyre merdleges sikban
a tengelytél 38 cm tavolsagban 4 N erd hat.

Megoldas
M =d-F =0p¢,ahonnan ¢ =d - F/Op =0,38-4/4,6 =0,3304 rad/s .

4.5.29. Feladat

Két, egy 320g tomegl, és egy 480g tomegli tomegpontok egy sulytalannak
tekinthetdé 1,8 m sugaru tarcsa keriiletén helyezkednek el. A tarcsa kdzéppontja kortil
egyenletes sebességgel forog. Hatarozza meg a rendszer tehetetlenségi nyomatékat.

Megoldas

O =myrg +myrd =08-182 =2,5920 kg m?2.

4.5.30. Feladat

Egy 3,2m sugart tarcsa keriiletén, a tarcsa sikjdban 5,2 N nagysagl erOpar hat.
Hatarozza meg a tarcsara hato forgatonyomatékot.
Megoldas

M =27yF =2-32-52=332800 Nm .
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Merev testek kényszermozgasa egy kiils6 er6 hatasara jon létre. Ez a kiils6,
kényszeritd er6 lehet két test iitkozése soran a testek impulzus-megvaltozasabol
szarmazo erbhatas, amely a testek iitkdzésének vizsgalatahoz vezet.

A test mozgasat el6idézé kiils6 kényszererd mechanikai hullimmozgast is
eléidézhet, ekkor az anyagi részecskék kimozdulasaval a mechanikai hullammozgas
energiat, impulzust szallit. A mechanikai hulldmmozgas longitudinalis és transzverzalis
tipusu lehet aszerint, hogy a hulldimmozgés soran az anyagi részecskék kimozdulasa a
hullam terjedésének iranydba vagy arra merdlegesen torténik. Longitudindlis
hullammozgdsnal az anyagi részecskék kimozduldsa a hullam terjedési iranyaval
parhuzamosan torténik. Ilyen pl. a rugdmozgas, a hanghullamok terjedése, a harmonikus
rezgémozgas. Transzverzalis hullammozgds esetén az anyagi részecskék kimozdulasa a
terjedés iranyara merdlegesen torténik. Ilyen mozgas, pl. a kotélen halado
hullammozgas és az elektromagneses hullamok.

5.1. Két test iitkozése

Két test iitkdzésének vizsgalatara a kovetkezo feltételek mellett kertil sor.

o Aziitkozés igen rovid ido alatt jatszodik le, azaz ha a ¢ az titkozés el6tti, mig a
t+ At az iitk6zés utani iddpillanatot jeldli, az litkdzés lejatszodasahoz tartozod
At idGintervallum nullanak tekinthetd, azaz At — 0 ;

o  Az1itkdzés pillanataban a tdmegek helyzetiiket nem valtoztatjak meg;

o Aziitkozés elemzésénél csak a két test kdlcsonhatasanak vizsgalatara keriil sor,
a kiils6 erék hatasa figyelmen kiviil marad.

Feltételezve, hogy az litkdzés pillanataban a két test A, ill. P, pontjai érintkeznek
egymassal (5.1. abra), a két érintkezési ponthoz tartozo érintd sik az iitkozés simulo
sikja, az erre mer6leges vektor az iitkozés normalisa, amely valamelyik iranyban
felvehetd, pl. az dbran n=n| =—n,.

Ha a testek S7, S, sulypontjainak iitkozés el6tti sebessége ill. szogsebessége vgq,

vg,ill. @, @y, tovabba a stilypontoknak az {itkdzEési pontoktdl vald tdvolsaga rendre

A, Fy, az litkdzés el6tti pillanatban a B, P> pontok sebessége

171 21715 +(_()1><;],
(5.1)

172 21725' +(?)2><I72,
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azaz az Utkozés elbtt a testek mozgasmennyisége, az impulzusa (lendiilete) és
impulzusnyomatéka (perdiilete) ismert,

ii:mi‘_;Sh ﬁPi:FSiXi"'ﬁSis i=12. 5.2)
érinto sik

E 1 n
— —
litkizési
normiilis

5.1. abra. Az utk6zési normalis és érintd sik
5.1.1. Az iitkozések osztalyozasa

Két test tlitkdzése centrikus €s excentrikus, egyenes, ill. ferde iitkdzés lehet, ahogy az
5.2. abran lathato.

erintd sik erintd sik

n
i . .- r .
litkozési
normuilis

n
i . .- r .
litkozési
normuilis

centrikus egyenes litk6zés centrikus ferde titkdzés
érintd sik érintd sik

n
i . .- r .
litkozési
normuilis

n
i . .- r .
litkozési
normuilis

it

excentrikus egyenes iitk6zés excentrikus ferde iitkdzés

5.2. abra. Az litkzési tipusok
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o FEgyenes az iitkozés, ha az iitkdzés pillanatdban a két test sulypontjanak
sebessége parhuzamos az iitkdzési normalissal,

o Ferde az iitkozés, ha az iitkozés pillanataban a két test sulypontjanak sebessége
nem parhuzamos az iitkdzési normalissal;

o Az1itkdzés centrikus, ha az itkdzési normalis atmegy a testek sulypontjan;

o Az iitkozés excentrikus, ha az litkdzési normalis nem megy at a testek
stlypontjan.

Az ltkozés dinamikai szempontbol vald osztilyozas szerint lehet rugalmas és

rugalmatlan.

(a) Két test titkozese rugalmas, ha az iitkdzési pontra a két test mozgasmennyisége,
az impulzusa

N
I’ [v]m

-2
I Zml‘VSi 5 (53)
i=1

i=l1

és a perdiilete,

L2 . 20 - - 2
= ZHPi = Z(rSixIl-+IISl~) Z(”SZXI +w19Sz) 5.4)
i=1 =1 i=1
valamint a mozgasi energiaja
2 2(1- -+ 1. = 2(1 7 .1 4
Wm: ZWmi: Z —vSi-Ii+—wl--HS,- = Z —mivSl.+—a)l- @Sl' , (55)
i=1 i=I\2 2 i=I\2 2

az uitkdzés elotti ¢ és az litkdzés utani ¢ + At idépillanatokban nem valtozik,

I(t)-1(c+Ar)=0, I(t)=1(t+ A1),
H()- (e +At)=0,  H()=H(+Ar), (5.6)
Wi (€)= W,y (2 + M) =0, W, (t)=W,,(t + At)

(b) Két test iitkozése rugalmatlan, ha az ltkozési pontra a két test
mozgasmennyisége az litkdzés soran nem valtozik, az {itkdzés el6tti mozgasi energiaja
azonban veszteség formajaban deformacios munkava, hoveé, hangenergiava alakul,

HO)-Tl+a)=0,  T()=T(e+ar),

A()-f(+A)=0, ()= +A0), 57

Wi (6) =Wyt + AL) = 0, W, (£) # Wy (¢ + A2).
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5.2. Két test centrikus iitkozése

Centrikus litkdzések esetén az iitk6zési normalis hatdsvonala atmegy a két test
sulypontjan, igy a testek perdiilete nem valtozik, egyrészt mivel az iitk6zési pont és a

sulypont kozti #, =12 vektorok és az iitkdzés soran fellépd I i» 1=12 impulzusok
parhuzamosak, igy vektori szorzatuk nulla,

FgxI; =0, (5.8)

masrészt a testek sulypontjaira vonatkozo forgatonyomatékbol a Az — 0 iddintervallum
alatt keletkezett perdiilet nulla,

_ — t+At
Hg;(t+At)- I gi(t)= lim +j Mg(r)dr=0. (5.9)
At ¢

Tehat centrikus {itkdzés esetén a testek impulzus Osszege €s mozgasi energia
Osszege nem valtozik, mikozben az iitk6zes elotti és utani sebességek megvaltoznak,

.2 21
I=3Ymyg =all, W, = zEmivgi =all. (5.10)
i=1 i=l

5.2.1. Centrikus, rugalmatlan iitkézés

Minthogy rugalmatlan iitk6zés esetén a mozgasi energia nem marad allando, igy az
impulzus-megmaradasi tétel figyelembevételével a két test mozgasmennyisége, jelen
esetben az impulzusok 0sszege az iitkdzés soran nem valtozik.

(a) Az 5.3. abran lathatd centrikus rugalmatlan ferde iitkézés soran legyen az
litkdzés eldtt az m; tomeg sebessége vy, az my tomeg sebessége vy, az {itkdzés utan a

két tomeg k6z0s sebessége u .

5.3. abra. Két test sebessége centrikus rugalmatlan ferde iitk6zés elott
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Az impulzustétel alkalmazasaval
mvy +movy = (my +my )i, (5.11)
az iitkdzés utani sebesség

~ myyy +moy
G myrtmyvy

(5.12)
m +my

A szamitasok elvégzéséhez a sebességek felbonthatok az iitkdzési normalis és a
simul6 sikba esé komponensekre a felvett koordinata iranyoknak megfelelden,

Vp =Vicosa, Vi =-Vsina,

(5.13)
Vo, =Vpcos B, Vo =Vvysinf,
amelyekkel az iitk6zés utani k6zos sebesség komponensei
mvy, +myvy, mv] €os & + myvy cos S
U, = = ,
" mp +my my +my
(5.14)
mviy +movy, —mpvy sin a +myvy sin
U, = = y
¢ my +myp my +myp

és ezzel az iitk6z€s utani sebesség nagysaga és az litk6zési normalishoz vald hajlasszoge

u=qJuj +u?, tg¢=Z—’ (5.15)
n

meghatarozhato.

(b) Az 5.4.a abran lathatd centrikus, rugalmatlan egyenes iitkdzés esetén, minthogy
a két tomeg azonos iranyba halad, sebességeik azonos iranyba mutatnak, az egyik tomeg
utoléri a masikat és centrikus, egyenes, rugalmatlan {itk6zés utan kozos sebességgel
folytatjak az utat,

+
Ty (5.16)
my +myp

amig az 5.4.b abran lathato egyenes iitkdzés esetén, minthogy a két tomeg egymassal
szembe halad, sebességeik ellenkezé iranyba mutatnak, a centrikus, egyenes,
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rugalmatlan {itkdzés soran az iitkdzés eldtti impulzusok ellenkezd eldjeliiek. Az litkozés
utani sebesség iranyat elore feltételezve, ha az iitkdzés utani sebességre pozitiv érték
adodik, akkor a felvett irdnyban haladnak, ha negativ érték adodik, akkor a felvett
irannyal ellenkez6 iranyu lesz a k6zds sebesség

u= My —mavy (5.17)
my +my
a) b)

5.4. abra. Rugalmatlan, centrikus, egyenes litkdzések
5.2.2. Centrikus, rugalmas titkozés

Centrikus rugalmas iitkdzéskor a tdmegek impulzusa mellett a kinetikai energiak
Osszege is valtozatlan, azaz iitkdzés el6tt és utan a tomegek impulzus Osszege ¢€s
kinetikai energiajanak 6sszege valtozatlan.

Az 5.5. abran lathatd centrikus, rugalmas iitkozés esetén legyen az litkozés eldtt az
m] tomeg sebessége V|, az m) tOmeg sebessége vy, az litk6zés utan a két tdmeg

sebessége uyp, ill. uy .

Az impulzusokra és kinetikus energidkra vonatkozo6 egyenletek a kovetkezd alakban
adhatok meg,

m1|71 +m2172 =m1fl1 +mzfl2,

(5.18)
! 42+1m172 1mﬁ2+1mﬁ2
_m v —_— = — - .
5 1% > 2Vy 2 1% 2 205
Mindkét oldalt a tdmegek szerint rendezve,
my(vy —ay)=my (3 —v3),
(5.19)

m 57 =7 )= ma (a3 -52)
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¢és a masodik egyenletet elosztva az elsdvel és figyelembe véve a nevezetes szorzatokra
vonatkozo6 Osszefiiggéseket

b2 -i7)_(2-52) .

B

(i —ay) (i —vy)

a kdvetkezd két linearis egyenlet adodik

my (i —uy)=my iy —vy),

- - . . (5.21)
(v1+"1)=("2 +v2),

ahonnan a két ismeretlen sebesség meghatarozhato.

5.5. abra. Rugalmas, centrikus ferde {itk6zés

(a) Ha a centrikus rugalmas iitkozés ferde tipusii, azaz a sulypontok sebességeinek
az 5.5. abran lathaté moédon, érintd sik iranya komponense is van, akkor az (5.21)
egyenletben a sebességek felbonthatok az i{itkdzési normalis és az érintdsik iranyh
komponensekre,

Vip =Vicosa, Vi =-Vsina,
(5.22)
Vo, =Vpcos B, Vo =Vvysinf,

és a komponensekre vonatkozd egyenletekbdl hatarozhatok meg az {itkdzés utani
sebesség komponensek

my (Vln —Ulp ): m2(”2n ~V2n )a m (Vlz' —Ulr ): mj (”21' —V2r )a
(5.23)

(Vln +”1n):(”2n +V2n)= (Vlr +”lr):(”2n +V2T)»

ahonnan az egyes tomegek iitk6zés utani sebessége €és az litkdzési normalistol vald
eltérés iranya a kovetkezd
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U]
up = ”12n+”127’ 1gp =—=+,

”;1" (5.24)
up :1[ %n +”%r’ 1gQr =f.
n

(b) Ha a centrikus rugalmas iitkozés egyenes tipusi, azaz a sulypontok
sebességeinek csak normalis irdnyd komponense van, az (5.21) egyenletb6l kdzvetleniil
meghatarozhatdk az iitkdzési normalis iranyl sebesség komponensek

ml(Vl _”1):’"2(”2 _VZ)a

(5.25)
(Vl + ”1): (uz + Vz)-

Az iitkdzés utani sebességek iranyat eldre feltételezve, ha az iitkdzés utani
sebességekre pozitiv érték adodik, akkor a felvett iranyban haladnak a tomegek, ha
negativ érték adodik, akkor a felvett irannyal ellenkez6 iranyu lesz a sebesség.

5.3. Két test excentrikus utkozése

Excentrikus 1itkdzés esetén a {itkdzési normalis nem megy at a tomegek
sulypontjain, ahogy az 5.6. abran lathato.

5.6. abra. Két test excentrikus {itkdzése
5.3.1. Excentrikus iitkozés utani sebességek meghatdrozasa

A kérdéskor vizsgalatahoz csak az egyik, az 5.7. abran lathatdo 1. szamu testet
tekintve, azt a 2. szamu testtel valo iitk6zés miatt az 4 pontban az iitkdzés normalisa

iranyu I 4 impulzus éri.
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Legyen a stlypont iitk6zés eltti sebessége és szOgsebessége vy, @, a sulypont

litkdzEs utani sebessége és szOgsebessége ug , Q. Az iitkdzési A pontban a testet I A

impulzus éri, amely hatdsara rugalmatlan {itkdzéskor megvaltozik a test impulzusa és
perdiilete.
Az iitk6zés elotti €s utani impulzusok egyenldségeébdl

I4+mvg =miig, (5.26)
¢s az {itkdzés elbtti és utani perdiiletek egyenldségébol

I =FgyxI  +BOg = Q0Og, (5.27)
a sulypont litk6zés utani ug sebessége és Q szogsebessége meghatarozhatd, amely

valojaban, ha derékszogli koordinata komponensekre bontjuk, komponensenként egy-
egy egyenletet eredményez.

5.7. abra. Excentrikus titk6zés modellezése
5.3.2. Excentrikus iitkozes visszavezetése centrikus iitkozésre

Bar bonyolultabbnak latszik, a testet a D iitkézési talppontban (5.7. abra) egy
redukalt mp témeggel helyettesitve a fenti feladat a jol ismert centralis {itkozésekre

visszavezetheto.
Az 1 4 1impulzus hatdsara megvaltozik a test sulypontjanak a sebessége és

szogsebessége
- B, .. T
I, 4=mug,—mvg, us—vS=—A,
m
- = 5.28
- Iy XIA ( )
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Az iitkdzési talppont sebessége {itkdzés eldtt és utan a kovetkezd alakban adhatd
meg

GD =175 +(?)><}_;SD,

. (5.29)
l—lD =l—lS +.Q><}_;SD,
ahonnan az iitk6zési talppont sebesség valtozasa
iip —vp =iis v +(@—a)xFgp . (5.30)
Az (5.28) Osszefiiggés felhasznalasaval a talpponti sebességvaltozas
I VIR IS
Up =vp =_A+_("SA XIA)XVSD- (5.31)
m BOg

Felhasznalva azt a tényt, hogy a vektori szorzatok sorrendjének cseréje eldjelvaltast
eredményez, a fenti kifejezés a kdvetkezo alakban is eldallithato

I { 1 - -
Up—vp =7A—@ 'SD X(FSA XIA)’ (5.32)

és alkalmazva a tObbszorés vektori szorzatok kiértékelésre vonatkozo (2.95)
Osszefiiggést, az a kdvetkezd Osszefliggésre vezet

I 1L =\ 1~ - =
“D_VD=7A_a(SD’IA)"'SA+a("SA"’SD)’1A- (5.33)

Figyelembe véve, hogy rgp merbleges az A4 pontban fellépd 1 4 1mpulzus

hatasvonalara, igy az el8z6 kifejezés jobboldalan allo masodik tag nulla, rgp i 4=0,
tovabba alkalmazva a két vektor skalaris szorzatara vonatkozod kiértékelési szabalyt,
amely szerint Fgy -Fsp =7rsp <154 -COS@DS4 > AZaZ 54 -COSPPg4 8z gy - vektornak a
rgp vektorra esd vetiilete, azaz maga a rgp tavolsag, és igy

1 I"2 -
ip—3p =\ o (5:34)
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amely az 1 4 impulzus hatdsvonalaba es6 D pontba redukalt tomeggel a talpponti

sebességvaltozas
I |
ip-vp=—4, (5.35)
mp

amely egy centralis {itkdzési modellnek felel meg, ahol a talppontra, mint az iitk6zési
normalis hatdsvonalaba eso redukalt tomegkdzéppontra a redukalt tomeg

2
P
A 1. 5% (5.36)
mp m Og

Az mp redukalt tomeget a megfeleld, D pontba helyezve, a centralis iitkdzés
szabalyai szerint lehet eljarni.

5.3.3. Két excentrikusan iitk6zo test
Az 5.6. abran lathato, excentrikusan {itkozo testek mpy, mp, redukalt tomegeit

=+ — Rl
mpy mp  Og; mpy my Og

2 2
r r
1 S1D1 1 1 "$po (5.37)

a Dy, D, talppontokban helyezve, a centralis iitk6zés szabalyai szerint lehet eljarni.

Az egyes testekre az 4 pontban az oda-vissza haté er6impulzusokkal a centralis
iitk6zésnél bevezetett dsszefiiggések alkalmazhatok

Mp1Yp1 +mpavpy =mplip) +mpipy - (5.38)

Ha az {itk6zés rugalmas, az impulzus-megmaradasi tétel mellett az energia-
megmaradasi tételt is figyelembe kell venni,

1 - 1 - 1 ~ 1 ~
Elevlz)l +5mD2v%2 :Eleulz)l +5mD2u%2 . (5.39)

A két egyenlet rendezésével
mp1(¥p1 —iip1)=mp(ip2 —¥p2),

(5.40)
mpi (5/%1 ) )= mp2 (‘712)2 - 3,%2),
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a masodik egyenletet elosztva az elsovel
("p1 +aip1)=(p2 +¥p2), (541

rugalmas iitkozéskor az iitkdzési normalis iranyaban elhelyezett redukalt tomegek
ismeretében a sebességek a centralis litk6zés szabalyai szerint meghatarozhatok,

mp1(¥p1 —#ip1)=mpa(lips —vp2),
(5.42)

("p1 +1ip1)=(Ep2 +¥p2)-
5.4. Szabad rezgések, longitudinalis hullimmozgas
5.4.1. Harmonikus rezgémozgas, matematikai bevezeté

Informatikai szempontbol az 5.8. abran lathaté dinamikus elem g(t) gerjesztésre
adott valasza x(t). Az x(t) elmozdulisra, mint kimendé valtozéra vonatkozo

mozgasegyenlet egy masodrendii linearis differencidlegyenlet, azaz a dinamikus elem
rendszeregyenlete

2
dez(’) Ty d’;—f) +koxl(t)=g(), (5.43)

ahol kj, ky konstansok.

14
&b dinamikus elem

x(r)

5.8. dbra. Dinamikus elem gerjesztése, valasza

A fenti differencidlegyenlet klasszikus megoldasi modszere az Osszetevokre
bontassal torténik, azaz x(t) elmozdulas egy x f(t) szabad vdlasz és egy xg(t)

gerjesztett valasz 6sszegeként hatarozhatd meg
x(t)=xp(t)+ xg (t). (5.44)

Az x f(t) szabad valasz a homogén differencidlegyenletet, a magdra hagyott

rendszer rendszeregyenletét elégiti ki, g(t) =0,
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dZXf(t)+k1 de(t)

dt2 dt

+kox r(£)=0. (5.45)

A szabad valaszt exponencialis alakban keresve

x ()= Met (5.46)
azt a homogén differencialegyenletbe behelyettesitve

P2MeAt + by AMeA + kgMet = (22 + kyA+ ko Met =0, (5.47)
a trivialistol eltéré megoldas a zardjelben 1évo

(22 + ki + ko )=0, (5.48)

karakterisztikus polinomot kielégitd A, Ay sajatértékek meghatarozasaval kaphato
meg

xr(t)= Myehit + Moeat | (5.49)

Az xg (t) gerjesztett valasz kielégiti a teljes, inhomogén rendszeregyenletet,

d2xg (t) o dxg (t)
dt? dt

+k0xg(t)= g(t). (5.50)

Linedris rendszerben a x, (t) gerjesztett valasz hasonlit a g(t) gerjesztésre, ezért a

gerjesztett valaszt a probafiiggvény modszerrel szokas keresni. A dinamikus elem
mozgasegyenletének a teljes valasza

x(t)=x p(t)+ xg(t) = Myeht + Mpeo! +xg(t), (5.51)

ahol az M|, M, konstansok a kezdeti feltételekbdl hatarozhatok meg. A dinamikus

elem kezdeti, ¢t =0 id6pillanatbeli elmozdulasa legyen x
x{t=0)=xp =M +Mj +x(t=0), (5.52)

amig a dinamikus elem kezdeti, # =0 iddpillanatbeli sebessége legyen v,
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it =0)=vy = 4M + oM +ig(t =0). (5.53)

Az utolso két (5.52), (5.53) egyenletekbdl az My, M, konstansok eldallithatok, és
ezzel a dinamikus elem mozgastorvényét kielégitd x(t) elmozdulas értéke
meghatarozhato.

5.4.2. Csillapitatlan szabad rezgés

Az 5.9 dbran lathatd, egyik végén rogzitett, eclhanyagolhatd tomegl, &
rugdallandoval rendelkezd rugd masik végére m tomeget rogzitve, azt nyugalmi
helyzetéb6l x tavolsagra kitéritve, majd elengedve, az m tomeg a rugderd hatisara

- kx(t) = mx(t) rezgébmozgasba kezd, amely mozgasegyenlete egy hianyos,
masodrendi, homogén differencialegyenlet, a mozg6 rendszer rendszeregyenlete

mi(t)+ kx(t)=0 . (5.54)

I_\/\t;\/_l:ol m

X

5.9. abra. Csillapitatlan szabad rezgés

Minthogy a rendszer gerjesztése nulla, g(t): 0, nincs gerjesztett valasz, xg (t): 0,a

fenti rendszeregyenlet x(¢) megoldésa az x f () szabad valasz lesz
x(t)=xp(c). (5.55)
A szabad vélasz x ¢ (t) = deM altalanos alakjat a mozgéasegyenletbe helyettesitve,

mA2der + kdet = (mA2 + ket =0, (5.56)

a trivialistol eltérd megoldashoz tartozod karakterisztikus polinombdl a komplex
konjugalt sajatértékek

(ma2+k)=0, A, = ‘/—5 =¢j\/§= + g, (5.57)
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ahol @y =+k/m a rezgdmozgas sajdt-korfrekvencidja. A kapott sajatértékeket

figyelembe véve a rug6 végére rogzitett m tomeg x(t) kitérése

x(t)= djei @0t + dye=J@o! (5.58)
ahol az exponencialis kifejezést kiértékelve

x(¢) = dy (cos wpt + j sin wgt )+ do (cos wot — jsin wgt ), (5.59)
és rendezve

x(t):(dl +d2)cosa)0t+j(d1 —dz)sin wot , (5.60)

a rugo végére rogzitett m tomeg harmonikus rezgémozgasba kezd.
A dq, dy konstansok a kezdeti feltételekbdl hatarozhatok meg. Feltéve, hogy a rugo

kitérése a =0 iddpillanatban x( 20):x0, és azt elengedve a rugderd hatdsara

(¢ = 0)=1(r = 0) = v kezdbsebességgel indul vissza az m tomeg,
Ae=0)=x =(d +da), ¥{t=0)=vg = jay(d - dy), (5.61)

ahonnan a két konstans dsszege és kiilonbsége

di+dy=xg, d—dy= .VO . (5.62)
J@p

A kapott kifejezéseket (5.60) osszefiiggésbe helyettesitve az m tomeg kitérése az id6
fliggvényében a kovetkezo lesz

x(t): X0 COS a)ot+v—osin wpt , (5.63)
@0

amely egy harmonikus rezgémozgas egyenlete
x(¢)= Csin(wgt + ), (5.64)

ahol a harmonikus rezgémozgas amplitudoja és a kezd6fazisa, valamint periddusideje
az 5.10. abran lathato
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C=yx3+ (vo /g P, a= arctg(vy /xpag ), To =27/ ay . (5.65)

Ekkor a k£ rugoéallanddji rugohoz rogzitett m tomeg a rugd nyugalmi allapota koriil
C amplitadoval csillapitatlan harmonikus rezgémozgast végez.

c .\'(I‘)

SN

Ty

5.10. abra. A csillapitatlan szabad rezgés kitérése

5.4.3. Csillapitott szabad rezgés

Az 5.11. abran lathatd elrendezésben a rugd végére rogzitett m tomeget nyugalmi
helyzetébol x értékkel kitéritve az m tomegre a k& rugdallandoju rugd rugoereje és a ¢
csillapitasi tényezdjli, a sebességgel aranyos csillapitd erd hat, —kx(t)—cic(t)z m)'c'(t),
ahonnan az m tdmeg mozgasegyenlete

mi(t)+ cx(e)+ kx(z) = 0, (5.66)

egy csillapitott szabad rezgés rendszeregyenlete, amely egy masodrendli, homogén
differencialegyenlet.

m

-kx m

5.11. abra. Csillapitott szabad rezgés

Minthogy a g(t) gerjesztés nulla, Xg (t) =0, a mozgasegyenlet megoldasa a szabad

valasz lesz, amely altalanos megoldasat
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x(t)=xp(t)=de, (5.67)
az (5.66) mozgasegyenletbe helyettesitve, a karakterisztikus polinombdl a sajatértékek,

2
mA2 +cdrk=0, Ap=-Su ][] K (5.68)
2m 2m m

A harmonikus rezgdmozgast végz0 test mozgasanak vizsgalatahoz a sajatértékeket
kell részletesen elemezni a kdvetkezdk szerint.

(a) Nagy csillapitasu rendszer esetén a sajatértékek (5.68) kifejezésében a masodik
tag, a diszkriminans pozitiv,

2 2
;e (L) LAY (2Lj Sk (5.69)

2m m

a csillapitasi tényez6 ¢ > 2+/km . Ekkor a két sajatérték negativ valos érték lesz, ahogy

az 5.12. abran lathaté modon a A sajatértékek komplex szamsikjan mindkét sajatérték
a bal félsikon helyezkedik el,

C
A ==ptr=-p, lp=-p-r=-p, p=s_ (5.70)

Im A

Re A
:‘\.2 x]

5.12. abra. Nagy csillapitasu rendszer sajatértékei

A sajatértékek ismeretében a harmonikus mozgast végzo test kitérése
x(t)=die Pl +dye=P2t . (5.71)

A dy, dy éllandok a kezdeti feltételbdl hatarozhatok meg. Feltéve, hogy ismert a

rugd ¢t =0 pillanatbeli x kitérése és v visszatérési kezddsebessége
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t=0, x(t=0)=xg=dj+dy, x(t=0)=vy=-pd)—prd; . (5.72)

a dj, dp allandok a kovetkezd valos értékii allandok lesznek

ﬁ:hm—m:mm+m’@:%m—m:mm+m’ (5.73)
A -4 P2 P A=A p—m

ahonnan a nagy csillapitasu rendszer kitérését két monoton csdkkend, exponencialis
gorbe Osszege irja le. Ekkor nincs rezgés, a kezdeti kitérés utan a dj, dp allandok
értekének megfeleléen a kitérés, a lengéscsillapitd nagy értékli ¢ csillapitési
tényez6jének megfelelden, megszlinik, és a rendszer visszatér eredeti, nyugalmi
allapotaba, ahogy az 5.13. abran lathat6.

X (r)

.\‘0

5.13. abra. Nagy csillapitast rendszer kitérése

(b) Kritikus csillapitasu rendszer esetén a A;, i=12 sajatértékek (5.68)
kifejezésében a diszkriminans éppen nulla,

2 2
. (LJ _k [Lj _k (5.74)
m

2m 2m

a csillapitasi tényez6 ¢ =2+/km . Ekkor a két sajatérték az 5.14. dbran lathatd mdédon
azonos nagysagu, negativ valos értéki lesz,

)I.l = )uz

5.14. abra. Kritikus csillapitasu rendszer sajatértékei
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N=lp=—"=—p. (5.75)
2m
Tobbszoros sajatértékek esetén, a homogén mozgasegyenlet g(t) =0, xg (t) =0,

szabad valaszanak altalanos megoldasa exponencialisan csdkkend polinom alakjaban
allithat6 eld,

xt)=xy(t)=ePt(d) +dyt), (5.76)

ahol a dj, dp éllandok a kezdeti feltételbdl hatarozhatok meg. Feltéve, hogy a rugd
t =0 pillanatbeli, kezdeti kitérése xq és visszatérési kezdeti sebessége vy,

x(tzO):xO :dl,

. (5.77)
it =0)=vo = [- pld) +dpt)+daJe=Pt|, g = —pdy +dy,
ahonnan dj =xq, és dy =vg+ pd| =vog + p xg, azaz dy, do allandok valos értékiiek,
nem 1ép fel rezgés, sot, mivel az exponencialis tényezd gyorsabban csokken, mint ahogy
¢t nb, a megoldas éppen egy aperiodikus hataresetnek megfelelden lassan csokkend, a
nyugalmi allapothoz kdzelitd kitérés all eld, ahogy az 5.15. dabran lathato.

x(t)

l__.l
. 0' f

5.15. abra. Kritikus csillapitast rendszer aperiodikus kitérése

(¢) Kiss csillapitasu rendszer esetén a A;, i =1,2 sajatértékek (5.68) kifejezésében a
diszkriminans negativ értékd,

2 2
SN I S B . (5.78)
2m m 2m m

a csillapitasi tényez6 c¢ < 2+/km . Ekkor a két sajatérték az 5.16. abran lathatdé mdédon
komplex konjugalt part alkotnak,
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ﬂ’l:_p—i_ja)l» izz_p_jwls (579)

ahol @y a csillapitott rendszer sajat korfrekvenciaja

2
o = __(_j , (5.80)

5.16. abra. Kis csillapitasi harmonikus szabadrezgés sajatértékei
Meg kell jegyezni, hogy a csillapitott rendszer sajat korfrekvenciaja kisebb, mint a

csillapitas nélkiili rendszeré, lengésideje pedig hosszabb, mint a csillapitatlan
szabadrezgésé

2
o /L[Lj <\/Z=w0, R g 2 (5.81)
m 2m m o) 2]

A mozgésegyenlet megoldasa a komplex konjugalt sajatértékekkel
x(t)=djeht +dyetat (5.82)

A fenti megoldast a kezdeti, =0 pillanatbeli x; kitérés vy sebesség értékekhez
illesztve

x(t:O):xO Zdl +d2,

(5.83)
)'C(tZO)Z ) Zﬂl dl +ﬂ,2 dz,

a dj, dp allandok egymas komplex konjugaltjai 672 = 071* s
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7. - 22%0—vo _ (Cpo—joo-vo _(=p—jo)io-vo

-4  (—p-jo)-(-p+jor) ~2jo
(5.84)

7, =A% =vo _ Cptjolo-vo _(=p+jo)o—v
H=dy  (p+jo)-(p-jor) 2jor

B

amelyek a komplex formalizmus segitségével exponencidlis alakban is megadhatok

671 = |d1|ej5 JZ = 31* = |d1|€_j5 s (5.85)
ahol
1| = s —w) +om) 5= arctg(ﬂjﬂﬁoo. (5.86)
2aq —P X0 =0

Ezzel a mozgasegyenlet megoldasa, a rugd kitérése
x(t) = |difeSel-pr i)t +|ay|e=idel-p-je)t, (5.87)
a kozos tényezok kiemelése és némi rendezés utan a kovetkezd lesz

(eslent+6) 4 e=jljant+5))

x(t)= |d1|e‘pt >

2=2|d1|e—,0t cos(ja)lt+5), (5.88)

amely kozvetleniil is felirhaté a komplex idofiiggvénybdl a kdvetkezo alakban
x(t) = 2Re{|dy|e=pteilient+8)| =2 |day|e=p1 cos(jayt + 5). (5.89)

A kis csillapitasu szabadrezgés kitérése 5.17. abran lathato.

5.17. abra. Kis csillapitast szabadrezgés kitérése
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A kis csillapitasu szabadrezgés
%(t)=|dy|e-rtesliert+5) (5.90)

komplex idéfiiggvényének valtozasa a komplex szadmsikon is abrazolhatd, ahol az
5.18. abran lathaté modon az id6 mulasaval az amplittido csokken és a faziseltolas nd.

Im

Loty ey +8)
e e A =0

5.18. abra. Kis csillapitast szabad rezgés komplex idofiiggvényének (Nyquist) diagramja
5.5. Gerjesztett rezgések
5.5.1. Allandé erével gerjesztett csillapitatlan rezgés

Az 5.19. abran lathatd rendszer egy gerjesztett rezgést abrazol, ahol a rugd végére
rogzitett m tomeg x értékkel valo kitérését az F , id8ben 4llando kényszererd segiti,
mig a rugd —kx visszatéritd ereje gatolja. Ezzel a csillapitatlan, gerjesztett rezgés
mozgasegyenlete a kovetkez0 lesz,

mi(t)+ kx(e) = F . (5.91)

5.19. dbra. Allandé erbvel gerjesztett csillapitatlan rezgés

A mozgésegyenlet megoldasa egy szabad és egy gerjesztett valasz 6sszegébdl all

x(r)= xf(t)+ xg(t). (5.92)
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A szabad valasz tovabbra is az (5.54) homogén rendszeregyenlet (5.58) megoldésa
az (5.57) komplex konjugalt sajatértékekkel és wq sajatrezgési korfrekvenciaval,

Xf(l‘)=d1€ja)0t +d26_j(00t, g = % . (5.93)

A linearis mozgasegyenlet gerjesztett valasza hasonlit a gerjesztésre, és mivel a
gerjesztés egy allando erd, igy a gerjesztett valasz is egy konstans, allando érték lesz

xg(t)=X (5.94)

g-

Figyelembe véve, hogy a gerjesztett valasz id6 szerinti elsé és masodik derivaltja nulla,
)'c(t)z 0, jc'(t)z 0, a mozgasegyenletbe helyettesitve a gerjesztett valasz a kovetkezd

lesz,
miy (t)+key ()= F, X £ (5.95)
g g\ e g~ k- :
A rendszer teljes valasza a két komponens dsszege, azaz
: o F
x ()= diel @0t +dpe=J ot e (5.96)

A dy, dp éllandokat tovabbra is a kezdeti feltételekbdl hatarozhatok meg. Feltéve,
hogy a =0 pillanatban a rugé x(r=0)=0 kitérése és x(t = 0)=v(t = 0) = 0 sebessége
is nulla, azaz nyugalmi allapotban van,

x(O):O=d1+d2+%, F

dy=dy =0 (5.97)
W(0)=0= jay(d) —d3),

ahonnan a rugo kitérésének idofiiggvénye némi rendezés utan

F _eloot ye—joot F F F _F
xelt)=——2———————+—=——cosapt +—=—I1—-cosawyt). 5.98
7(0) " 2 i i of F = ( 0t) (5.98)
Tehat a csillapitatlan, &llandé erdvel gerjesztett rendszer vélasza a 0 és 2F/k
értékek kozott F/k allandé amplitaddju harmonikus rezgés lesz, ahogy az 5.20. dbran
lathato.
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“ )
i

5.20. abra. Csillapitatlan, allandé erével gerjesztett harmonikus rezgdmozgas

5.5.2. Allandé erével gerjesztett csillapitott rezgés

Az 5.21 abran allando erdvel gerjesztett csillapitott rezgdmozgas lathato, ahol a &
rugdalland6ju rugd mozgasanak kialakitisaban a végére rogzitett m tomeg és a
sebességgel aranyos ¢ csillapitasi tényezdjli lengéscsillapitd mellett az idoben allando
F erd is hatassal van. fgy a mozgasegyenlet egy inhomogén masodrendii
differencialegyenlet

mii(t)+ cx(t) + kx(e) = F . (5.99)

5.21. dbra. Allando6 erbvel gerjesztett csillapitott rezgés

A mozgasegyenlet megoldasa az x ¢ (t) szabad €s az xg (t) gerjesztett valaszok

Osszessége
x(t)=xp(t)+xg(t), (5.100)
ahol a szabad valasz az

mit g (¢)+cx (¢)+ ke p () =0 (5.101)
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homogén mozgasegyenletet kielégitd x f(t):de/“ altalanos alak. Kis csillapitast

feltételezve, ¢ <2+km a homogén mozgasegyenlet karakterisztikus polinomjahoz
tartozo (5.79) sajatértékek komplex konjugalt part alkotnak,

2
. . c k c
A =—ptjoy, lp=—p=jor, p=-—, OQ=4—=|—|, (5.102)
2m m \2m
¢és ezzel a szabad valasz (5.82) alaku lesz
xp(t)=dieht + dyetat . (5.103)

A linearis rendszerben az id6ben allando erének megfeleléen a gerjesztett valasz is
idében allando lesz, Xg (t) =Xg, ahonnan a gerjesztett valasz nagysaga

()=, -

2 (5.104)

mitg 1)+ cig (1) + kxg ()= F, x %

g

A kis csillapitasu, allandé erdvel torténd gerjesztésii rugdmozgas mozgasegyenletének
teljes megoldasa

F
)=ty 02y ()= it wdpeiar oL 5 109

A dj, dy éllandok a kezdeti feltételekbdl hatarozhatok meg. Feltéve, hogy a 1 =0

pillanatban a rugd nyugalmi allapotban van, azaz mind a kitérése, mind a sebessége
nulla,

x(t=0)=0=d| +d, +%, Wt =0)=0=4d) + Aydy , (5.106)

a két allando egymas konjugaltjai lesznek,

gL b Flp—jo) Ff_,p
k -4 k =2jo 2k ) ’
(5.107)
GedroF A _ Flptjm) F(, .p)
k-4 k 2joy 2k

amely exponencialis alakban is megadhato,
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2
d __F 14| £ eS8, §=—arctg £ ,
2k o] @]

2
672 ZJI* 2—5 1+(£J e‘j5.
o

(5.108)

Tehat a kis csillapitasu, allandé erdvel gerjesztett harmonikus rezgdmozgas kezdeti
feltételeket is kielégité megoldasa

2
x(t):%—% 1+[£j (es(@1+5) 1 =il +9)), (5.109)

amely az F erd altal keltett allandd, F/k nagysag kitérés koriil egy exponencialisan

csillapodé amplitaddjii harmonikus rezgdmozgast eredményez, ahogy az 5.22. dbrdn
lathato

2
x(t):% 1- 1+(a%j cos(a)1t+5) . (5.110)

x(¢)

=T

1

0]

5.22. dbra. Allandé erével csillapitott harmonikus rezgémozgés kitérése
5.5.3. Periodikusan valtozo erdvel gerjesztett csillapitatlan rezgés

Az 5.23. dabran lathatdé k& rugdallandoji rugdhoz rogzitett m  tomeget
F (t) =Fpsinwt nagysagu, iddben periodikusan valtozd erével mozgatva a
csillapitatlan mozgas mozgasegyenlete a kovetkez0 lesz

mii(t)+ kx(t) = Fy sin oot = F(¢). (5.111)
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5.23. abra. Periodikusan gerjesztett csillapitatlan rezgés

A mozgasegyenlet megoldasa a korabbiakbol jol ismert homogén egyenletet
kielégitd szabad valasz a A4j =%jewy két, komplex konjugilt sajatertékkel, ahol

@ =+k/m a sajatrezgés korfrekvencidja
x ()= dyel @0t + dye=i®ot (5.112)
mig a gerjesztett valasz a linearis hianyos masodrendli differencidlegyenlet

gerjesztéséhez  hasonléan xg(t):XO sinot alaka lesz, amelyet a teljes

mozgasegyenletbe helyettesitve
mitg () + kxg(t):(k—a)zm))(o sin ot = Fy sin wt (5.113)

a sajatrezgés korfrekvenciajanak figyelembevételével a gerjesztett valasz

£y £y 1 Fy 1

Xo = =— =— ,
(k—a)zm) k1-@2m  k 1-(@)2
k (2]
(5.114)

xg(t): &;Sin t.

k 1-(2)2

0]
A teljes megoldas a szabad valasz és a gerjesztett valasz Osszege, azaz
At Jot 4 F0 1 i

x(t)=xp(t)+ xg(t) = djeht + dpeta! + = ————sin w1 . (5.115)

k 1_(50%))2

A dq, do allandok a kezdeti feltételbdl hatarozhatok meg. Feltételezve, hogy a rugo
kitérése és sebessége is nulla a ¢ =0 pillanatban,



5. MEREV TESTEK KENYSZERMOZGASA 135

. F 1
x(0)=0=d1+d2, v(O):O:]wo(dl—d2)+a)70m N
20)]
(5.116)

6712— w FO 1 672:3*_ w FO 1

2jwy k 1_(w£)2’ ! 2wy k 1_(0%)2’
0 0

ahonnan a két konstans egymas komplex konjugaltja. Ekkor az (5.112) alaka szabad
valasz egy o korfrekvenciaji harmonikus rezgémozgas lesz,

i —_e—Jopt
o= fo L JNETY o R L Gy s
‘ @ kK 1-()? 2J @ k1-(?

¢és ezzel a rugémozgas kezdeti feltételekhez illesztett kitérése

x(t)zﬂ;[sinwt—ﬁsinwot) (5.118)
k-2 @
0

crer

fliggd tényezd abszolut értéke az 5.24. dabran lathatd u rezonanciatényezo,

y=‘ ! (5.119)

1—(5‘;)2‘

(0]

12 2 ©0

5.24. abra. A rezonancia tényez0 valtozasa a gerjesztd erd frekvencia fliggvényében

Az abrabol lathato, hogy ha a gerjesztés korfrekvenciaja nagyon kicsi, a rezonancia
tényez0 értéke kozel egy. Mindaddig, amig a gerjesztés korfrekvenciaja kisebb, mint a
rendszer sajat korfrekvencidja, a rezonancia tényez6 értéke nagyobb lesz egynél; ahogy
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gerjesztés korfrekvencidja kozeledik a rendszer sajat korfrekvenciajahoz a rezonancia
tényez6 és vele a rezgés amplitiddja is rohamosan nd, majd ahogy a gerjesztés
korfrekvencidja egyre nagyobb a rendszer sajat korfrekvenciadjanal, a rezonancia
tényezo értéke fokozatosan csokken.

Amikor a gerjesztd jel korfrekvencidja megegyezik a rendszer sajatfrekvenciajaval,
a rezonanciatényez0 végtelen naggya valik, rezonancia 1ép fel. A csillapitas nélkiili,
periodikus erdvel gerjesztett rendszer valaszat vizsgalva ezen a korfrekvencian, az
(5.118) kifejezést atalakitva

xf)= Fyawyg (g sinwt - wsin wgt)

, 5.120
p g (5.120)

lathat6 hogy @ = @ esetén a nevezd és a szdmlalo is nulla. Ekkor a L Hospital szabaly

alkalmazasaval' x(r) hatarértéke eldallithato,

d .
= (wp coswt — wsin wyt )
lim x()=20%0 |y de , (5.121)

-y k  o-ay d (wg _ a)z)
@

amelyet kiértékelve és rendezve

Fyay T wpt cos wt —sin wyt

lim x(t)= , (5.122)
w—>ay k o-a 2w
. Fy .
lim x(t) =Y (sin gt — wgt cos ay t) , (5.123)
W= 2k

lathato, hogy rezonancia esetén a masodik tag amplitiddja az id6 mulasaval aranyosan
nd, azaz a végtelenhez tart, ahogy az 5.25. abran lathato.

A mechanikai rezgémozgasoknal a rezonancia jelenség kialakulasanak hatart szab a
kovetkez6 pontban targyalt kiilsé és belsd csillapitas, valamint a szerkezet mechanikai
igénybevételének kovetkeztében 1étrejovo tonkremenetel. Ezzel szemben a rezonancia
kozeli allapot kialakuldsa gyakori jelenség. Ekkor a két korfrekvencia kozel van
egymashoz, ®=~wy, azaz w/wg~1, a rugd Kkitérése két harmonikus rezgés
szuperpozicioja,

"a szamlélo derivaltja osztva a nevezd derivaltjaval
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F 1 . .
x(t)z%m(smwt—sm a)ot). (5.124)
@

x(¢)

-~

5.25. abra. Csillapitas nélkiili, periodikus erdvel gerjesztett rendszer valasza rezonancia
frekvencian

Figyelembe véve, hogy sina —sin £ = 2sin[(a — 8)/2]cos[(a + 8)/2] a rugémozgas
kitérése egy (a)—a)o )/ 2 kis korfrekvencidju, 7; hossza periddusideji, és egy @ = ay
nagyfrekvencidju, Ty rovid periodusidejii rezgés szorzata, azaz 5.26. dbrdn lathatd
rezgés, Ugynevezett lebegés jon létre,

T = , Tp="=. (5.125)

i

|

5.26. dbra. Két harmonikus rezgémozgas 0sszege, a lebegés jelensége
5.5.4. Harmonikus erdvel gerjesztett csillapitott rezgés

Az 5.27. abran lathatd, k rugdallanddju, c csillapitasi tényez6ji lengéscsillapitoju
rendszerhez rogzitett m tomeget F (t) = Iy sin ¢t harmonikus erd gerjeszti.
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¢ m_F(t
o EO)

—e P E ()
—>

5.27. abra. Harmonikus erdvel gerjesztett csillapitott rezgd rendszer

Ekkor a mechanikai rezgémozgast végzo rendszer mozgasegyenlete
mi(t)+ cx(t) + kx(t) = F(¢) = Fy sineot . (5.126)

A linearis rendszernek megfeleléen a gerjesztett valasz a kényszerer6h6z hasonléan
szintén harmonikusan valtozo lesz, xg (t)= X sin(wr — ). A komplex formalizmust

alkalmazva a gerjesztett valasz az X g =X 0e~/? komplex amplitid6 bevezetésével

xg ()= Im{Xge (@ 1=0)} = Im{xge-ivejot |- Im{j’geja”} , (5.127)

valamint a gerjeszté harmonikus erdt is a komplex irdsmod alkalmazasaval az F = F
komplex csucsértékkel kifejezve

F(t) =Fysinot = Im{FOejfof }: Im{ﬁeﬂl)f} , (5.128)

a gerjesztett valasz a kovetkezo egyenletbdl hatarozhato meg

m Imkja))2 )L(gefw’ }—i— c Im{ja))L(gefa” }+ k Im{)%geff"f }: Im{I%eff"f } , (5.129)
ahonnan
(- w2m+ joc+kXy =F, (5.130)

a gerjesztett valasz exponencialis alakja
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A

~ F Fy - jarctg(

g :_w2m+ja)c+k:\/(_a)2m+k)2+((00)2 )

—w2m+kj. (5.131)

Némi rendezés utan a gerjesztett valasz amplitiddja és kezdbéfazisa megadhatdo a

csillapitas nélkiili rendszer sajat korfrekvencidja @y = 4/k/m figyelembevételével

Fy 1
Xo=— , 5.132
0= > (5.132)
@ 2 o?
o3) " km o3
Q= arctg(#j = arctgL2 . (5.133)
1)
W2
( “’o]

Minthogy a homogén mozgasegyenlet sajatértékei megegyeznek a kis csillapitasu
¢ < 2+/km rendszer (5.79) sajatértékeivel,

2
. c |k c
Ap=-ptjog=—7—=%] ——[—j , (5.134)

és a szabad valasz (5.82) kifejezését alkalmazva a harmonikus erdvel gerjesztett
csillapitott rezgémozgas mozgasegyenletének valasza, a rugo kitérése

x(¢)= diett + dye2! + Xy sin(wt — ). (5.135)

A nyugalombdl induldé mozgas kezdeti feltételei, nulla kitérés és nulla
kezdbsebesség figyelembevételével

x(0)=0=dj +dy, V(0)=0=Ad| +dpdy +wX(cosg, (5.136)
a di, dp allandok egymas komplex konjugaltjai lesznek,

-  wXpcose wXgcosp =  —x wXgcosp w@Xgcose
d = = — N d2 :dl = = ,

: : (5.137)
A=A 2jmy ) 2jm
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és ezzel a harmonikus erével gerjesztett kis csillapitdsi rugoémozgas kezdeti
feltételekhez illesztett kitérése

o)t _ o= jort
x(t):_a)Xocosgoe_ptela’l ?1601

+ X sin(wt - ),
@) 2j

(5.138)
@Ccos @

x(t): Xo(sin(a)t —@)—e Pt sin a)lt}
ahol az Xy =uF/k amplitadd (5.132) alaka kifejezésébe a u rezonanciatényezd

véltozdsa a gerjeszté harmonikus erd /@ korfrekvencidja fiiggvényében az
5.28. abran lathato,

= ! . (5.139)
w2 2 @2
@y km o

5.28. abra. Kis csillapitast rendszer c csillapitési tényezdjétol fiiggd rezonancia tényezo

Az abrabol lathatd. hogy /@y =1, esetén, amikor a gerjesztd jel korfrekvencidja és
a csillapitatlan rendszer sajat korfrekvencidja azonos, a rezonanciatényez0 nem lesz
végtelen, hanem a rezgd rendszer ¢ csillapitasi tényez6jétol fiiggden maximalis értéket
érel,

\/k_mzma)o

C c

(5.140)

Hmax =

azaz a c csillapitasi tényez6tol fliggden nagyobb csillapitasi tényez6éhdz a rezonancia
tényez0 maximalis értéke kisebb lesz.
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5.6. Transzverzalis hullimmozgas
5.6.1. A hullamegyenlet

Transzverzalis mechanikai hullammozgas jon létre, ha egy kifeszitett kotél végét a
kotélre merdleges iranyban hatd eré mozgat, ahogy az 5.29. abran lathato.

Fir ne

5.29. abra. Kifeszitett kotélen halado transzverzalis hullam

Az m témegli, | hosszlisagu kotél egységnyi hosszli szakaszanak x=m/l, [kg/m]
elemi tdmege transzverzalis mozgast végezve, y iranya kitérése a hely és az id6
fliggvénye lesz, y(x,t). Feltételezve, hogy a kotél elemi Ax szakaszara hatd erd a
szakasz mentén allando, és a Ax hosszlsagu szakasz Ay kitérése elég kicsi, azaza -
szog kicsi, (5.30. dabra)

cos I~ cos($+AJ)~ 1, singztggz?, (5.141)
X

9{\ [y

ac | F o 8+a8

5.30. abra. A kotél elemi szakaszara hatd erék

az er6k egyensulyi allapotara vonatkozo 0sszefiiggések szerint (5.31. dbra) az x-irdnyt
komponensek ereddje nulla, mig az y-iranyi komponensek ereddje az a kényszerito ero,
amely a Ax kotélszakasz y-iranyu kitérését eredményezi

Fy = Fy(x+Ax)- Fi(x)=0,
by = Fy(x+Ax)—Fy(x)= Flsin(9 + A9)—sin(9)]. (5.142)
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F
Fam)f N, Fcos(3 +A9)
F cos(9) m Fsin(3 +A9)
L A& | F

x x+ Ax
5.31. abra. A kotél elemi szakaszara hat6 er6 komponensek

Figyelembe véve, hogy (5.141) szerint sin(S)z%h és sin(9+A3)zZ—y|x+M,
X X

tovabba, hogy a két szogfiiggvény kiillonbségét képezve és a kotélszakasz Ax hosszéaval
osztva majd a kotélszakasz hosszat nullara csokkentve éppen az y-iranyt kitérés hely
szerinti masodik derivaltjahoz vezet

, (5.143)

(ayg;t)jxw ‘(ayéi’t)jx o (ay(x,t)] _22y(x)

lim =
Ax—0 Ax ox ox ox2

amelyet figyelembe véve, az y-irdnyll erdk ereddje a kitérés hely szerinti masodik
derivaltjaval lesz aranyos

Fy = F{(—ay (x”)j - (_ay Lo )] } _ 02y, (5.144)
ox  J)iinx ox ), o2

Az y-iranyt erd hatasara az Ax kotélszakasz elemi tomege y-iranyu gyorsulé mozgasba
kezd,

Fy

02 y(x,t 02y(x,t
= ma,y(x,t)= pAx gt(;‘ )_r ayx(; )Ax, (5.145)

amely egy egy-dimenzids hullamegyenlet, a transzverzalis mozgast végz6 tomegpontok
mozgasegyenlete, ahol a v a hullam terjedési sebessége

2y(x,t)  02y(x,1) F
2 = 2 v= |—, 5.146
TTar T Tar 0 Tk (:140)

ahol u=m/l akotél egységnyi hosszara vonatkoztatott fajlagos tomege.
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5.6.2. A hullamegyenlet altalanos megoldasa
A fenti (5.146) hullamegyenlet altalanos megoldasa egy retardalt (késleltetett)

hullammozgast ir le, ui. id6 sziikséges az informacio terjedéséhez, amely az +x iranyba
haladé hullamkomponensekre y(x,7)= (¢ ¥ x/v) alaku lesz, mivel

2f(tFx/v)

o =IEIL ) _ 2 21t x/v) (5.147)
5= o12 h ox2 ’ '
2UFx)_ 1 ool )
ox2 v2

és igy mind a +x-iranyba, mind a —x -iranyba terjeddé hullamfiiggvény kielégiti a
hullamegyenletet. A megoldasban a +x tengely iranyaba haladé hullamformat az
y+(xet)= f*+(x,0)= ft—x/v), a —x tengely iranydba haladd hullsmformat az
y=(x,2)= f=(x,t)= f(t +x/v) alakt megoldés adja (5.32. dbra).

h .]_'
f(x,t)  f(x+Ax,t+Ar)

Ax =vAt

5.32. dbra. A +x iranyba haladé hulldm
5.6.3. A hullamegyenlet megoldadsa periodikus gerjesztés esetén

Feltéve, hogy egy id6ben harmonikusan valtozé F (t): Fycoswt erd gerjeszti a
transzverzalis hulldammozgast, a komplex formalizmus alkalmazasadval az erd

megadhatd az F komplex csucsértékével

Fle)=Fy cosa)t=Re{FOej0)t}:Re{FLeja’f} , ﬁ:FO . (5.148)

A vizsgalt rendszer linearis, ezért a hullammozgds is harmonikusan valtozo

transzverzalis kitérés lesz, ¥ komplex csucsértékkel

y(x,1)= Re{Y(x)ejwt} . (5.149)
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A komplex formalizmus alkalmazasaval az (5.146) hullamegyenlet jobb és bal oldalat
kiértékelve

Gzy(x,t)_ 82?(36) : 62y(x,t)_ k 220\ }
S CRe— ejot —5 ke jo) Y(x)ejot |, (5.150)

a helyfiiggd I? (x) komplex csticsértékre adodo

VZ%@:(jw)z?(x), (5.151)

homogén, masodrendii, hianyos differencialegyenlet megoldasat Y (x) = Ypek* alakban
keresve, azt a fenti egyenletbe helyettesitve,

v2k2(Ypekv ) = (jo )2 (Ypekr) (5.152)

a kapott karakterisztikus polinombol k terjedési egyiitthato és a hozza tartozd k
cirkularis hullaimszam értéke meghatarozhato

k=F;2=%Fjky, ko=2. (5.153)
A% 14

A cirkularis hullimszam ismeretében a kotélen haladoé hullam 7' periddusideje és a
kotélen haladd hullam A hullamhossza megadhato,

kozﬁzz_”lzz_”’ Tzz_”l’ i (5.154)
v Tv A ko v ko
A terjedési egyiitthato ismeretében az x helyen a kotél y -iranyu kitérése
Y(x)=Y+ejkox 4 y—etikox, (5.155)

ahol Y+e=/koX a pozitiv x -irdnyba terjed hullim komponens, ¥—e*/k0¥ a negativ
x -iranyba terjed6é hullam komponens. A periodikus gerjesztésii hullammozgas teljes
megoldasa

y(x,1)= Re{?(x)ejw’ }: Re{(Y+e_jk0x + Y‘e+jk0x)eJWI} , (5.156)
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azaz a transzverzalis hullammozgas kitérése a kotél mentén az id6 fiiggvényében

y(x,t)= Y+ cos(wt — kox)+ Y~ cos(wt + kox),
(5.157)

y(x,t)=Y+cosw(t—x/v)+ Y~ coso(t+x/v).
5.6.4. A befogas figyelembevétele

A transzverzalis hullammozgas (5.157) kitérésében az Y+, és az Y~ amplitadok a
kotélvég befogasanak ismeretében hatarozhatok meg, azaz a (5.157) megoldast
illeszteni kell a kotél végén 1évo peremfeltételhez. Az 5.33. abran lathatd elrendezés
esetén az [/ hosszisagh kotél végén, a befogasnal a kotél kitérésének komplex
amplitaddja

Y(1)=Y+e kol +y—etikol | (5.158)

ahol Y;r =Y +e~Jko! a befogasnal a beesd, és Yy =Y —etikol a reflektalt komponens.

/M\>7 I

=

-
=
P

-~

z=I-x

=

&
—
&

5.33. abra. A reflexids tényez6 értelmezése

A befogas helyén a hullam reflektalodik, amely hatast az » reflexios tényezével, a

reflektalt hullamkomponens ¢€s a beesé hullimkomponens hanyadosaval lehet
figyelembe venni,

Yy y—etikol y- .
rzzr(x=l):L=e—,:—e+12k01. (5.159)
v Yte—Jjko! Y+

Bevezetve a befogas helyét6l indulé /—x =z koordinata rendszert, és a reflexios
tényez6t figyelembe véve, a kotél barmely x helyén a hullammozgas kitérésének

komplex amplitiddja

I%(x) = Y2+ejk0 (1=x) 4 Yz—e—jko (1-x) = v (eka (1=x) 4 re=Jko (l—x))_ (5.160)
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(a) Merev falhoz valo csatlakozds esetén az x =1 befogasnal a kotél vége rogzitett,
annak kitérése nulla, azaz az (5.160) kifejezésben a reflexios tényezd értéke r, =—1. Ez
azt jelenti, hogy a kotél végén a beérkezd hullam ellenkezd fazisban verddik vissza,
Yy =-Y;", ahogy az 5.34. dbran lathato.

/\>7

ng=m/l Hpef =0

s <\

-

—_—

,
Il
-
=
-

z=1-x+—
z=1

(ST

&
=

5.34. abra. Reflexidé merev falhoz valo csatlakozasnal

(b) Szabad végii kitél esetén az x=1[ befogasnal a kotél vége szabadon
elmozdulhat, az 5.35. dbran lathatd mdodon a reflektalt hullam azonos fazisban halad

végig a kotélen, Y5 =Y

V

/\>

|
g =m/l Hbef =0l
V-« |
ke
I ;
.\‘=ﬂ' «\‘:!
z=1-x+ i
z=1 z=0

5.35. abra. Reflexi6 szabad végi kdtélen

(¢) A reflexios tényezd az anyagparaméterek ismeretében a kotél egységnyi
hosszahoz tartoz6 fajlagos tomeggel is értelmezhetd.

A befogott végen a fal tomege végtelen nagy, ezért az egységnyi hosszra jutd
‘fajlagos tomeg’ Hpef =, mig a kotél egységnyi hosszra jutd fajlagos tomege

My =m/ 1. Ekkor a befogés helyén a reflexios tényezo

_Hk e
Hig + Hpef

1. (5.161)
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Szabadon elmozduld kotélvégen a egységnyi hosszra jutd ‘fajlagos tomeg’
Hper =0, amely kifejezéssel a reflexios tényezd

= M — Hbef ~+l.
Hie + Mpef

(5.162)

(d) Az el6zéek alapjan értelmezhetd a reflexios tényezd két kiilonbozo
anyagparaméterii kétél csatlakozasanal is (5.36. abra). Feltéve, hogy az elsé szakasz

végén, az x = helyen a bees6 hullam amplitaddja Yl+ , a reflektalt hullam amplitadéja

Yl_

fellépd reflexio mellett a csatlakozasi pontban, az 1. szakasz végén és a 2. szakasz
elején a kitérés azonos, azaz

, a masodik szakaszon elinduldé hulldm amplitadoéja pedig Y2+ , a csatlakozasnal

Nx=h)=Y(x=h) Yr+Y =YF(+ny)=Ys. (5.163)

A kotélszakaszok fajlagos tomegét tekintve, ha az 1. szakasz fajlagos tomege
4 =my/ly , a masodik szakasz fajlagos tomege gy =my /Iy , akkor az 1. szakaszrol

érkez6 hullamra vonatkozo reflexios tényezd

) _ M- (5.164)

H+ H

1y /\Yl+ H
2

. L > V I I
h2
w (B
. v }_/ >V 1|
"2

5.36. dbra. Reflexid két kiilonboz6 kotél csatlakozasanal

5.6.5. Allohullamok kialakuldsa

Ha a befogasnal a reflexios tényezo értéke +1, a kotélen allohullamok alakulnak ki.
A szabad végli kotél reflexios tényezdje m =+1, amelyet a kotél kitérésének
(5.160) alakti komplex amplitudojaba helyettesitve és figyelembe véve, hogy
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(e +emix )2 =cosx, a kotél kitérése a kotél végétsl szamitott z=/—x koordinata
rendszerben a kovetkezo,

~ Jkoll—x —jko\l—x
Y(X)ZY2+2[€ 0( )-1-26 0( )

j:zyg cosko(l - x), (5.165)

amely a kotél végén maximalis kitérést mutat. A kotél elemi szakaszainak kitérése valos
id6éfiiggvényre vald visszatérés utan a kdvetkezd lesz

y(x,1)= Re{?(x)ejw’} = 2Y5 cosko(l - x)cos 1 . (5.166)

A kialakult allohullamok az 5.37. abran lathatok, amelyek csomodpontjai a
coskq(/ —x)=0 helyeken lesznek

cosko(l—x)=0, ko(l-x)= (2n+1)%, n=0,2,, (5.167)

azaz a kotél végtol éppen negyed-hullimhosszra van az elsé csomopont és ezutan fél-
hulldmhosszonként megismétlddik

(l—x)=(2n+1)”—/2=(2n+1)27[//2/1=(2n+l)%, n=012,. (5.168)
0 T

y(x.1)

Iy h

5.37. dbra. Alldhullamok kialakulasa szabad végii kétélen

A merev falhoz csatlakozo kotél reflexios tényezdje m =-1. A kotél elemi
szakaszainak kitérését leird (5.160) komplex amplitidoba helyettesitve, és figyelembe
véve, hogy (ejx —e /X )/ 2j =sinx, a merev falhoz csatlakozd kotélvég kitérése éppen

nulla,
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- {ejkoa—x)_e—jko(z—x)

Y(x)=2,75 2 j =2jY; sinko(l - x). (5.169)

A kotél elemi szakaszainak kitérését leiro valos idéfiiggvény a kovetkezo,

y(x,1)= Re{)%(x)eﬂ‘” } =2Y sinkg (- x)cos(wt + %) (5.170)

Az 4llhullam csomoépontjai a kotél végén és attol A/2  hullamhosszonként
alakulnak ki (5.38. abra)

y(x.1)

I3 153

1y 15

5.38. dbra. Allbhullamok kialakulasa a merev falhoz csatlakozo kotélen

sinko(/ - x)=0, ko(l—x)=2n%, n=012,
(5.171)
(l—x)=2nL=2n£, n=0,12, .
2%y 4

5.7. Feladatok
5.7.1. Merev testek iitkozése
5.7.1. Feladat

Egy 5g tomegili, 5m/s sebességii test utolér egy 10g tdmegili, 3 m/s sebességi
testet, majd centrikusan, rugalmatlanul {itkznek. Hatarozza meg a testek {itkdzés utani
sebességének nagysagat és iranyat.

Megoldas

Rugalmatlan iitkozés esetén az impulzus-megmaradasi tételt alkalmazva,
myvy +movy = (my + mz)u az itkdzés utdni kozOs sebességet az S5g tomeg
sebességével  azonos  iranyunak  feltételezve a  két  tomeg  egyiitt
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u = (mypvy +movy )/ (my +my)=(5-5+10-3)/15=3,6667m/s  sebességgel haladnak
tovabb.

5.7.2. Feladat

Egy 5g tomegli, 3m/s sebességli test szembe mozog egy 10g tomegl, 5m/s
sebességll testtel, majd centrikusan, rugalmatlanul {itkoznek. Hatdrozza meg a testek
iitkozés utani sebességének nagysagat €s iranyat.

Megolddas

Az iitk6zés utani sebesség iranyat az 5 g tomegl test sebességével azonos iranyunak
feltételezve, az impulzus-megmaradasi tételt alkalmazva myv; —myvy = (ml + mz)u, a
két tomeg iitkozés utani kozos sebessége u =(5-3-10-5)/15=-2,3333m/s a felvett
irannyal ellentétes lesz.

5.7.3. Feladat

Egy 2g tomegl, 4m/s sebességii golyo utolér egy 3g tomegii, 2m/s sebességii
golyot, majd centrikusan, rugalmatlanul iitkoznek. Hatdrozza meg a golyok iitkozés
utani sebességének nagysagat €s iranyat.

Megoldds

Utkozés utdin a golyok a kozds u :(2~4+3-2)/5 =2,8000m/s sebességgel
folytatjak utjukat.

5.7.4. Feladat

Egy 8g tomegili, 5Sm/s sebességii golydval szembe mozog egy 3 g tomegii, 4 m/s
sebességli golyd, majd centrikusan, rugalmatlanul iitkoznek. Hatarozza meg a testek
itk6z€s utani sebességének nagysagat és iranyat.

Megoldas

Feltéve, hogy iitkdzés utan a 8g tomegl golyd iranyaban haladnak tovabb, az
iitk6z¢és utani kozos sebességiik u = (8-5-3-4)/11=2,5455m/s lesz.

5.7.5. Feladat

Egy 2 g tomegl golyd 4 m/s sebessége 300 -os szdget zar be a vele szembe haladd
3g tomegli, 2m/s sebességli golyd kozéppontjat Osszekotdé egyenessel, majd

centrikusan, rugalmatlanul {itkéznek. Hatdrozza meg a golyok {itkdzés utani
sebességének nagysagat és iranyat.
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Megoldas

Feltéve, hogy a 3 g tomegil golyo jobbrdl balra halad, a 2 g tomegii golyo pedig a
vizszintessel 300 -os szoget zar be, a 2g tomegili golyd sebességének komponensei
Vix =] €08300 =4-c08300 =3,4641m/s, v|), =vsin30° =2,0000m/s, amig a 3 g
tomegli golyonak csak vizszintes komponense van, vo, =—vy =—-2m/s, vy =0. Az

impulzus-megmaradasi tételt a vizszintes és fliggbleges komponensekre kiilon-kiilon
felirva, myvi, +movo, = (ml + M2)ux MYy, Fmavoy, = (ml + mz)uy , az ltkozés

utani  kozos  sebesség  komponensek  u, =(2-3,4641-3-2)/5=0,1856 m/s ,
uy = (2 : 2)/ 5=0,8000m/s . Az  1itkdzés utani  sebesség  nagysiaga a
sebességkomponensek ereddje u =,/u )ZC +u ; =0,8213m/s, a sebesség irdnya pedig
a= arctg(uy /ux): arctg(0,8000/0,1856) = 76,9357° szdget zr be a vizszintessel.

5.7.6. Feladat

Egy 4g tomegl golyd 6m/s sebessége 30°-os szdget zar be a vele egyiranyba
halad6 5g tomegli, 2m/s sebességli golyd kozéppontjat 6sszekdtd egyenessel, majd

centrikusan, rugalmatlanul iitkbznek. Hatarozza meg a golydk ({itkdzés utani
sebességének nagysagat €s irdnyat.

Megoldas

Descartes koordinata rendszert alkalmazva, a 4 g tomegi golyd sebességének x, y
komponensei, v, =6-c0s30° =5,1962m/s, vy = 6-sin30° =3,0000m/s, az Sg
tomegii golyo sebesseg komponensei, vo =2m/s, voy, =0. Az iitk6z¢s utani sebesseg
komponensek uy =(4-5,1962+5-2)/9=3.4205m/s , u, =(4-3)/9=1,3333m/s , a
sebesség nagysdga u =3,6712m/s, és iranya « =21,2961° .

5.7.7. Feladat

Egy 6g tomegl golyd 8m/s sebessége 300-os szdget zar be a végtelen nagy

tomeg, allonak tekintheté falhoz vald litkdzés soran az iitkdzési normalishoz képest.
Hatarozza meg iitkdz€s utan a golyo sebességét.

Megoldas

A golyd sebességét az iitk6zési normalis és az érintd sik iranyt komponensekre
bontva, vy, =8-c0s30° =6,9282m/s, vi; =8-5in30° =4,0000m/s, a fal iitkdzés
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el6tti sebessége nulla. Az impulzusok normalis iranyt komponenseit a fal végtelen nagy
tomege elnyeli, azaz az iitkdzés utani sebesség normalis iranyt komponense nulla lesz,
u, =0, mikézben a golyd6 az ¢érintdsik irdnyn sebessége nem valtozik,
uir =vi¢ =4,0000 m/s . Tehat a végtelen nagy tomegii falhoz val6 {itk6zés utan a golyo

a falba iitkozve a fal mentén az érintd iranyt sebességével fog mozogni, amig a
surlodési munka fel nem emészti a golyd mozgasi energidjat.

5.7.8. Feladat

Hatarozza meg egy Sg tomegili, 3m/s sebességli golyd és egy 10g tomegi, allo
golyo centrikus rugalmatlan iitk6zése utani mozgasi sebességet.
Megoldas

Utkozés utan a kozos sebesség u = (5-3+10-0)/15 =1,0000 m/s lesz.

5.7.9. Feladat

Egy 5g tomegli, 3m/s sebességli és egy 4g tomegl, 6 m/s sebességii golyok
mozognak egymas felé, majd centrikusan, rugalmasan iitkbznek. Hatdrozza meg a
golyok iitk6zés utani sebességének nagysagat és irdnyat.

Megoldas

A mozg6 golyok impulzusainak egyenl6ségébdl myv) —movy = myuy +mouy , és az
energiakra vonatkozé egyenletbdl m1V12 / 2+ mzv% / 2= m1u12 / 2+ mzu% / 2, a tomegek
szerint csoportositva és a nevezetes szorzatot felismerve, némi rendezés utan két linearis
egyenlet adodik, 5(3—uy)=4(up +6), (3+u;)=(up —6), ahonnan az iitkozés utani
sebességek u; =-5,0000m/s, uy =4,0000m/s, azaz az 5g tomegi golyd visszafordul
5,0000 m/s sebességgel, mig a 4g tomegl golyd 4,0000m/s sebességgel folytatja
utjat.
5.7.10. Feladat

Egy 5g tomegli, 6 m/s sebességli golyd utolér egy 8 g tomegii, 3m/s sebességii
golyét, majd centrikusan, rugalmasan iitkéznek. Hatdrozza meg a golydk {itkdzés utani
sebességének nagysagat ¢s irdnyat.

Megoldds
A golyok impulzusainak egyenl6ségébdl myvy +movy = muy +mouy, és az
energiakra vonatkozd egyenletbdl m1V12 / 2+ mzv% / 2= m1u12 / 2+ mzu% / 2, a tomegek

szerint csoportositva és a nevezetes szorzatot felismerve, némi rendezés utan két linearis
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egyenlet adodik, 5(6—u;)=8(us —3), (6+u;)=(up+3), ahonnan az iitkdzés utani
sebességek u; =2,3077m/s, uy =5,3077 m/s.

5.7.2. Harmonikus rezgomozgas
5.7.11. Feladat

Egy 25N/m rugoallandoji rugora erdsitett 150 g tomegi test 5cm amplitadoju
csillapitas mentes harmonikus rezgémozgast végez a vizszintes sikban. Hatarozza meg a
rezgés frekvenciajat.

Megoldas

A csillapitas mentes rezgémozgas sajat korfrekvencidja @y = 24f = 4/k/m , ahonnan
a frekvencia f = ./k/m /27r =2,0547 Hz.

5.7.12. Feladat

Egy fliggdleges helyzetli rugd végén 50g tomegl test fiigg. Hatdrozza meg a
rugdallandot, ha a testet 70g tomeglre cserélve a rugd megnyulasa 7 cm -rel
novekszik.

Megoldas

A rugot feszité sulyer6 és a rugd megnyulasa kozti kapcsolatot alkalmazva
AFg = kAx , a rugoéllando k = AFg/Ax =0,02-9,81/0,07 = 2,8029 N/m .

5.7.13. Feladat

Egy 359-0s lejtdvel parhuzamosan elhelyezett 50 N/m rugoéallandoju rugd végére
lkg tomeget akasztanak. Hatarozza meg a rugd megnytlasat, ha a feliiletek
surlodasmentesnek tekinthetok.

Megoldas
A tomeg sulyerejének lejtd iranytt komponense Gj =mgsin35° fesziti a rugot,

Gj = kx , ahonnan a rug6é megnyulasa x =1-9,81-sin 350/50 =0,1125m .
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5.7.14. Feladat

Egy 1,5kg tomegli testet egy rugd kozbeiktatasaval, egyenletes sebességgel
vontatnak. A testre rahelyezett tovabbi 0,5kg tdmeg esetén a rugd 12cm -rel
hosszabbra nyulik. Hatdrozza meg a rugoallando értékét, ha a surlodasi egyiitthato 0,2 .

Megoldds

A stlyeré novekedésbdl szarmazo surlodasi eré hozza 1étre a rugd megnyulas
novekedést, Fg = g-Am-g =kAx, ahonnan a rugéallandd k =(u-Am-g)/Ax, azaz

k=(0,2-0,5-9,81)/0,12 =8,1750 N/m .
5.7.15. Feladat

Egy liftben a 30 N/m rugdallanddju rugd végére erdsitett tomeg 1,8 kg . Hatarozza
meg a rugd megnyulasat, ha az egy lift 1,5m/s2 gyorsulassal kezd el felfelé mozogni.

Megoldds

A tomegre hatd gyorsitd erd hozza létre a rugd megnyulasat,
Ax=(m-a)/k =1,8-1,5/30=0,0900m =9 cm .
5.7.16. Feladat

Hatarozza meg annak a rugénak a rugéallandojat, amely végén 1évé 2,6 kg tomegi
test 4rad/s korfrekvenciaju csillapitatlan szabadrezgést végez.

Megoldas

A csillapitatlan szabadrezgés sajat korfrekvencidja @y =4/k/m, ahonnan a
rugodallandd k = ma)(% =2,6-42 = 41,6000 N/m .

5.7.17. Feladat

Egy 3 N/m rugoéallandoju rugéhoz 200g tomeget csatlakoztatva, azt a vizszintes
sikban 3,8 N, idoben allandd er6 huz. Hatarozza meg, mekkora kitérés koriil fog
kialakulni a harmonikus rezgdmozgas.

Megoldds

A rugdémozgds mozgasegyenlete mx+kx=F , ahonnan a gerjesztett valasz
Xg = F/k=38/3=1,2667m.
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5.7.18. Feladat

Egy 2,8 Ns/m csillapitasi tényez6jii, 5 N/m rugdallanddju rugdhoz a vizszintes
sikban 480g tomeget csatlakoztatva, azt 5N nagysagl, idében allandé erd huz.
Hatarozza meg a rugo6 sajat korfrekvenciajat.

Megoldas

A csillapitott rugdbmozgas mozgasegyenlete, mx+cx+kx=F . A szabad valasz
sajatértékeibol 0,4842 +281+5=0, 1=-29167+ j1,3819 =—p= jaw, ahonnan a
rezgd rendszer sajat korfrekvencidja @) =1,3819rad/s .

5.7.19. Feladat

Egy 3Ns/m csillapitasu, fiiggélegesen elhelyezett 24 N/m rugoallandoji rugdhoz
260 g tomeget csatlakoztatva, azt 6,8 N nagysagu, idoben alland6 eré hiiz. Hatdrozza

meg a rugd megnyulasat.
Megoldas

A csillapitott rugémozgas mozgasegyenlete, mx+cx+kx=F +mg, allandosult
allapotban a gerjesztett valasz X g = (F +mg)/k = (6,8 +0,26-9.81)/24 = 0,3896 m .

5.7.20. Feladat

Egy 1,5Ns/m csillapitast, 6 N/m rugdallandoji rugdhoz, a vizszintes sikban
csatlakoztatott 500g tomeget F (t) =5coswt N, @=2rad/s, nagysagl harmonikus
erd terhel. Hatarozza meg a rugo kitérését allandosult allapotban.

Megoldas

Az mi+cx+kx=F (t) mozgasegyenlet gerjesztett valaszanak komplex amplitudoja
a— ma)z)?g + ja)c)?g + k)7g = F egyenlet megoldésa, )7g = 5/(— 0,522 +6+ j2- 1,5)

X g =0,8000-0,6000 = 1¢=/36:8699° ahonnan 4llandésult 4llapotban a Kitérés valos

idofiggvénye xo (t) =1 cos(2t —-36,86990 )m .

5.7.21. Feladat

Hatarozza meg, mekkora huzoéerd sziikséges a 60 N/m rugdalland6ju rugdhoz
csatlakoztatott 500 g tomegii testnek a 30° hajlasszogii lejtén allando sebességgel valod



156 5. MEREV TESTEK KENYSZERMOZGASA

huzasahoz, ha a lejtén valdé mozgasnal 12 N surlodasi erd 1ép fel €s a rugd megnyulasa
5,6cm.

Megoldas

A Fj huzoerd ellenstlyozza a rugd megnyujtasahoz sziikséges F,. =kx rugderdt,
fedezi az F surlodasi erdt és, mivel a tomeg felfelé mozog, a stlyerd G; = mgsin30°
lejtd iranyu komponensét, azaz Fp =kx+ Fy + mgsin30°, ahonnan

F;, =60-0,056+12+0,5-9,81-5in30° =17,8125N..
5.7.22. Feladat

Egy 30° hajlasszogli lejtd tetején rogzitett 3 N/m rugodallandoji rugbhoz 440 g
tomeg csatlakozik. Hatarozza meg a rugd megnyulasat, ha a test és a lejtd kozott fellépd
surlodasi erd 1,4 N .

Megoldas

A tdmeg sulyerejének lejto iranyu komponense ellenstlyozza a rugderdt és fedezi a
surlodasi  erét, kx+F; =G; =mgsin30°, ahonnan a rugd megnyuldsa

x=(0.44-9.81-sin300 ~14)/3=0,2527m .
5.7.23. Feladat

Egy 30 N/m rugéallanddju rugohoz vizszintes asztalon 360g tomeg csatlakozik.
Hatarozza meg, mekkora er6 huzza a rugdt, ha 12N suarlodasi erd mellett a rugd
megnyulasa §cm.

Megolddas

A hazoerd ellensulyozza a rugderdt és fedezi a surlodasi erét, kx+ Fy =Fj,
ahonnan Fj =30-0,08+12 =14,4000 N .

5.7.24. Feladat

Egy 3,2 N/m rugoéallandéju rugéhoz 200 g tomeg csatlakozik vizszintes sikban. A

rugdt 5cm-rel megnyujtva, az elengedés utan 4 cm/s sebességgel kezd el visszatérni.
Hatirozza meg a kialakul6 csillapitatlan rezgdmozgas korfrekvencigjat, valamint a
rezgés amplitadojat és kezdofazisat.
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Megoldas

A rugd mozgasegyenlete 0,2)’6(t)+ 3,2x(t) =0. A mozgasegyenlet megolddsa a
szabad valasz, x(t) =xf (t) =de/l . A szabad vélaszt a mozgasegyenletbe helyettesitve,
a karakterisztikus polinom, 0,242 +3,2=0, a sajatértékek 21,2 = m =14,
azaz a rendszer sajat korfrekvencidja wq = 4 rad/s . Ezzel a rezgd rendszer elmozdulasa

x(¢)=djett + dye?2l . A dy, dy 4llandok a kezdeti feltételbsl hatarozhatok meg, azaz
x(0)=0,05=dy+dy, ¢ v(0)=0,04= jad| - jady, d;=(0,04+ j4-0,05)/(j2-4),

dy =0,0250 — j 0,0050 = 0,0255¢/11,3099° dy =(0,04— j4-0,05)/(- j2-4),
dy =0,0250 + j 0,0050 = 0,0255¢+/11,3099°  Lathats, hogy a két allandd egymas
komplex konjugaltja. Ezzel a rezg0 rendszer kitérése

x(r)=0,0255¢=/11,3099° ¢ j41 1 0,0255¢+/11,3099 o—j4 = A kizos allandot kiemelve
és az exponencialis alakot rendezve egy eltolt cos fiiggvényt eredményez,
x(¢)=2-0,0255 (ej(4f—1 130990 ) 4 o~ j{4r-1 13099"))/2 = 0,0SIOcos(4t -1 1,30990).
Tehat a harmonikus rezgd rendszer sajat korfrekvencidja @y =4rad/s, a harmonikus
rezgbmozgas a nyugalmi allapot koriil torténik, 0,0510m=5,1cm amplitidoval és
11,3099¢ kezddfazissal.

5.7.25. Feladat

Egy 2,8 Ns/m csillapitasi tényez6jii, 3,2 N/m rugodallandoji rugdhoz 200 g tomeg
csatlakozik a vizszintes sikban. A rugét 5cm -rel megnytjtva, az 4 cm/s sebességgel
kezd el visszatérni. Hatarozza meg a rendszer sajatértékeit, valamint a csillapitott
mozg6 rendszer kitérésének idofiiggvényét.

Megoldas

A feladat egy csillapitott harmonikus szabadrezgést ir le, ahol a mozgasegyenlet
0,2i()+2.8x(t)+3.2x(t)=0. A mozgasegyenlet megoldasa a szabad valasz,
x(6)=x f(t):deit. A szabad valaszt a mozgasegyenletbe helyettesitve, a

karakterisztikus  polinom, 0,242 +281+32=0, ahonnan a sajatértékek

M= (— 2,8+4/2,82 —4-0,2-3,2}/(2-0,2), Ay =—1,2554[1/s] és Ay = —12.7446[1/s].

Mivel a sajatértékek valosak, a rendszer csillapodd mozgast végez. A rendszer
elmozdulisa a szabad vélasz x(t)=djeM! +dye?2! . A dy, dy éllandok a kezdeti
feltételbol hatirozhatok meg, azaz x(0)=0,05=d; +d, , és v(0)=0,04 = Yd} + lod,
ahonnan a két allando  értéke  dj = (0,054 —0,04)/(1p — 21 )=0,0589 [m],
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dy = (0,054 —0,04)/(4 — Ap)=—-0,0089[m]. Ezzel a mozgd rendszer kitérése
x(t)=5,89¢=1,2554 _(,89¢=12,7446! [cm|, azaz a rendszer a (=0 pillanatbeli
maximalis kitérés utan lassan csillapodva, visszatér nyugalmi allapotaba.

5.7.26. Feladat

Az el6z6 feladathoz képest, legyen a csillapitasi tényezd kisebb. Egy 1,6 Ns/m
csillapitasi tényezdjli, 3,2 N/m rugoallanddju rugdhoz 200g témeg csatlakozik a
vizszintes sikban. A rugét Scm-rel megnyujtva, az 4cm/s sebességgel kezd el

visszatérni. Hatdrozza meg a rendszer sajatértékeit, valamint a csillapitott mozgd
rendszer kitérésének id6fiiggvényét.

Megoldds
A feladat megoldasa az el6z0hoz hasonloan torténik, most egy csillapitott
harmonikus szabadrezgést ir le a mozgasegyenlet 0,25é(t)+l,65c(t)+ 3,2x(t):0. A

mozgasegyenlet megoldasa a szabad valasz, x(t)= xf(t): det . A szabad valaszt a

mozgasegyenletbe helyettesitve, a karakterisztikus polinom, 0,242 +1,64+3,2=0,

ahonnan a sajatértekek 4 5 = (— 1,6 £ \ll,62 -4.0,2-3,2 )/(2 . 0,2), most azonban a két

sajaterték azonos lesz, 45 =4 =-4 [l/s]. Mivel a sajatértékek azonosak a rendszer

szabad valasza exponencialisan csillapod polinom alaku lesz, x(t)=(d| +dyt)e? . A
dy, dp allandok a kezdeti feltételbSl hatirozhatok meg, azaz x(0)=0,05=4d,, és
v(0)=0,04=—4d; +d,, ahonnan a két éllandd értéke  dj =0,0500 [m],
dy =0,04+4-0,05=10,2400 [m] Ezzel a mozgd rendszer kitérése tovabbra is egy
csillapoddé mozgas, éppen a harmonikus rezgdmozgds kialakulasanak hataresetén
x(¢)=(5,00+24¢)e=4 [cm], azaz a rendszer kitérése a £=0 pillanatbeli kitérés utan
még egy ideig nd, és csak azutan kezd el csillapodni.

5.7.27. Feladat

Tovabb csokkentve a csillapitasi tényez6t, a rugd kitérése harmonikus
rezgémozgassa alakul. Egy 0,8 Ns/m csillapitasi tényez6ji, 3,2 N/m rugoallanddji
rugohoz 200 g tomeg csatlakozik a vizszintes sikban. A rugét 5cm -rel megnytjtva, az
4cm/s sebességgel kezd el visszatérni. Hatarozza meg a rendszer sajatértékeit,
valamint a csillapitott mozgo rendszer kitérésének id6fliggvényét.
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Megoldas
A feladat mozgasegyenlete 0,25(c)+0,8x%(r)+3,2x(r)=0. A mozgisegyenlet
megoldasa a szabad vélasz, x(f)=x f (t)=de? . A szabad valaszt a mozgasegyenletbe

helyettesitve, a karakterisztikus polinom, 0,242 + 0,81 + 3,2 = 0, ahonnan a sajatértékek

o = (— 0.8++082—4-02 .3,2j /(2 .0,2), most a két sajatérték komplex konjugdlt

part alkot, 4 =-2,0000+ j3,4641[1/s], Ay = —2,0000— j3,4641[1/s]. A szabad vélasz
x(t)= djeht + dyet2! , ahol a dy, dy allandok a kezdeti feltételbsl hatirozhatok meg,
azaz x(0)=0,05=d| +dy, és v(0)=0,04 = 41d] + Ayd; , ahonnan a két alland6 értéke
di = (0,057 —0,04)/(2 — 21)=0,0250 — j 0,0202 = 0,0321e~/38,9483° [m], és a masik
dy = (0,054 —0,04)/(21 — A)=0,0250 + j 0,0202 = 0,0321e*/38.9483°[m] a4
komplex konjugaltja. Ezzel a mozgasegyenlet megoldasa némi rendezés utin
x(t)=3,21e7212 (ej(3’4641t_38’94830) + e—jé4641f_38’9483° ))/2 [cm] egy csillapodé

amplitadoji harmonikus rezgémozgés, x(t)=6,42¢=2¢ cos(3,4641t —38,94830 )[cm].
5.7.28. Feladat

Egy 3,2 N/m rugodallandoju rugéhoz a vizszintes sikban csatlakozo 200 g tomeget
nyugalmi helyzetébdl 4,8 N, idében allando erd kitérit. Hatarozza meg a kialakulo
csillapitatlan rezgdmozgas kitérését.

Megoldas

Az inhomogén mozgasegyenlet 0,256(t)+ 3,2x(t): 48. A szabad valasz
xr(t)=det  sajétértckei a  0,242+32=0  karakterisztikus  polinombol
Ao =1j4 [l/s]. A gerjesztett valasz egy alland6 lesz a gerjesztésnek megfelelen,
Xg (t) =Xg, amelyet a mozgasegyenletbe helyettesitve, ahonnan X g =15 [m] . Ezzel a
teljes megoldas x(r)=x f(t)+ X g =dief¥ +dye=j¥ +1,5. Az ismeretlen allandok a
nyugalombol  induld6  mozgas  kezdeti  feltételb6l  hatarozhatok  meg,
x(O)z 0=dy+dy+15, v(0)= 0= j4d, — j4d,, ahonnan dj=dy=-0,75, azaz a
megoldas egy harmonikus rezgdémozgas lesz, x(t) =-0,75- Z(ej 4y emjH )/ 2+15,
amely az allandd6 er6 hatasara torténdé megnytlas értéke koriil leng
x(t) = 1,5(1 —cos 4t) [m] .



160 5. MEREV TESTEK KENYSZERMOZGASA

5.7.29. Feladat

Hatarozza meg, mekkora sebességgel halad a 2kg tomegili, 4,6 m hossza kotélen

az a transzverzalis hullam, amelyet 1,8 N erével mozgatnak.

Megoldas

A transzverzdlis  hullam  haladisi  sebessége  v=y/F/u =+/F/(m/1)
v=4/1,8/(2/4,6) =2,0347 m/s .
5.7.30. Feladat

Hatarozza meg, mekkora erével kell mozgatni a 2,4 kg tomegli, 6 m hosszu kotelet,
hogy a rajta kialakuld transzverzalis hullam 5 m/s sebességgel fusson végig rajta.

Megoldas

A transzverzilis hullim haladasi sebessége v=4F/(m/I), ahonnan a kotelet

mozgaté erd nagysaga F =v2m/l=10N.



6. ARAMLASTAN

Az aramlastan keretében araml6 kozegek, folyadékok, gézok, gazok aramlasanak
dinamikai viselkedésének megismerése, elemzése a cél. A vizsgalatok a statisztikai
torvények alapjan az aramloé kozeg dinamikajanak elemzésére épiil, és nem az egyes
elemi anyagrészecskék, folyadék, gaz molekuldk mozgastdrvényét vizsgalja.

6.1. Aramlé kozegek anyagjellemzoi
6.1.1. A siiriiség

A slirliség az egységnyi térfogat tomege, azaz a 6.1. abran lathatd dV térfogatban
1év6 dm tdmegmennyiség, amely a geometriai tér pontjaiban nem feltétlentil allando, a

hely fiiggvényében valtozhat, ugyancsak az idé mulasaval is valtozhat a geometriai tér
pontjaiban a siirliség

N dm
= lim Y™ [5]=ke/m3. 6.1.
p(F.1) im [p]=kg/m (6.1.)

dVv
dm

6.1. dbra. Az elemi térfogat elemi tomege
6.1.2. A fajterfogat

A fajtérfogat az elemi tomeg térfogatat jeloli, a siiriiség reciproka, és ennek
megfelelden a geometriai tér pontjaiban az idé mulasaval szintén valtozhat

V(F,t): lim d—V: 1 ,
dm—0dm  p(F.t)

[v]=m3/kg. (6.2)
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6.1.3. A fajsuly

A fajsily az egységnyi térfogat sulya. A sliriség ismeretében szintén
meghatarozhatd. A stiriséghez hasonléan a geometriai tér pontjaiban az id6 milasaval
az értéke valtozhat,

y(Ft)= tim 9C =g p(Fe) [r]=Nmd. 63)

6.1.4. A homérséklet

A homérséklet az aramld kozeg belsd energia-viszonyainak egyik jellemzdje.
Meérése Celsius [CO], Fahrenheit [FO] fokban ill. Kelvinben [K] torténik. A

kiilonb6z6 homeérseklet skalak kozotti kapcsolat a kovetkezo:
Celsius ¢s Fahrenheit homérsékleti skala kapcsolata a viz forraspontja és

fagyaspontja kozotti differencia adja, amig a Celsius skalan a viz fagyaspontja 0 CO és
forraspontja 100C°, addig a Fahrenheit skalan a viz fagyaspontja 32FC ¢s

forraspontja 212 FO, ahogy az a 6.2. dbrdn lathatd. A két homérsékleti skala kozti
atszamitas a kovetkezd szabaly szerint torténhet

T :%TC +32, Tc = g(TF -32). (6.4)
Celsius Fahrenheit Kelvin
100°C 212°F 373,160 K
0°C 32°F 273,16 K
-32°C 0°F
-40'C -40°F
0K

6.2. abra. Kapcsolat a Celsius, a Fahrenheit és a Kelvin hdmérsékleti skalak kozott
A Celsius ¢és a Kelvin kémérsékleti skala kapcsolata az abszolut nulla hdmérséklet

és a viz fagyaspontja kozti kapcsolattal adhaté meg, a hémérsékleti skalak kozti
atszamitas a kovetkezo szabaly szerint torténik,

Tx =Tp +27316, Tp =Ty —27316. (6.5)
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6.1.5. A nyomas

A nyomas az egységnyi feliiletre merdlegesen hatdé nyomoerd, mértékegysége a
pascal [Pa],

p(F.1)= lim dr) [p]:izpa. (6.6)

dd—0 dA’

6.1.6. Folyadékok osztalyozasa

Az é4ramlo kozegek vizsgalata soran a folyadékokat idealisnak és valdsagos
folyadékoknak lehet tekinteni.

Az idedlis folyadék a teret egyenletesen tolti ki, homogén eloszlastnak, tokéletesen
Osszenyombhatatlannak tekinthetd, 100bar felett azonban lényeges térfogatvaltozas
allhat be. Az idedlis folyadékrészecskék kozott nincs vonzoerd, a folyadékrészecskék
kozott nem ébred ‘huzofesziiltség’, a részecskék kozott nincs belsd surlodas, nem ébred
‘cstsztatd fesziiltség’, ezért az idealis folyadékok viszkozitas-mentesek és
surlodasmentes az aramlasuk.

A valosagos folyadék a geometriai teret nem egyenletesen tolti ki, eloszlasa,
stiriisége, fajsulya a tér pontjaiban kiilonbozo lehet, 6sszenyomhato, fajsulya a nyomas
¢és a homérséklet fliggvényében valtozhat

7=7o(1+%pj, 6.7)

ahol £ arugalmassagi modulus

_Ap

N ©%

A valdsagos folyadékok homérsékletfiiggd tagulasa, térfogatvaltozasa szamithatd, ha a
folyadék térfogata 77 hémérsékleten V7, akkor a hémérsékletnek AT értékkel vald

megvaltozasa esetén, a 7o =71 + AT hdmérsékleten a térfogata
Vo =1(1+ pAT), (6.9)

ahol A[1/K] a kobos tagulasi egyiitthatd. Ekkor a homérsékletvaltozas hatasara a
térfogatvaltozas miatt megvaltozik az anyag siirlisége is (6.3. dbra),

m m m o1
_m_m_ _ 6.10
Ay P2 Tk pAT) (Lt AT (6.10)
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¢és megvaltozik a fajtérfogata is (6.4. dbra),

vzzlzvl(nﬂﬂ). (6.11)
P2

P1

T

6.3. abra. Folyadékok stirtiségének homérséklet fiiggése

A

Vi

T

6.4. abra. Folyadékok fajtérfogatanak hémérséklet fiiggése

A valodsagos folyadék belsd surlodasa a kinematikai surlodassal jellemezhetd, a
kiilonbozd sebességli rétegek kozott csusztatofesziiltség ébred, a folyadék 7

viszkozitassal rendelkezik, ugyanakkor a valosagos folyadékok folyadékmolekuldi és a
kornyezet k6zott vonzo-taszitd erd 1ép fel, amely a feliileti fesziiltség kialakulasahoz, a
kapillaritas jelenségéhez vezet.

06.1.7. Idealis gazok allapotvaltozasai

A géazok éallapotvaltozasat az Aallapotvaltozok kozti kapcsolat irja le. Az
allapotvaltozok a V' térfogat, a T hdmérséklet és a p nyomas. Egy adott, m tomegili

idealis gazra vonatkoz6 daltalanos gaztérvéeny

P _pr. (6.12)
yo,

ahol R a gdzdllands, levegére R =287]/(kg-K).
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(a) Ha a gaz Aallapotvaltozasa azonos homérsékleten zajlik, izotermikus
dllapotvaltozas jon 1étre. Ha a két allapot kozott a hémérséklet nem valtozik,
71 =T, =T, az altalanos gaztorvény az elsé és a masodik esetben

PL__ Pl _p

_rr, P2__P2 _pr. (6.13)
P mh P m/V

ahonnan minthogy a gaz tdmege az allapotvaltozas soran nem valtozik, a Boyle-
Mariotte tdrvény adodik,

" =pala. (6.14)

(b) Az allando térfogat mellet 1étrejovo allapotvaltozas izochor tipusu, Vi =V =V .
Az azonos tomegili gazra vonatkozo allapotvaltozast a Gay-Lussac I térvénye irja le,

Pl _ D P2 P

A AL _pp, Z2=LL g7, (6.15)
o mV P mlV

pL_P) (6.16)
n D

(c) Allandé nyomason létrejové allapotvaltozas izobdr tipusii lesz, py=py=p,
ekkor az azonos tomegl gaz allapotvaltozasat Gay-Lussac II torvénye fogalmazza meg,

p p
= RT;, =RT», 6.17
i o1
h_n. (6.18)
n n

(d) Ha az allapotvaltozas soran a gdz nyomasa és térfogata is valtozik, de a
kornyezettel nincs energia-kapcsolata, azaz nem ad le és nem vesz fel energiat, az
dllapotvaltozas adiabatikus tipust lesz. Adiabatikus allapotvaltozas esetén az idealis
gaz allapotvaltozoi kozott a kdvetkezd kapesolat all fenn,

K
A%
pvf = pavy, (i] =i—f, (6.19)

ahol & az adiabatikus kitevé. A fenti kapcsolatot az altalanos gaztdrvénybe
helyettesitve a homérséklet - nyomas kapcsolata a kovetkezo,
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1 xK—1

h_ v o_ ﬂ(ﬁ_zJ’f _ (AJK (6.20)
T pyva p2\p1 D2

mig a hdmérséklet - térfogat kapcsolata a kovetkezo lesz,

K k-1
A:m:(v_zj V_lz[v_zJ , 621)
Iy pyvy \m1) v2 \n

A fentieck alapjan az adiabatikus allapotvaltozas esetén az idedlis gaz
allapotvaltozoira fennall a kovetkez6 kapcsolat,

vk —dll, ———all, Tvk-l=4ll. (6.22)

k-1

P

(e) Végiil, ha az allapotvaltozas teljesen altalanos, megszoritasok nélkiil jon Iétre, a
gaz mindharom allapotvaltozoja mellett a kdrnyezetével energia-kapcsolatba is 1ép az
dllapotvaltozas  politropikusnak  tekinthetd. Politropikus allapotvaltozasnal az
allapotvaltozok kozotti kapcsolat hasonld az adiabatikus allapotvaltozasnal kapott
Osszefiiggésekhez, ekkor a x adiabatikus kitev6t az n politopikus kitevé valtja fel. Ha
az allapotvaltozas kozben héelvonas torténik, akkor n < x, henergia hozzaadas esetén
n>K.

6.1.8. Halmazallapot valtozasok

A gazok ¢és folyadékok allapotvaltozasai dsszefiiggnek, sokszor egyidejiileg jelennek
meg az anyag kiillonb6zd halmazéllapotai. A 6.5. dbrdan a halmazallapot valtozasok
nyomas - hémérséklet kapcsolata lathato. Allando nyomason a hémérséklet novelésével
a szilard halmazallapotd gaz folyékonnya, majd légnemiivé valik, mikozben a
homérsékletet allandd értéken tartva a gazok folyékonnya, esetenként szilard
halmazallapotiva valnak.

Solyadék

nyomsais
szildrd

gaz

v

homérséklet

6.5. abra. Gazok halmazallapot valtozasa a hdmérséklet-nyomas fliggvényében
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A halmazallapot valtozasok egy masik jellemzése a 6.6. abran lathato fajtérfogat -
nyomas valtozas fliggvényében torténd vizsgalat. Az abrabol lathato, hogy allando
nyomds mellett a térfogat novelésével a cseppfolyds halmazallapoti gazbol légnemi
gaz keletkezhet.

w
‘3 *
S :
E 3 gz
3
<
20z

[

fajtérfogat

6.6. abra. Gazok halmazallapot valtozasa a fajtérfogat-nyomas fiiggvényében

6.2. Nyugvo folyadék egyensilya, hidrosztatika
6.2.1. Matematikai attekintés

A 6.7. abran lathatod a(x, y) fiiggvény egy feliiletet ir le. A feliillet valamely
pontjaba megrajzolhaté a feliilethez illeszthetd érintdsik, amelyet a két koordinata
valtoz6 iranyaba mutatd vektorokkal irhat6 le. Az x-iranyu érintdvektort a feliilet adott
pontjaban a feliillet x -iranya derivaltja, azaz a feliilet valtozadsanak nagysaga és az
egységvektor iranya adja,

_ dalx,y) - .. alx+dx,y)—alx,y)

e,———==e¢, lim

Ox dx—0 dx

, (6.23)

ahol da(x, y)/ox a tobbvaltozos fiiggvény egyik valtozoja szerinti derivalast jeldli.

6.7. abra. A gradiens fogalma
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Hasonléan az y -iranyl érintdvektort a felillet adott pontjaban a feliilet y -iranya
derivaltja, azaz a feliilet valtozasanak nagysaga €s az y -iranyu egységvektor iranya
adja,

_ alx,y
g, Seley)

lim 4loytdv)-alxy) (6.24)

=e I’
oy dy—0 dy
Altalénositva, az a(F ) skalar-vektor fliggvény r = xe, + ye,, + ze, helyzetvektorral

adott pontjaban a valtozas sebességének nagysdga az érinté vektorok valtozasanak
nagysagaval adhaté meg, ez a gradiens vektor,

pata)e, Bsn)  Goens) o) -
X iz

A szakmai irodalomban a gradiens jelolésére a V ‘nabla’ vektort is szokas alkalmazni,
ahol a gradiens a nabla vektor skalar-vektor fiiggvényre val6 alkalmazasa vektort ad
eredménytil, amely egy helyzetvektor szerinti derivalast takar

- o . 0 0
V= il - = 2
e, x+ey8y+ezaz = (6.26)
és ezzel
Va(F) = grad () = &, a‘éf )ia, a‘é(yf )i a‘é(j ). (%)a(?) . 6.27)

6.2.2. A nyomas

A nyugvo folyadék jellemzdje a benne uralkodd nyomads, amely az egységnyi
feliiletre mer6legesen hato eré nagysagaval aranyos (6.8. dbra),

6.8. dbra. A nyomas fogalma

. dF,(F)
— lim “n\") 6.28
p(F) Jim =2 (6.28)
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mértékegysége a pascal, 1Pa =1 N/ m?2 . A folyadékok belsejében valamely pontban a

nyomds minden irdnyban azonos nagysagu, ugyanakkor a folyadéknyomasbol szarmazoé
nyomoerd merdleges lesz a folyadékot tart6 edény falara. A nyomads skalaris mennyiség,
a térbeli és idobeli eloszlasa azonban nem feltétleniil allando. A nyomas hely-szerinti
valtozasat a ‘nyomas gradiens’ vektor irja le

grad p(r)=e,

op(r)  ; apF), . oplF) :[s_jp(j (6.29)

Ox Yooy ;) o )PV

Tehat a nyomas gradiense a legnagyobb nyomasvaltozas iranyaba mutato vektort adja, a
gradiens vektor hossza, abszolut értéke pedig a nyomasvaltozas nagysagat mutatja

gmdpﬁjzJG?Q%2+(@ﬁQT+(@ﬁQT. (6.30)

ox oy oz

6.2.3. A hidrosztatika alapegyenlete

Nyugvo folyadékokban az erdk eredéje nulla. Az 6.9. dbran lathaté elrendezés h
mélységben 1év6 A-dy térfogatban 1évé folyadékelemre az x -irany( erék ereddje
nulla,

2Fy =0, (6.31)

az y -iranyu erdk ereddje is nulla, de ezek az erék az A-dy térfogatelemre hatd y -
iranyu er6bol a fedblapra hatd pA nyomderdbdl, az alsé lapra felfelé hatd, a
nyomasvaltozas figyelembevételével keletkezett nyomderdbal, (p + Ap)A , valamint az
A-dy térfogatban jelenlévo folyadékelem sulyerejébdl szarmazik,

h

6.9. abra. A h magassagu folyadékoszlop nyomasa
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Y Fy =(p+Ap)A— pd—pgddy =0, (6.32)
ahonnan a dy folyadékoszlop magassagabdl szarmazo nyomasndvekedés értéke
Ap = pgdy . (6.33)

Mindkét oldalt 6sszegezve a folyadékoszlop # magassagara és feltéve, hogy a folyadék
felszinén a nyomas p;, mikdzben a folyadék 7 mélységében a nyomas p; ,

p2 0
[dp=pr—p1=[pgdy=pgh, (6.34)
pl y=—h

ahonnan a folyadékoszlop /7 mélységében a nyomas a felszinen mért nyomashoz
hozzaadodik a folyadékoszlop magassagabol szarmazo nyomas,

P2 =p1+pgh. (6.35)

A nyomast kiilonb6z6 meértékegységekben szokds mérni, a kiilsé légnyomast
levegore a kovetkez6 adatokkal szokas figyelembe venni

po =latm=1,013-105 N/m2 =1,013-105 Pa = 1013 mbar = 760 Hgmm , (6.36)
a mindennapi gyakorlatban némi kerekités utan,
po = latm ~ 105 N/m2 ~ 105 Pa ~ 1000 mbar = 760 Hgmm . (6.37)

6.2.4. A hidrosztatikai felhajto eré

Egy folyadékba mas siirliségii testet helyezve, arra felhajto erd hat (6.10. abra). Az
A alaptertiletli, # magassagu testet a p slriségli folyadékban / mélységbe helyezve

a testre hat6 er6k egyenstlyabol a testre hat6 felhajtd eré meghatarozhato.
Az [ mélységben 1évo fedblapra hato, lefelé mutato erd

Fr = pgld, (6.38)

az [ +h mélységben 1évo alaplapra hato, felfelé mutato erd

F,=pg(l+h)4, (6.39)
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az emeld erd

Fy=F,~Ff=pghd. (6.40)

F; = pglA

—
=

h

TFa = pg(l +1)A

6.10. dbra. Arkhimédész torvénye

Az emeld erdvel tart egyensulyt a 24 térfogatl, y = gpseq fajsulyu test G = gpspehd

sulyereje. Az egyensulyi feltételb6l meghatarozhaté a test [ meriilési mélysége. A fenti
torvényt a szakirodalom Arkhimédész torvényeként ismeri.

Pascal torvénye szerint egy edényben 1év0 folyadékra hatdé nyomas minden
iranyban, a folyadék minden elemi térfogatara és az edény falara is ugyanolyan
mértékben adodik at, ahogy az 6.11. abran lathatd. A folyadékoszlop magassagaval né
az oldalfalra haté nyomoerd.

h

Y=

6.11. dbra. Pascal torvénye
6.2.5. A nyomas magassagfiiggése

A magassag novekedésével a nyomas csokken,

Ap = —pghh, %z—pg. (6.41)
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Minthogy a magassag ndvekedésével a nyomas és a hémérséklet is valtozik
(szabvanyositott moédon kb. 6,5C° a homérséklet csokkenés ezerméterenként), az

altalanos gaztorvénybdl figyelembe véve a siiriiség valtozasat a nulla magassagszinthez
mért értékekhez viszonyitva

T
£=p0 P 1o , (6.42)
po T
és a (6.41) osszefiiggésbe helyettesitve
dp r T
Lo gp=—gpg—-2L, 6.43
P L (6.43)
majd a valtozok szétvalasztasaval mindkét oldalt integralva
d 1 T, 1 T
D o an, mp=-gpy—-Lh. 6.44)
p po T po T

Az integralasi allando értéke a nulla szinthez tarozo értékek ismeretében a kdvetkezd

—gPOL&h
plh)=Ce po T, p0)=py=C, (6.45)

ahonnan a nyomads valtozasa a magassag fiiggvényében a kovetkezo lesz,

—8P0 Loy,
(h) (6.46)

ahol T'(h) a hmérséklet értéke s magassagban.

Politropikus allapotvaltozast feltételezve a homérsékletvaltozas magassag-fiiggését
figyelembe véve (6.44) elsé egyenletének integralasanal azt figyelembe véve a
nyomasvaltozas értéke meghatarozhato. Feltételezve, hogy a hdémérsékletvaltozas
elhanyagolhato, a magassag fliggvényében a nyomasvaltozas, ill. a nyomas
fliggvényében a magassagvaltozas kozti kapcsolat megadhato

_Po

gh
T=dall, p(h)=poe o, h=—"L0 L (6.47)
pog Do
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6.2.6. Nyomas mérése nyugvo folyadékban

A nyomasmérés legtobb esetben nyomaskiilonbség méréssel torténik. Ekkor a
nyomadssal egyensulyt tartdé mérdfolyadék magassdgabdl a hidrosztatikai egyensulyra
vonatkozo6 dsszefliggés felhasznalasaval hatarozhatdé meg a keresett nyomas.

(a) Elhanyagolhat6 stiriségti gazzal toltott tér nyomasmérése torténhet a 6.12. abran
lathaté nyitott U-csdves manométerrel. Ekkor a tartdlyban 1évé p nyomas egyensulyt

tart a kiils6 pg légnyomadssal, valamint a # magassagu, p,, striiségli méréfolyadék
hidrosztatikai nyomaséval, azaz

pP=po+tpPmgh. (6.48)

£

l h

Pm
6.12. dbra. Elhanyagolhat6 stirliségli gdz nyomasmérése nyitott U-csoves manométerrel
(b) Folyadékot tartalmazo zart tartdly nyomasanak nyitott U-csoves manométerrel

torténd mérésekor ugyancsak a hidrosztatikai egyensulyi allapotra vonatkozo
Osszefiiggés vezet eredményre (6.13. dbra).

ih

Pm

6.13. dbra. U-csdves nyitott manométeres nyomasmérés folyadékot tartalmazé zart tartalyban

Ha a zart tartdlyban a p strliségl folyadék felett a nyomds p, a nyitott végli U-
csoves manométer esetén a kiils6 1égnyomdas pg, valamint a manométerben a p,,

striiségi. méréfolyadék szintkiilonbsége 4, a nulla szintre felirt hidrosztatikai
egyensulyi egyenletbdl
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p+pH =po+pmh, p=po+pmh—pH, (6.49)

azonban egy jarulékos folyadékszint magassag mérésre is sziikkség van a H
ismeretéhez.

(c) Az U-cséves manométer szintmérOként is hasznalhatd. Feltéve, hogy a
6.14. abran lathatd zart tartdlyban a p stirtiségti folyadék felett p nyomas uralkodik,

tovabba ismert a manométerben a p,, striiségii méréfolyadék £ szintkiilonbsége, és a

tartaly aljanak a nulla szinttdl vald H tavolsaga. A hidrosztatikai egyensulyi
egyenletbdl

p+pe(H+2)=p+ ppgh, z=Pmy_p (6.50)
e

[ I

Pm

6.14. abra. U-csdves manométer, mint szintmérd

(d) Csovezeték két pontja kozotti nyomaskiilonbség mérésekor a p slriiségii
folyadékot szallitd cs6vezeték két pontjdhoz csatlakozik az U-csdves manométer
(6.15. abra).

P2
A
I/
0 _l
Pm

6.15 abra. Cs6vezeték két pontja kozotti nyomaskiilonbség mérése
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A manométer egyik szara a p; nyomadsu, a masik szdra p, nyomast szakaszhoz van
csatlakoztatva, p; > p;, a manométer p,, sirliségli méréfolyadék magassag

kiilonbsége /. A hidrosztatikai egyensulyi egyenletbdl a csévezeték két pontja kozti
nyomaskiilonbség meghatarozhato,

pi+pglh+z)=py+ pgz+ pmgh,  p1—p2 =(om - p)gh. (6.51)

Meg kell jegyezni, hogy a nyomas-kiilonbség mérés csak akkor miikddik, ha a
méréfolyadék siirlisége nagyobb, mint a csévezetékben aramlo kozeg siirlisége.

6.3. Aramlo6 kozegek dinamikija

Aramlo kozegek vizsgalatanal kiilonbséget kell tenni egyfazisu és tobbfazisu
kozegek dramlastani elemzése kozott. Az dramlo kdzeg egyfizisunak tekinthetd, ha az
anyagszemecsék, ill. a folyadék, vagy gazmolekuldk azonos tulajdonsagokkal
rendelkeznek. T6bbfazisunak tekinthetd az dramlo kozeg, ha kiillonbodzo tulajdonsagi az
aramlo kozeg OsszetevOi, pl. telitett vizgéz mellett az aramlas sordn torténd hilés
kovetkeztében a kondenzviz is jelen van, és a kétféle tulajdonsagi kdzeg dinamikajanak
egyiittes vizsgalatara keriil sor.

Az egyfazisi dramlas soran az idedlis folyadékok, dramld kozegek vizsgalatanal az
anyagszemcsék, folyadékmolekuldk kozott nem ébred belsé surlodas, viszkozitas-
mentesnek tekintheté az anyag. A valdsdagos folyadékoknal a molekulak kozti belsd
surlodas, a viszkozitas, a feliileti fesziiltség ¢és a folyadékok, aramlo kozegek
rugalmassaganak valtozasat figyelembe véve kell a kdzeg dinamikai vizsgalatat
elvégezni.

Az é4ramlds dinamikéjanak vizsgdlatandl, akar egyfazisu vagy tobbfazist, akar
idedlis vagy valosagos az aramlo kozeg vagy folyadék, eleget kell tennie a tdmeg-
megmaradas, az impulzus-megmaradas és az energia-megmaradas térvényeinek.

6.3.1. A sebesség

A korabbi kinematikai vizsgalatoknal a sebesség a helyzetvektor id6 szerinti
derivaltjaként keriilt bevezetésre, (F,1)=r(r). A mozgd kozegek dinamikai
vizsgélatanal a sebessége Onalldan értelmezhetd \7(7',1). A sebesség egy vektorteret ir

le, amelyet aramvonalakkal lehet szemléltetni, 6.16. dbra. A sebesség vektor az
aramvonal érintdje irdnyaba mutat, a sebesség nagysdga pedig az aramvonalak
stirtiségével jellemezhetd.

A mozgd folyadékmolekula, az aramlé kozeg térfogatelemének palyagorbéje,
lamindris aramlas esetén a 6.17. dbran, mig egy turbulens aramlas aramvonal-képe a
6.18. abran lathato.
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v ; 5 4
daramldasi

/ vonalak

6.16. abra. Aramvonalak

6.17. abra. Stacionarius aramlas aramvonalai

6.18. abra. Turbulens aramlas aramvonala

6.3.2. A Mach szam

Altalaban az aramlo folyadékok, kozegek sszenyomhatatlanok. A gazok, g6zok is
Osszenyomhatatlannak tekinthet6k, ha terjedési sebességiik a hangsebesség alatt marad.
A gaz terjedési sebességének a hangsebességhez valé viszonya a Mach szdmmal

jellemezheto,

Ma = ‘ﬁg—dz . (6.52)
‘ghang‘
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Hangsebesség alatt, Ma <1, a gazok terjedési sebessége szubszonikusnak tekinthetd,
egy kis értékkel a hangsebesség felett, Ma >1, mar szuperszonikus lesz a terjedés, mig
Ma > 5 esetén hiperszonikus a terjedés. Egynél nagyobb Mach szam esetén a terjedés
iranyaban a gazban a nyomas megnd, az aramlas soran a gazmolekulak torlédnak, ezek
a torlodasok a 16késhullamok, ill. fejhullamok kialakulasat okozzak.

6.4. A tomegmegmaradas torvénye

Az anyag-megmaradasi tétel aramlastani megfogalmazasa a folytonossagi vagy
kontinuitasi tétel, a tomegaram folytonossagara vonatkozo tétel.

6.4.1. Osszenyomhatatlan folyadékok staciondrius dramlisa

Osszenyomhatatlan folyadékok esetén a kozeg siirlisége hely és idd szerinti
eloszlasa is allando, azaz ha altalanosan a siirtiség p(F,¢), stacionarius ramlés esetén a

stirliség hely szerinti és id6 szerinti eloszlasa allando, azaz
p=all. (6.53)

Staciondrius 4ramlds esetén az aramlasi vonalak mentén kialakuld elemi dV
térfogat dm = pdV tomegének iddbeli megvéltozasa, a g, = 0m/ot témegdram nulla,
(6.19. abra)

om
= =
; , ; (6.54)
0
o)=L av+ pLav =0.
oAV )=2 AV + oy

dA

dv =1 -dA

6.19. dbra. Az aramlasi vonalak mentén létrejovo elemi térfogat

Az id6 szerinti derivalast tagonként elvégezve, a jobb oldalon all6 els6 tag nulla, mivel
a kozeg stirisége allandd; a masodik tagban azonban figyelembe kell venni, hogy az

elemi térfogat egy ] hosszisagu, dA felilleti elemi térfogat, dV =1I-dA, ahol
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ol /Gt:f) a kozeg aramlasi sebessége, és bevezetve a ¢, =0V/ot térfogatiram

fogalmat,
oV
m:PEZqu=O,
. (6.55)
o = o - - -
=p—\l-dAd)=p—-dA=pv-dA,
dm pé’t( ) p@t P

stacionarius aramlas esetén a tOmegaram a siirliség és a térfogataram szorzataként

adhatd meg, ahol a térfogatairam az A feliileten v sebességgel ataramlo kozeg
mennyisége

om oV . -
qngzpqv’ pvz—tzv.A. (656)

A 6.20. abran lathato, az aramlo kozeg teljes V' térfogatara kiterjesztve,

oM o= pdv == [pi-dd+ [pi-dd=§pv-dd, (6.57)
ot oy 4 Ay 4
be ki

a térfogatot hatarold zart feliiletre azonos a ki és a bearamlo kozeg mennyisége, azaz a
feliileten ataramlo6 tomegaram sszessége nulla,

fpv-dd=0. (6.58)
A

6.20. dbra. Stacionarius aramlas esetén azonos a térfogatba belépd és kilépd anyagmennyiség

A 6.21. abran lathato csdszakasz belépd feliilete a vizsgalt térfogatbol kifelé mutatd
feliileti normalissal A, az aramlo6 kozeg sebessége vy, a kilépd felillete A, az aramlo
kozeg sebessége vy, és alkalmazva a vektorok skaldris szorzatira vonatkozd

Osszefliggést, a folytonossagi egyenletet, az egyes keresztmetszeteken a ¢, = pv4
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tomegaram folytonossadgara vonatkozo feltételt, a kovetkezd alakban Ilehet
megfogalmazni,

PVInAl = p2vandz, (6.59)

ahol v4 =g, a térfogataram.

Ay

v

6.21. abra. Stacionarius aramlas

Ha a staciondrius aramlas sordn a kozeg bedramlasa a Dj atmérdji csdszakaszon, a
kidramlasa a D, atmérdjli csdszakaszon torténik, akkor a kontinuitdsi, tdmegaram
folytonossagara vonatkozo6 feltétel a kovetkez6 alakban adhatd meg,

Dlzzr D%;r
PVIn =, == P2V2n—,— (6.60)

6.4.2. Osszenyomhato folyadék nem-staciondrius dramldsa

Osszenyomhat6 folyadékok nem-stacionarius aramlas esetén a 6.22. dbran lathatd
dx,dy,dz oldall térfogatelemben az aramlo kozeg siiriisége nem allando, p(? , t) #all.

A térfogatelembe az iddegység alatt az x -iranybol bearamlo tomeg, a tomegaram

(d’"XJ = pv,dvdz , (6.61)
dt )y,

Taylor sorral kozelitve a dx szakaszon a tomeg megvaltozasat az idGegység alatt, a
térfogatelembdl az x -irdnyba kiaramlé tomeg,

(‘Z“—XJ - |:pvx +de}dydz , (6.62)
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ahonnan a térfogatelem tomegének az x-iranyu aramlas kovetkeztében az idGegység
alatti megvaltozasa, tomegarama

dmy _ (d’"XJ - (d’"XJ _ ey X)dxdydz . (6.63)
Z
alpv,
p]"\‘ pvv“ + - (2\-.\ )d_\-
— /I' dz——b
- dy ‘
dx

6.22. abra. A folytonossagi egyenlet nem-stacionarius aramlasra

Az y,ésa z-iranya aramlasokra is felirhatok hasonlo osszefiiggések,

d d d 8

My |y | My levy) dxdydz , (6.64)
dt )\ ), oy

dm, =[d’"2j —[d’”Z] =a(pv2)dxdydz. (6.65)
a dr ) Ut )y, ez

Az anyagmegmaradasi torvényt figyelembe véve az elemi térfogatbdl kidramlé tomegek
Osszege csokkenti a térfogatelemben 1€v6 anyag siirliségét, azaz

d d
dm _dmy dmy  dmy
dt dt dt dt

= —Z—fdxdydz , (6.66)

ahol az dxdydz térfogatelemmel egyszertisitve az 6sszenyomhat6d folyadékokra, nem-
stacionarius aramlas esetén a folytonossagi egyenlet a kdvetkezd alakban irhaté fel,

o

olpv) levy) , Alov) dvdvdz = - 2. dxayds,
Ox Oy Oz ot

(6.67)

a(pvx)+a(,UVy)+3(va) 6_/7

ox dy oz ot
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A fenti kifejezés tomorebb irdsmoddal is megadhaté a sebesség vektoridlis
tulajdonsaganak és a nabla vektor (6.26) alakjanak alkalmazasaval. Ekkor a két vektor
skaléris szorzata, a miiveletek elvégzése utan skaldris mennyiséget eredményez. Ezt a
miiveletet a matematika a ‘div’ képzéssel jeloli, amely a térfogat forrdsossagat adja
meg,

o
V-G(F):divi(?):(ij.g(;):%+i+%’
ox Oy Oz
(6.68)

a“)_qaqaqa(q - q)
—|-¥(F)= exa+e —+ezg \exvy +eyvy, +exvy ).

Ezzel a fenti, (6.67) 0Osszefliggés, a nem-stacionarius aramlasra vonatkozd
folytonossagi egyenlet differencialis alakja a kovetkezo,

o)+ 22 0, v (o) e 22 0. (L) ()4 22
div(pv )+ = =0, V-(o¥)+ = 0, (a?j (pv)+ = 0, (6.69)

amely a térfogatba ki-, bearamlo kozegek tomegének megvaltozasat a térfogatelemben
marad6 kozeg stirtiségének idobeli megvaltozasahoz koti.
A (6.69) kifejezésben jelzett miiveleteket részletesen kiértékelve,

oy, 0p .\ Op_(9p) - o) -,0p
d +E _y. + L | v+ —|. +_:O’ 6.70
(o) + === V(o) + — [afj v p(a?) v (6.70)

ahol Op/or a slirliség hely szerinti megvéltozasat, a siirliség gradiensét, mig (6/ or ) v

srer

7)1+ 22 - (55)+ 22— gradp-5 4 p () 22
dzv(pv)+ Py =V (pv)+ p gradp v+pdzv(v)+ p 0. (6.71)

A nem-stacionarius aramldsra vonatkozd folytonossagi egyenlet a teljes
dV =dxdydz térfogatra is megfogalmazhato (6.67) els6 soranak a térfogatra vonatkozo
integraljat képezve (térfogatra Osszegezve). Némi atalakitas utdn a folytonossagi
egyenlet integralis alakja a kovetkezd, amely nem-stacionarius aramlds estén a
tomegaram folytonossagara vonatkozo torvény integralis alakja fogalmazza meg,

§ pvdA + j‘;—/jdV =0. (6.72)
A Vv
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Ha azonban stacionarius az aramlas, azaz a térfogatelemben az anyagaram siiriisége
allando, 0p/or=0, a fenti (6.71) és (6.72) egyenletek a jol ismert 8(p17)/617 =0, ill.

$ pvdA =0 Ssszefiiggésekhez vezetnek.
A

6.5. Idealis, surlodasmentesen aramlo folyadék mozgastorvénye

6.5.1. Az impulzus-megmaradas térvénye, az Euler egyenlet
Az araml6 kozeg m tomege az F erhatas kovetkeztében mozgasba kezd,

(mv) = L (6.73)

podr_
dt dt dt

a
dt
Mivel azonban stacionarius az aramlas, a térfogat tdomege nem valtozik, ezért a fenti
egyenlet jobb oldalan az els6 tag nulla. A jobb oldalon allé6 masodik tagot vizsgalva,
figyelembe kell venni, hogy az aramlo kozeg sebessége a hely €s az id6 fiiggvénye, azaz

v =v(F(t)1), (6.74)

ezért a sebesség 1d6 szerinti derivaltjat képezve a lancszabalyt is alkalmazni kell,

dv _dv(F(t)r) _ ov(F(e)e) . w(F(r).e) oF (¢) . 6.75)
dt dt Ot or Ot

Figyelembe véve, hogy a sebesség id6 szerinti megvaltozasa a gyorsulas, itt az m
tomegii folyadék egy, a sebesség id6 szerinti derivaltjabol szarmazo a; lokdlis
gyorsuldssal és egy, a sebesség hely szerinti megvaltozasabol szarmazo6 Ggynevezett aj,
konvektiv gyorsuldssal rendelkezik,

G = ow(F(t)t) i = ow(F(he) oFle) 6.76)
or ' or or '

A konvektiv gyorsulast elemezve, a (6.76) kifejezés masodik tagjaban az els6
tényez0 a sebesség hely szerinti megvaltozasat, gradiensét, a masodik tényezd az m
tomeg helyzetvektoranak id6 szerinti megvéltozasat, oF(¢)/dt=v(F(r).z), a sebességét
jeloli. A fenti kifejezésben harom vektor szorzata szerepel, amelyet a kovetkezd
szabalyok szerint kell kiértékelni,

_ af(t)'m{g Gj;. (6.77)

U= ot or oF
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A nabla vektort ujra alkalmazva a kifejezés egészen egyszertinek tekinthetd

d =[“-%jﬁ:(a-v)a. (6.78)

A kijelolt miiveleteket részletesen elvégezve

iy = {(vxax 8, +vzéz)-(a—axax + 25 +§eﬂ 5, 6.79)

- ov ov o - vy vy Ovy
akzvx6—+v —+vza—=ex VXE-FV)}—-FVZ— +
(6.80)

ov ov ov 0 0 0
—~ v y y - A% A% A%
+ey[vxg+v —+vZ—J+eZ(vxa—xZ+vy—z+vza—zz .

Egyszeriibbnek tlinik a fenti miveletek elvégzése az aramvonalakhoz illesztett
természetes koordindta rendszerben, ahol az aramvonal érintdje és binormalisa
definidlja az dramlés érint sikjat, a normalisa (a gorbiileti kozépponttdl kifelé mutatd
vektor irannyal) pedig az érintd sikra merdleges normalis vektort (6.23. abra).

6.23. abra. Természetes koordinata rendszer egységvektorai
Ekkor a sebesség érint6 sikbeli €s az arra merdleges normalis iranytl komponenseire
v=ve; +v,e,, (6.81)

az dj = (9 . V)\7 konvektiv gyorsulast kiértékelve és a nabla vektort a fenti természetes
koordinata rendszerben alkalmazva
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0 - o .
V=—"0é¢,+—é,, 6.82
oz er on en ( )

a kovetkezo kifejezés adodik,
- O\ - ~ 0. 0. - ~
ag = (" 'V)" = (Vz'er + v,,e,,)- Eer +6_nen (Vz'er + Vnen)s (6.83)

amelyet részletesen kiértékelve a konvektiv gyorsulas érintdsikbeli és a normalis iranya
komponensei a kovetkezok lesznek,

ap=(-vy =v,ia+vnﬁﬁ, (6.84)
ot on
ahol
ap =aze; +a,e, = v,éﬁﬁ-vn% e, + VT%-H)"% e, . (6.85)
or on or on

Ezzel a sebesség 1d6 szerinti totalis derivaltja
P52, (6.86)
dt ot or

akar a Descartes x,y,z koordinata rendszerben, akar a természetes 7,n koordinata
rendszerekben kiértékelhetd.

Osszegezve, tehat az m tomegre hatd er6bdl egy lokalis és egy konvektiv gyorsulas
szarmazik,

= L o (. 0 ).
F =m(a, +ak)= m{5+(v 5]"} (6.87)

Az m tomeg mozgasanak leirdsa utan a folyadékelemre hato er6k komponenseit is
érdemes megvizsgalni. Az er6komponensek egyrészt a folyadék aramlasat eldidézo
nyomadsvaltozasbol erednek, masrészt egy aktiv gyorsitd erdbdl, pl. a folyadékelem
sulyerejébdl szarmaznak. A 6.24. abran lathatd dxdydz térfogatelemre a nyomas-
valtozasbol szarmaz6 y -iranyu er6komponens a Taylor sor felhasznalasaval, a belépd
feliileten és a kilépd feliileten hat6 erdk kiilonbségébdl
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dFp = pdxdz—[p+6—pdy]dxdz :—a—pdxdydz. (6.88)
’ oy y
AZ A
p+Pay
P |
Ly &

//

dz gl y
dx

dy

6.24. abra. Az elemi térfogat tdmegére hato erék
A nehézségi erébdl szarmazo erékomponens

dFy y = pgydxdydz , (6.89)

és ezzel az y -iranyu mozgasmennyiség megvaltozasa
Dy pddddvy dxdydz — L. dvdyd (6.90)
=m——= pdxdydz —— = xdydz ——— dxdydz . .
dt Vg T ey ey T N

(a) Az elemi térfogatra vonatkozo tomegmennyiség surlodasmentes aramlasara
vonatkozé mozgastérvény y -iranya komponense,

oL = pg L (6.91)

Az x-ésa z -iranyu valtozasokat hasonld mddon felirva és vektorialisan dsszegezve,

dl - dv . op
B _Fop_ 5 P 6.92
& P TP (6.92)

tovabba figyelembe véve a sebesség id6 szerinti totalis derivaltjanak (6.86) kifejezésbeli
alakjat, a surlodasmentesen aramlo kozeg elemi térfogatanak mozgastorvényét az Euler
egyenlet differencialis alakja irja le,
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pﬂ:p{a_%r(;.iﬂng_%, (6.93)
r

(D) A teljes terfogatra is kiértékelhetok az el6z6 er6k komponensei. A tomegre hatod
sulyerd

Fy = Iipng, (6.94)

a nyomasbol szarmazo nyomoerd

Fp=-}pdd=- a—’de. (6.95)
4 y 0

Az impulzus id6 szerinti megvaltozasabol szarmazo gyorsitd eré egyrészt a stlyerd,
masrészt a nyomasbol szarmazo nyomoerd kompenzalasaval a kovetkezd egyensulyi
egyenletre vezet

al  d, -\ = = =
— == (mV)=F=F,+F,. 6.96
di dt(mv) g P ( )

Az egyes erOkomponenseket az el6zd kifejezésekbdl behelyettesitve, és figyelembe

véve, hogy a tomeg a slirliségnek a térfogatra vett 6sszege, integralja,

m=[pdV, (6.97)
4

ahonnan a V' térfogatban 1évo, surlédasmentesen aramlé m tdmeg mozgastdrvényét az
Euler egyenlet integralis alakja adja

4 psav=(pgdv—ipdi=[pgav—[Lav. (6.98)
dt y v 4 % y or

06.5.2. Az energia-megmaradas torvenye, a Bernoulli egyenlet
Idedlis folyadék veszteségmentes aramlasa idében allandd sebességgel torténik.

Ekkor a mozgasmennyiséget reprezentald Euler egyenlet (6.93) differencidlis alakja a
kovetkezd kifejezésre egyszerisodik

av _0). . op
AN [ S R S 6.99
P p(v aF]v R = (6.99)
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Egy zart aramvonal két, A, P pontja kozotti utszakaszon vald elmozdulas
energiaigénye (6.25. dbra)

P o)L P o P28p -
jp(v-TJvdr: [pgdr— | =dr. (6.100)
A or R R or

6.25. abra. Elmozdulas egy aramvonal két pontja kozott

Feltéve, hogy az aramvonal A, P, pontjdban a sebességek v;, vy értékiiek, a fenti

kifejezés baloldalan a helyzetvektor szerinti derivalds ¢és integraldas formalisan
semlegesiti egymast, igy az a sebesség megvaltozasa szerinti integralashoz vezet,

P 1) v2 —y2
jp(a—)adf: [pvav=p—2—1, (6.101)

mig a jobboldal kiértékelésekor figyelembe véve a B, P pontok kdzti A, 7y
magassagkiilonbséget, valamint a p;, pp nyomaskiilonbséget, a kovetkezd kifejezés
adodik

B Py ko P ~

[pgdi—[—di=[pgdi—- [dp=—pg(hy—h)-(p2-p1). (6.102)
r

A A Iy 14

Ezzel az egységnyi térfogatban 1évé anyagmennyiségnek a B, P> pontok kozti idealis,
surlédasmentes elmozdulaskor az energiaigénye a kovetkezo

YY)
YT

pT=—p§(hz—h1)—(pz—p1), (6.103)

amely némi rendezés utan
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G it
p7+pghz+p2=p7+pgh1+p1 (6.104)

a Bernoulli egyenlethez vezet

52
p%+p§h+p=éll. (6.105)

Figyelembe véve, hogy idedlis, surlédasmentes aramlas esetén a V' térfogat m = pV’
anyagmennyisége nem valtozik, a fenti Osszefliggést a V' térfogattal megszorozva, az
energia-megmaradasi torvényhez vezet, ahol W,, = pVv?2 / 2 a mozgasi energia,
Wy, = pV g h ahelyzeti energia, mig W, = pV anyomasbol szarmazé energia tag.

6.5.3. A Venturi csé

Aramlo anyag sebességének, nyomasanak mérésére szolgal a keresztmetszet sziikitd
elem, a konfuzor (6.26. abra).
Stacionarius aramlas esetén (p =4all), egy vizszintes csOben elhelyezett sziikitd

elem segitségével végezve el a mérést, a mérési pontok azonos magassagban
helyezkednek el, /#; = 4y, mig az 1. szamu helyen a cs6 keresztmetszete A, az aramlo

folyadék sebessége v|, a nyomds pjp, a 2. szamu helyen a csd keresztmetszete Ay , az

aramlo folyadék sebessége vy, a nyomas pj .

6.26. dbra. A keresztmetszet sziikité elem

Az energiaegyensulyi egyenlet az 1. és a 2. szamu helyeken,

G it
p7+pghz+pz=p7+pgh1+p1, (6.106)

a tomegaram folytonossagara vonatkozo egyenlet a két helyen térfogatarammal
kifejezve
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9m = P4y, Gy =pv1d = pad;. (6.107)

A térfogatiramra vonatkozd egyenletbSl a v sebesség v =v) 4y /A . Az energia-
megmaradasi egyenletbdl az azonos magassagban 1év6 mérépontok nyomaskiilonbsége

-y 2
) A
=p—=4|1-|—* s 6.108
7 r (Al (6.108)

=2 =2
Y2

PI—pP2=p
és figyelembe véve, hogy pl. a 2. méréponton a térfogataram ¢, =vy A4y,

2 2
1 q A2
Ap=pi—pr=p—| | |1-|=]| | 6.109
P =Pl = P2 pz(Azj [AJ (6.109)

a térfogataram aranyos lesz a nyomaskiilonbség négyzetgyokével,

(6.110)

ahol C a mérésbol meghatarozott allando.

6.6. Valosagos folyadék mozgastorvénye, veszteségek
6.6.1. A viszkozitas

Amig idedlis folyadék, ill. gazrészecskék kozott nincs kolcsonhatds, a kozeg
sebessége egy keresztmetszetben allandonak tekinthetd, addig a valosagos folyadék,
kozeg aramlasa esetén az egymas melletti folyadékrétegek kozott a surlodas
kovetkeztében csuszas jon létre, a keresztmetszetben a sebesség nem lesz allando
(6.27. dbra), a cs6 fala mellett a sebesség nulla lesz, un. hatarréteg alakul ki.

A sebességvaltozas mértékedv, /dy, a folyadékrétegre haté surlodasi erd, a

sebességvaltozast 1étrehozo jellemzé a viszkozitas,

dvy 6.111)
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ahol 7 a dinamikai viszkozitas. A surlodas kovetkeztében az elemi folyadékrétegre

haté nyirder6 hatasara kialakuld 7 csusztatd-, nyird-fesziiltség (6.28. abra)
kovetkeztében a folyadékrétegek elcsusznak egymason,

F dvy N
rT=—=n——, |r|=1—%=1Pa, 6.112
1T FEs (6.112)

ahol a dinamikai viszkozitas és a csusztatd/nyirofesziiltség kozotti kapesolat

F T N m
- = , =]1——=1Pa-s. 6.113
=@ ]=1—— (6.113)
dy

I; : ( |: (

S R S e ] s s T
» \ hatd rrétegll"-.,

7y e P2 e T

6.27. dabra. 1dedlis és valosagos folyadék sebességprofilja

)
| L
| ——

X

6.28. dbra. A nyiréerd hatasara az elemi folyadékrétegek megestisznak egymason
6.6.2. Valosagos folyadékok osztdalyozasa

Valdsagos folyadékokat a viszkozitas szempontjabol osztalyozni lehet. Ha az aramlo
kozeg viszkozitasa kozel allando, n =all., a kdzeg Newtoni kozegnek, ha azonban a
viszkozitdas nem allandd, 7 #all., nem Newtoni kozegnek tekintheté az aramlo

folyadék. A legtobb aramld kozeg, folyadék idedlisan viszkdzusnak, Newtoni tipusunak
tekinthetd.
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Az é4ramlé folyadékok viszkozitasa fligghet az &ramlas sebességvaltozasatol,
(6.29. abra), a folyadékban kialakuldé nyomastdl (6.30. abra) és az aramld kozeg
hémérsékletétdl (6.31. abra).

Nem-newtoni folyadék

newtoni folyadék

6.29. abra. A viszkozitas és a deformacio6 sebességvaltozasanak kapcsolata

Ign gdz

Sfolyadék

I >lg p

6.30. abra. A viszkozitas és az araml6 kozeg nyomasa kozti kapcsolat

Solyadék

1 >T
6.31. abra. A viszkozitas és az araml6 kozeg hdmérséklete kozti kapcesolat
0.6.3. Newton-féle, idealisan viszkozus folyadék aramlasa

Idealisan viszkozus folyadékok aramlasanak elemzéséhez a sebesség hely-szerinti
valtozasat megengedve, de az id6beli valtozastol eltekintve, a ov(F,z)/ot =0 feltétellel

¢élve, a 6.32. abran lathatd R sugart csO, [ hosszisagu, p;, pp nyomaskiilonbségi
szakaszan azn viszkozitasu folyadék aramlik.
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P

6.32. abra. 1dealisan viszkozus folyadék aramlési képe

Az r sugart, dr szélességli cs6elem két végpontjan a py, pp nyomads-kiilonbségbdl
szarmazd Fp) = pirlz, Fpy = pypr?z erék killonbsége gyorsitja a folyadékréteg

aramlasat, mig az r» sugard csOelem palastjan a cstszosurlodasbol szarmazod
Fy=-n2rad 6v(r)/ or er6 lassitja. A gyorsito és fékez6 erék egyensulya

F

o1 = Fpy—Fs =0, (6.114)

és a fenti 0sszefiiggéseket részletesen kifejtve, a sebesség hely szerinti megvaltozasa

o(r) ov(r)  Apr
Aprim=-n2rad =— . 6.115
prog=Tner o’ or n2l ( )

A sugar szerinti integraldst elvégezve és az integralasi allandot a peremfeltételhez
illesztve (a henger palastjan a folyadékréteg aramlési sebessége nulla),

2 2 2
Wr)==22T" o yr=R)=0=-22 R o c_Bp R° (6.116)

+ - - B - >
n2l 2 n2l 2 n2l 2

a sebesség eloszlasat egy parabolikus gorbe irja le (6.33. abra)

B (p2 2
v(r)—m”(R r2). (6.117)

A sebesség maximalis értéke a hengeres cs6 tengelye mentén talalhato, értéke

Vimax = —— R2. (6.118)
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Ymax

6.33. abra. 1deélisan viszkézus folyadék aramlasi sebesség profilja parabolikus eloszlast

Az aramlas soran az egységnyi id6 alatt szallitott anyagmennyiség, a térfogataram,

av - R r2
qy =E=‘£ iovmax[l—EJZFﬂ'dr . (6119)

A kijelolt integralast elvégezve a térfogatiram a maximalis sebesség és a fél
keresztmetszet szorzata lesz

R
2 4 R2
r r V4
9y —Vmax27{7_4R2 j() = Vmax T, (6.120)

A sebesség atlagértéke pedig egyrészt a sebességnek a keresztmetszetre vett atlagértéke,
masrészt a térfogataram ¢€s a keresztmetszet hanyadosa,

(rlormdr = Ly = Tmax _ 2P g2 (6.121)
R

A Newton-féle idealisan viszkozus folyadék aramlasa kozben fellépd surlodas
kovetkeztében a csdvezetékben nyomasesés 1ép fel, amely a kozepes sebességgel, a csé
méretével €s a dinamikai viszkozitas ismeretében megadhatd

_nsl
ap =" (6.122)

A nyomaseséshez egy ‘veszteségi magassag’ h'=Ap/pg rendelhetd, amely a
nyomasesés figyelembe vételével a kovetkez6 alakban adhatd meg
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W :A_p:n_821v_k' (6.123)
Pg  R< pg

A csOvezeték sugara helyett az atmér6jét alkalmazva és bevezetve egy dimenzid
nélkiili mérdszamot, a Reynolds szamot

R _dvp 6.124
e
n

a veszteségi magassag a kovetkezd lesz

_m8lvi _m3Ave g n LR _ 641

h' - - .
R2 pg  d? pg dvypd2g R,d2g

(6.125)

A Newton-féle idealisan viszkozus folyadékok aramlasa soran fellépd, a viszkozitas
miatti  surlédasbol szarmazdé nyomasesést, majd a veszteségi magassagot
legkényelmesebb egy A csésurlodasi tényezdként megfogalmazni, ahol a csdsurlodasi
tényezd egyenes csdszakaszra

2= (6.126)

¢és ezzel a veszteségi magassag

2
woalt e (6.127)
d2g

06.6.4. A Reynolds szam értelmezése, lamindris és turbulens aramlas

A csbdvezetékekben 1évo kozeg aramlasat meghatarozo eréhatasok az impulzusbol
szarmazo6 er8hatas €s a srlodasi veszteség lesz. Ezen két er6hatas egy elemi szakaszon
egyrészt az aramlo folyadék mozgasat gyorsitd er6hatas, amely figyelembe véve, hogy a
keresztmetszet dimenzidja a tavolsag dimenzidjanak négyzetével aranyos

Fy =%(mv)=%(va)z pAVZ = p12y2 (6.128)

masrészt a folyadék aramlasat lassitdo, a viszkozitas hatasat reprezentald strlodasi
erbhatas, amely aranyos lesz a folyadék viszkozitasaval, a sebességével és egy
hosszisag dimenzidju taggal,
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d
Fo=nAZ~nlv. (6.129)
dr
A két erd, az aramlo folyadék mozgasat gyorsitd és az aramlast lassitd er6k hanyadosa

fr pve e g, (6.130)

éppen a Reynolds szam, amellyel jellemezhetd a folyadékaramlas laminaris és turbulens
tulajdonsaga.

Laminaris az aramlas, ha a sebességnek nincs az aramlas iranyara merdleges
komponense, mig az aramlas turbulens/orvényes lesz, ha az aramlas iranyara meréleges
sebességkomponens is fellép. Turbulens aramlasnél a folyadékrészecske forgdémozgast
is végez, (6.34. abra), ez a fogdmozgas a cirkulacioval, vagy ‘rotacioval’ jellemezhetd,

[, = Svgds;, ' =§vds. (6.131)
=1

1 A

Ha a /" cirkulacio nulla, a folyadék aramlésa drvénymentes.

6.34. dbra. Turbulens aramlasnal a palyagérbe érintdje iranyt sebességkomponens is van

A 6.35. abran lathatdé korpalyan v=c/r sebességgel mozgd folyadékrészecske
cirkulacidja az ABCDA zart gorbeszakaszra

I'=I'yp+Igc+Icp+Ipy. (6.132)
Minthogy az AB és a CD szakaszok mentén a sebességnek nincs érintd iranyt
komponense 17(/, 1 dr , a cirkulacid értéke nulla lesz,

B D
Iyp=[vy di=0, I'cp=-[v,-di=0. (6.133)
A C

A masik két szakaszra kiértékelve a cirkulacio értékét,
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C C
I'pc =vaspc =E¢Fz =cp, I'pg=-ViSps = _E(M =—cp, (6.134)

ahonnan a teljes zart gorbére a cirkulacio6 nulla, azaz az aramlas laminaris.

6.35. dbra. Folyadékrészecske cirkulacidja az ABCDA zart gorbére
A kovetkezokben egy parabolikus tipust v(r) = Vmax (1 —r2 / R2) sebességprofil

szakaszokra nulla értéket eredményez, mig az AB és a CD szakaszokra kiértékelve a
cirkulacio értékét,

T4 =vmaxs4s> Tcp =vr=R)scp =0, (6.135)
ahonnan a zart gorbére vett cirkulacio értéke

I =vpaxs4p #0 (6.136)
nem lesz nulla, azaz az aramlas turbulens.

D C

Yy

6.36. dbra. Turbulens aramlas cirkuléacidja
06.6.5. A Reynold kisérlet, surlodo folyadékok aramlasa
Reynold kisérlete szerint, egy aramld kozegbe szines folyadékot vegyitve

(6.37. dbra), laminaris dramlas esetén a kétféle folyadék az dramlas soran hosszan nem
keveredik, minthogy nincs az dramlas irdnyara merdleges sebességkomponens. Novelve
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azonban az aramlo kozeg sebességét, a kétféle folyadék keveredni fog, turbulenssé valik
az aramlas, ahogy az a 6.38. abran lathato.

v
_ ——

6.37. dbra. A Reynolds kisérlet

laminaris aramleds

turbulens cramlas

6.38. dbra. A laminaris és a turbulens aramlas aramvonalai
6.6.6. Csovezetékek veszteségei

Csdidomok, mint példaul konfuzor (sziikitd elem), diffazor (tagitd elem), kdnydk,
elagazas, keresztmetszet valtozas jellemzésére bevezetheté a cséelem & veszteségi
tényezdje,

le
5_43 (6.137)

amely rendszerint el6re, az idomhoz tartozé adatokkal egyiitt ismeretes. Igy meg lehet
adni, hogy milyen hosszi ‘egyenértékil’ cs6hossznak, egyenes csének felelne meg a
vizsgalt idom. Ezzel a kiilonbdz6 csOszakaszokbol, idomokbdl Osszeillesztett
csOvezeték veszteségi tényezdje a csOszakasznak ¢és idomdarabok veszteségi
magassagainak osszegeként meghatarozhato,

2 2
hr:zll.l_iiJrzgjv_J_ (6.138)
i di2g ;702
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A cs6vezetéken a ¢q, =vA4 térfogataram ataramoltatdsahoz a csdrendszer eleje és vége
kozott Ap nyomésesésre van sziikség. A csérendszer h'=Ap/pg veszteségi
magassaga ismeretében az aramlashoz sziikséges nyomasesés meghatarozhato

2/ 42 2
h/:A_P:gLM, Ap— g LPav (6.139)

pg d 2g d?2 42
6.7. Idealisan viszkozus folyadékok mozgastorvénye

6.7.1. A Navier-Stokes egyenlet

Nem viszkozus folyadékok mozgastorvényét, az impulzus-megmaradasi térvényét a
(6.96) Euler egyenlet irja le, amely az aramld folyadék elemi térfogatara hatd, a
nyomasvaltozasbol és a sulyerébdl szarmazo erdhatasokat veszi figyelembe. Ha
azonban a folyadék idedlisan viszkdzus, azaz newtoni tipusu az aramlo folyadék, a fenti
er6hatasok mellett a viszkozitdsbol szarmazd csusztatd és huzofesziiltségekbol
szarmazo surlodasi erét is figyelembe kell venni,

Fod_,® _F
dt

o~ Fe +F,+F. (6.140)

Az F s surlodasi erd meghatarozasdhoz a 6.39. dbran lathato dV = dxdydz
térfogatelemre hato huzo és cstsztatofesziiltségek vizsgalatara van sziikség.

AZ
dy

dz

Vy o M Y

&, L dx

X

6.39. dbra. Az elemi térfogatelem az x-iranyt sebességkomponenssel

Az x-iranyQl v, sebesség hatdsira az elemi térfogat x=0 helyen 1&v8 dydz
feliiletelemen egy o (x) huzofesziiltség, mig a dx koordinataval tavolabb 1év6 x + dx
helyen 1év6 dydz feliiletelemen egy o, (x + dx) huzofesziiltség keletkezik (6.40. abra).

Ez utobbi érték, mivel a dx tavolsag kicsi, Taylor sorral kozelithetd,



6. ARAMLASTAN 199

o (v +dx) = oy (x)+ 2% gy (6.141)

y's :
‘/x o p(x+dx)
6.40. dbra. Az elemi térfogat két szemkozti felilletén ébredd huzofesziiltségek

Az x-irany( sebességkomponens hatasara az elemi kocka négy oldalalapjan
csusztatofesziiltségek keletkeznek. Az y=0 és az y+dy koordinatdju helyeken

elhelyezkedd dzdx feliiletelemeken (6.41. abra) a csusztatofesziiltségek értéke Tyx (y),

és ugyancsak a Taylor sor alkalmazasaval

or
2y (6.142)
oy

z'yx(y + dY)z 7"yx(y)"'

6.41. abra. Az y és az y+dy feliileteken keletkezett x-irany0 csusztatofesziiltségek

Az x-irany sebességkomponens hatasara az elemi kocka z=0 és a z+dz
koordinatdji  helyeken elhelyezkedd dxdy  feliiletelemeken (6.42. dbra) a

csusztatofesziiltségek értéke 7, (z), és ugyancsak a Taylor sor alkalmazasaval

ooz +dz)=1.,(2)+ agzx dz . (6.143)

Z
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6.42. dabra. A z és a z+dz feliileteken keletkezett x-irany0 cstsztatofesziiltségek

A fenti huzo és csusztatofesziiltségek hatasara az idealisan viszkozus folyadék elemi
térfogatara hat6 surlodasi eré x -iranyu komponense

Fsx= [ax (x+dx)-oy (x)] dydz

(6.144)
+ [ryx (y + dy)— Tyx (y)]dzdx + [sz (z + dz)— rzx(z)] dxdy,
és a fenti kozelitéseket alkalmazva ez a surlddasi er6 a kovetkezd lesz,
or
Fy o =292 gvaydz + % dydzay + O72 dzavay (6.145)
’ Ox y oz

Figyelembe véve, hogy az elemi térfogat dV = dxdydz , a fenti kifejezés a kovetkezd

or
Fo o =|90x S Otax gy (6.146)
’ Ox oy oz

Minthogy idedlisan viszkdzus, newtoni folyadékokra az 7 viszkozitas allandonak

tekinthetd, igy az x-irdnyl sebességkomponens valtozasaval a huzd és a
csusztatofesziiltségek rendre a kovetkezo alakban adhatok meg,

Ovy Ovy vy
—_—, =n—-, =n—. 6 147
ox Myx =1 Y Mzx =7 oz ( )

Ox =1

amelyeket a surlodasi erd kifejezésébe helyettesitve

02v 02y 02y
F, .= X — X X gy, 6.148
- '{ n2 o2 J (6.148)
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és figyelembe véve, hogy a zardjelben a sebesség x -iranyu komponensének az egyes
koordinata iranyok szerinti masodik derivaltja szerepel, amelyet roviden a Laplace
operatorral lehet szimbolizalni, azaz

2v, N 02v, N 02v,
owZ  oy2 0z2

= Av,, (6.149)

¢s ezzel a viszkozitas hatasara keletkez6 strlodasi erd x -iranyu komponense
Fsxy=ndvdlV. (6.150)

A sebesség y - és z -irany( komponensei hatasara hasonld gondolatmenet alapjan a
surlodo erd y - és z -irdnyltl komponensei

Foy=nAvydV Fy,=nAv,dV . (6.151)

Az er6komponenseket vektoridlisan dsszegezve,

Fo=nAvdV (6.152)
a surlodasi erd egységnyi térfogatra a kdvetkezo lesz,

o

—=7nAv , 6.153

T (6.153)

amellyel a sGrlédasmentes, idealis folyadékok Euler egyenletét kiegészitve a newtoni
folyadékok viszkozus aramlasara vonatkoz6 mozgasmennyiségre vonatkozo térvényt, a
Navier-Stokes egyenletet adja,

& (v (o). . oo
—=p|—+|V-—|= ———+nav. 6.154
P p{@t (V a?ﬂ PE~ G IV (6.154)

6.7.2. A hatarréteg kialakulasa

Az idealisan viszkozus folyadékok aramlasanal érdemes megvizsgélni a folyadékot
szallitd cs6 fala mentén a hatarréteg (6.43. abra) kialakulasat. Természetes koordinata
rendszert alkalmazva a sugar irany tekintheté a normalis irdanynak, mig a cs6 palastja
definialja az érintdsikot.
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A hatarréteg aramlasat vizsgalva a sebesség normalis irdnyll komponense sokkal
kisebbnek tekinthetd, mint a fallal parhuzamos sebességkomponens, ugyanakkor a fallal
parhuzamos iranyu valtozas sokkal kisseb, mint a falra merdleges iranyu valtozas,

0 0
>>v,, —>>— 6.155
Vr Vn on o7 ( )

n I-—- ”
6.43. abra. A hatarréteg kialakulasa

Az idedlisan viszkozus folyadékok mozgasmennyiségére vonatkozo Navier-Stokes
egyenletben a stlyer6b6l szarmazd komponenst elhanyagolva, g=~0, tovabba a

hatarrétegben  Iétrejové  aramlast  stacionariusnak  tekintve, ojot=0, a

mozgasmennyiségre vonatozo (6.154) osszefiiggés egyszeriisodik. A mozgasmennyiség
érint6 iranyt komponense

ov, ov, op 02v, 02v;
2Ty T2 + + , 6.156
p[VT or ' on j or 77( o2 on? ( )

mig a normalis irany komponensben

ovy, ovy, op o2%v, 02%v,
— 4V, — |[=——+ + , 6.157
p(vr or ' an) on 7 or2  on? ( )

(6.155) kovetkeztében a bal oldalon 1évé mindkét tag és a jobb oldalon allé6 masodik tag
nullanak tekinthetd, igy a kapott

op
<Y 6.158
W (6.158)
kifejezés azt jelenti, hogy egy adott hengerpalast mentén, a hatarrétegen beliil és kiviil a
nyomas ugyanakkora lesz.
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A hatarrétegen kivill azonban a surlodas elhanyagolhato, 77 =0, ezért az aramlasnak
csak érint6 iranyl u=u e, sebességkomponense van, amely mozgdsmennyiségére
vonatkoz6 Euler egyenlet

Ouy op
—L == 6.159
p(uT 87) or ( )

Ismerve a hatarrétegen kiviil az aramlasi sebességet, a hatarréteg peremén a kétféle
aramlasi modellhez tartozd megoldas a nyomasvaltozason keresztill illeszthetd, a
(6.159) kifejezést (6.156) kifejezésbe helyettesitve, tovabba az egyes rétegekben az
aramlé kozeg stlirliségét azonosnak tekintve a folytonossagi egyenletet is figyelembe
véve a hatarrétegben a sebességeloszlas meghatarozhato,

ov; ov; Ou, 02v, 02y,

2 v, D | = pu, g 2 6.160
p(VT or ' 6nj Ptz or 77( or2  on? ( )
e,y (6.161)
or On

6.8. Feladatok

6.8.1. Feladat

Adja meg Kelvinben és Fahrenheit fokban a 45 CO hémérséklet értéket.
Megoldas

Tk =Tc +273=318K, Tp :9TC/5+32:113F0.
6.8.2. Feladat

Adja meg Kelvinben és Celsius fokban a 39,2 FO homérséklet értéket.
Megoldas

Te =5(TF —32)/9=4C0, Ty =Tc +273=277K..
6.8.3. Feladat

Hidrogéngaz 20atm nyomason —235C© hdémérsékleten cseppfolyodsithatd. Adja
meg ezt a hdmérsékletet Fahrenheit fokban és Kelvinben is.
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Megoldas
Ty =Tc +273=-235+273=38K, Tr =9T¢/5+32=-391F0.

6.8.4. Feladat

Hatarozza meg, mekkora a gazalland6ja annak a gaznak, amely 2g tomegének

0 C% hémérsékleten, 80 kPa nyomason a térfogata 1,5 liter.
Megoldas

A p/(m / V): RT  Osszefliggés alapjan a gazallando értéke R = pV/(mT),
R =219,7802 J/(kg-K) .

6.8.5. Feladat

4 g tomegl, 1atm nyomasu, 273 K hoémérsékletli hélium gaz nyomasa valtozatlan

térfogat mellett felére csokken. Hatarozza meg a gaz allapotvaltozas utani
hémérsékletét.

Megoldas

Minthogy a gaz tomege nem valtozik, az altalanos gaztorvény alkalmazasaval,
p"1/T = paVa /T, figyelembe véve, hogy a gaz térfogata allando V)=V, a
nyomasa pedig a felére csdkken pp=p;/2, igy az allapotvéaltozas utén a gaz
hémérséklete 7» =T7/2 =136,5000K lesz.

6.8.6. Feladat

64g tomegii levegd 3atm nyomason 30°C hOmérsékletrdl olyan hdmérsékletre
melegszik, amelyen a térfogata 35dm3 lesz. Hatirozza meg, mekkora volt a levegd
térfogata és mekkora hdmérsékletre melegedett, ha Rjeyeq5 =287 J/(kg-K) .

Megoldds

A gazélland¢ felhasznalasaval p;/ (m/ Vl): RTy az allapotvaltozas el6tt a levegd
térfogata 7} =mR7Tj/p; =18,6dm3. Minthogy az allapotvaltozas &llandé nyomason
zajlik, a levegd 0j hdmérséklete 7> =T}V, /1] =570,1613 K =297,1613 CO lesz.
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6.8.7. Feladat

20g tomegli, latm nyomast, 300K homérsékletli gaz nyomasa valtozatlan

térfogat mellett felére csokken. Hatarozza meg, mekkora volt a gaz stirlisége és mekkora
lesz a hémérséklete az allapotvaltozas utan, ha Rggz, =325 J/(kg-K).

Megoldas

Kiindulasi allapotban az altalanos gaztdrvénybdl pj/pp=RT a gz siriisége
p1 = p1/RT =105/(325-300) =1,0256kg/m3, az allapotvaltozas utani hémérséklete
pedig 75 =77/2=150K lesz.

6.8.8. Feladat

Egy idedlis gaz nyomasa 152bar, homérséklete 25C©, térfogata 10 liter .
Hatarozza meg a tartalyban 1év$ gaz tomegét és siirliségét, ha R =287J/(kg-K) .

Megoldas

A p/p=RT Osszefiiggés felhasznalasaval a gaz slrlisége p=p/RT,
p =17,7724 kg/m3 | a tomege pedig m = pV =17,7724-10-10-3 =0,1777kg..

6.8.9. Feladat

94g oxigén Satm nyomason 25C© homérsékletrdl olyan hdomérsékletre
melegszik, hogy a térfogata 20 dm3 lesz. Hatdrozza meg, mennyi volt a gaz térfogata
az allapotvaltozas el6tt ¢s mekkora lesz a hémérseklete, ha Rjyjgen =260 /(kg-K).

Megoldas

A kiindulési allapotban pVj/m = RoxigenT] Osszefliggés felhasznalasaval a gaz
kezdeti térfogata Vi =m- Royjgen T/ p1 = 0,0146 m3 =14,6 dm3 . Figyelembe véve,
hogy az allapotvaltozas allandé nyomason megy végbe, az altalanos gaztorvénybol
pVi/Ti = paVa /T, a gaz hémérséklete Tp =TjV, [V} =408,2192K =135,2192CO
lesz.
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6.8.10. Feladat

Hatarozza meg, mekkora volt annak az 50g tomegli gaznak a térfogata, amelyet

2,5atm nyomason 40C° hdémérsékletr6l olyan homérsékletre melegedett, hogy
térfogata 60 dm3 lesz, ha R =295J/(kg-K).

Megoldas
A gaztorvény alapjan a kiindulasi allapotban p;/p; = RT] Osszefliggésbdl a gaz
térfogata V; = mRTj/p; =0,05-295-(40+ 273)/(2,5 -105) =0,0185m3 = 18,5 liter.

6.8.11. Feladat

Hatarozza meg, mekkora lesz annak a 40g/dm3 siirtiségii, 20 CO hémérsékletii,
1,2 atm nyomast gaznak a hémérséklete, amely nyomasa valtozatlan térfogat mellett
L6 bar értékre valtozik, R =2921J/(kg-K).

Megoldds
Allandé térfogat mellett az altaldnos gaztorvényt alkalmazva T» =Tj py /p1 s
ahonnan 75 = (20+273)-(1,6-105 )/(1,2 -103) =390,6667K =117,6667CO .

6.8.12. Feladat

Hatarozza meg, mekkora lesz annak a 20 g, 4liter térfogata, 280 K hémérsékletii

gaznak a nyomasa, amely siirlisége valtozatlan térfogat mellett 0,8kg/m3 értékre
valtozik, R =2871J/(kg-K).

Megoldas
A p/p=RT osszefiiggés alapjan p, = ppRT», py =0,8-287-280 = 0,64288 atm .

6.8.13. Feladat
Hatarozza meg, mekkora hdmérsékletre melegszik 4,2atm nyomason a 85g
tomegii, 32 CO homérsékletii gaz, ha térfogata 18 dm3 lesz, R = 287 J/(kg-K).
Megoldas

A p/p=RT osszefiiggés alapjan T» = poVy /mR =309,8996K = 36,8996 CO .
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6.8.14. Feladat

Egy gaz nyomasa 12 bar , hdmérséklete 35 CO , térfogata 12 liter . Hatarozza meg a
tartalyban 1év6 gaz siirliségét és tomegét, ha R =260J/(kg-K) .

Megoldas

Felhaszndlva a p/p = RT Osszefliggést, a gaz stirlisége p =14,9850kg/m3 , témege
m=pV =14,9850-12-10-3 kg = 0,1798kg .

6.8.15. Feladat

Héliummal tolttt  500m3  térfogatd  1éggdomb nyomasa indulaskor latm,
hémérséklete 27 CO. Hatarozza meg, mennyi lesz a léggdmb térfogata olyan
magassagban, ahol a hdmérséklet —5 C©, a Iégnyomas pedig 0,5 atm .

Megoldas

Az 4altalanos gaztorvényt alkalmazva piV/T) = poVs /Ty, a léggdmb térfogata
Vo =VipiTa/ paTi = 500-1-(=5+273)/(0,5- (27 + 273)) = 893,3333m3 .

6.8.16. Feladat

10 liter nitrogéngazt 27 C° hémérsékleten, 1atm nyomason beletdltenek egy lires,
Sliter térfogata tartalyba. Hatarozza meg, mennyi lesz a gaz nyomasa, ha kdzben a

hémérséklete 17 CO értékre csokken.

Megoldas

Az 4ltalanos gaztorvény felhasznalasaval pVy /T = poVs [Th , az attdltés utan a gaz
nyomésa py = p1 V1/V2 T2 /Ty, pa =1,0345-106Pa =10,345atm lesz.

6.8.17. Feladat

Hatérozza meg, mekkora erdt fejt ki egy vizzel t6ltétt SO0cmx40cm alapteriiletd,
30cm magas akvarium a medence fenekére. Hatarozza meg, mekkora a nyomas a

medence fenekén, ha a viz stirlisége p =103 kg/m3 .
Megoldas

A viz térfogata V' =0,5-0,4-0,3 =0,0600 m3, a nyomoéerd a viztdmeg sulya,
F=G=mg=Vpg=0,06-103-9,81=588,6000N, a fenéken a nyomds az egységnyi
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feliletre hatd nyoméer, p=F/A=588,6000/(0,5- 0,4) =2943Pa, Onalléan is
szamithaté a vizoszlop magassagabol, p = pgh=103-9,81-0,3=2943Pa .

6.8.18. Feladat

Hatarozza meg, milyen magasan all a feliil zart tartdlyban az 5,2 kg/dm3 siiriiségii
folyadék, a folyadék felett 1350 Hgmm, mig a tartaly aljan 2,8 bar nyomas mérhet6 (a

higany stirisége ppy =13,6 kg/dm3).
Megoldas

A tartdly aljan mérhetd hidrosztatikai nyomds p, = p; + pgh alapjan a
folyadékoszlop magassaga / = (p2 -7l )/pg =1,9581m.

6.8.19. Feladat

Egy zart tartdlyban egymassal nem keveredd folyadék felett 1,2 bar nyomds van.
Hatarozza meg a tartdly aljan a nyomas értékét, ha a fels6 folyadékréteg magassaga
2,2 m, siirisége 0,880kg/dm3 | az alsé réteg magassaga 2.8 m , stirtisége 1,2kg/dm3.

Megoldas

A tartaly aljan a nyomas az egyes hidrosztatikai nyomasok 0Osszege, azaz
P =Dy + prght + paghy =1,2:105 +(0,88-103-2,2+1,2-103 - 2,8)-9.81=1,7195 bar .

6.8.20. Feladat

Hatérozza meg, mekkora nyomast fejt ki a 280cm magas, Skg/dm3 siirliségii
folyadék a feliil nyitott tartaly aljara, ha a kiils6 1égnyomas 1atm.

Megoldas

A tartaly aljan a nyomas a hidrosztatikai nyomas és a kiilsé 1égnyomas Osszege,
p=po+pgh=105+28-5-103 =114000Pa =1,14000 bar .

6.8.21. Feladat

Hatarozza meg, mekkora sebességgel kezd kiaramlani egy 1,2 m magas, feliil nyitott
tartaly aljan a benne 1évo folyadék.

Megoldas

A hidrosztatikai nyomasbol a sebesség v =4/2gh =4/2-9,81-1,2 =4,8522 m/s .
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6.8.22. Feladat

Hatarozza meg, hanyszorosara valtozik a 3m magas tartalybol kidramlo folyadék
sebessége, ha a folyadékoszlop magassaga a felére csokken.

Megoldas

A hidrosztatikai nyomds ¢&s sebesség pgh= pv2/2 kapcsolata alapjan a

sebességvaltozds mértéke vy /vy = Jgh/2)/(2gh) = 1/\/5 =0,707 .
6.8.23. Feladat

Hatarozza meg, hanyszorosara valtozik a 9 m magas tartalybol kiaramlé folyadék
sebessége, ha a folyadékoszlop magassaga a harmadara csokken.

Megoldas

A hidrosztatikai nyomds ¢&s sebesség pgh= pv2/2 kapcsolata alapjan a

sebességvaltozas mértéke vy 3 /vy = 4/(2gh/3)/(2gh) = 1/\/5 =0,5774.
6.8.24. Feladat

Egy 25cm élhosszisagn fa kocka stirtisége 520kg/m3 . Hatarozza meg, milyen
mélyen meriil a folyadékba, ha annak siirtisége 920 kg/m3 .
Megoldas

A kocka sulyereje egyensulyt tart a hidrosztatikai felhajté  erdvel,
Phocka8a> = pfolygazx , ahonnan x =0,25-520/920=0,1413m =14,13cm.

6.8.25. Feladat

10 km magassagban a légnyomas 210Hgmm, a repiilégép belsejében a 1égnyomas
760 Hgmm. Hatarozza meg, mekkora eré hat a repiilégép 50 x50 cm?2 méretii ablakara
a légnyomaskiilonbség miatt, ha a higany stirtisége 13,6 kg/dm3 .

Megoldas

A nyomaskiilonbség Ap = pgAh=13,6-103-9,81-(0,076 - 0,021)=7,3379-103 Pa ,
az ablakra haté nyoméeré F =Ap-A=7,3379-103-50-50-10~4 =1,8345-103 N .
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6.8.26. Feladat

Hatérozza meg, milyen magasan all a feliil zart tartalyban a 6,4 kg/dm3 siir(iségii
folyadék, ha a folyadék felett 960 Hgmm, mig a tartaly aljan 2,2 bar nyomas mérhet6

(a higany stirtisége 13,6 kg/dm3).
Megolddas

A tartaly aljan mért nyomas a folyadékoszlop hidrosztatikai nyomasa és a felette
1év6 nyomas 0Osszege, po =pgh+ p;, ahonnan a folyadékoszlop magassiga

h=(py—p1)/pg =1,4641m.
6.8.27. Feladat

Egy feliil zart tartdlyban a folyadék felett 1,2bar nyomas van. Hatarozza meg,
milyen magasan all a 6,8kg/dm3 siiriiségii folyadék a tartalyban, ha a tartaly aljat
négyzetcentiméterenként 34,6 N erd nyomja.

Megoldas

A tartily aljan fellépé py =F/A=34,6N/cm? =34,6-104 N/m?2 nyomést a
tartalyban 1év6 folyadék hidrosztatikai nyomasa és a felette levd nyomas hozza létre,
pr=pgh+p, ahonnan a folyadék magassaga h= (p2 4 )/ P,

h=(36-12)-105/(6,8-1039.81)=3,5978 m.
6.8.28. Feladat

Azonos folyadékot tartalmazd, egy feliil nyitott és egy feliill zart tartaly aljat
1220Hgmm kitérést mutatd higanyos U-csdves manométer kot dssze. Hatdrozza meg a
két tartdlyban 1évé 3,2kg/dm?3 siiriiségii folyadékoszlopok magassagkiilonbségét, ha a
zart tartalyban a nyomas l4bar, és a kiils6 légnyomas latm (a higany siirisége
13,6 kg/dm3).

Megoldas

A zart és a nyitott tartdly nyomaskiilonbsége a manométer Kkitérése, azaz
(p1 + pgh )~ (p2 + pehy) = Prgghrig, ahonnan  Ah= [pHgthg ~(p2-p )] / P8
A=y —hy =(13.6-103-9.811,220— (14105 105 ))/(3.2103 -9,.81)=3.9108m .
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6.8.29. Feladat

Egy viztartaly oldalan, a viz felszinétél 2,5m mélyen egy 3mm atmérdji lyuk
talalhat6, amelyen at viz folyik ki a szabadba. Hatarozza meg, hany m3 viz tivozik
oranként, a viz stirtisége 1kg/dm3 .

Megoldas

A tavozo folyadék térfogatdrama g, = Av = d27r/4 v =0,0032 -7r/4 -4/2:9,81-2,5,
gy =4,9505-10-> m3/s = 0,1782m3/h .

6.8.30. Feladat

Egy 4cm belsé atmérdjli csében viz aramlik. A csé 1,2 cm bels6 atmérére sziikiil

Ossze, ahol a viz atlagos sebessége 8 m/s . Hatdrozza meg a csé vastagabb részén a
vizaram sebességét.

Megoldas

A térfogataram folytonossdgabol a keresett sebesség v| = v2r22 / rl2 =0,7200m/s .

6.8.31. Feladat

Egy 20cm/s sebességgel vért szallito ér atméréje 0,5cm. Az ér két 0,3cm

atmérdji érré agazik szét. Hatarozza meg, mekkora a véraram sebessége ezekben az
erekben.

Megoldas

A 05cm atmérdjii és keresztmetszete Aj =r2z= (0,5/2)27r =0,1963cm?2, a

03cm &tmérdjii ér keresztmetszete Ay =(d/2) 7 =(0,3/2)>7 =0,0707cm2. A
térfogataram folytonossagabol A4y = 2(A2v2) , ahonnan az ér szétdgazdsa utdn a
véraram sebessége v, = (Alvl )/ (2A2): 27,7778 cm/s .

6.8.32. Feladat
Egy viztartaly aljabol egy 1cm? keresztmetszetii résen at folyik ki a viz. Hatarozza

meg, hany liter viz tdvozik oranként, ha a tartdlyban 12m magasan all a viz. A viz
stirtisége 1kg/dm3 .
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Megoldas

A térfogataram ¢, = A4/2gh =0,0015m3/s =5,5239 m3/h .
6.8.33. Feladat

Egy 30mm &tmérdjii csében 4m3 viz dramlik 6ranként. A csévezeték két 20 mm
atmér6jli csore agazik szét, amelybdl az egyikben a viz sebessége 2,1 m/s. Hatarozza
meg, mekkora a viz sebessége a masik csében.

Megoldas

A be ¢és kidramlo térfogatiram egyenlOségébdl bedramld térfogataram
Gype =4m3 / h =4/3600=0,0011m3 / s, az elsd csovon kidramld kozeg térfogatdrama

Goiil = Av] = d27z/4-v] =0,0227/4-21=6,5973-104 m3/s, a masodik csovon
kiaramlo ~ folyadék  térfogatdrama  q,x2 = Gype — dukil = 0,0011—6,5973-10~4
Gukiz =4,4027-10~4 m3/s, ahonnan a folyadék sebessége vy =g, 40/ 4 =1,4014m3/s.

6.8.34. Feladat

Vizszintes sikban 1évé csérendszer Aj =25cm?2  keresztmetszetii darabja

Ay =20cm? keresztmetszetii részhez csatlakozik, amelybdl a viz kifolyhat a szabadba,

( po =1atm). Hatdrozza meg, mekkora nyomas sziikséges az elsé csében ahhoz, hogy a
viz a méasodik cs8bdl vy =5m/s sebességgel ramoljon ki ( p,,, =103 kg/m3).
Megolddas
A térfogataram folytonossagabol Ayv) = Aovy az elsd csében a viz sebessége
v =(4vy)/ 4 =(20-104-5)/(25.104)=4mss. Az dramlo folyadék mozgisi

crer

vald6  kidramladshoz az els6 cs6ben a nyomds p;=pg+ p(v% —vl2 )/ 2,

p1 =105 +103 (52 —42)/2 = 104500 Pa = 1,04500atm .

6.8.35. Feladat

Hatarozza meg, mekkora sebességgel kezd kiaramlani a folyadék a feliil nyitott
45cm magas tartalybol, ha a kifolyo nyilas a tartaly aljan helyezkedik el.
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Megoldas
A folyadék energiaegyensulyi egyenletébdl (Bernoulli egyenlet) pgh = pv2 /2, a

kidramlé folyadék kezddsebessége v =4/2gh =2,9714 m/s .

6.8.36. Feladat

Egy tartalyon 1év0 nyilason a viz 8,2m/s sebességgel aramlik ki. Hatdrozza meg,
mekkora lesz a 23 cm -rel magasabban 1év6 nyilason a viz aramlasi sebessége.

Megoldas
A folyadék energiaegyensulyi egyenletébdl (Bernoulli egyenlet) pghy = pvl2 /2 az

els6 esetben a vizoszlop magassaga /iy = v12 / 2g, a masodik nyilasnal a folyadékoszlop

magassaga hy = hj — 0,23, és sebessége vy = \/2g(v12/2g - 0,23) =7,9201m/s lesz.

6.8.37. Feladat

Egy 30mm belsé atmér6jii csében 0,25 bar nyomas mellett viz aramlik 1,4 m/s
sebességgel. Hatarozza meg, mekkora lesz a viz sebessége és nyomasa a csovon 1évo
25mm atméréji sziikiiletben, ha a viz stirisége 1kg/dm3 .

Megoldas

A térfogatarambol a sziikiiletben a folyadék sebessége vy = A4jv)/ 4y =2,0160m/s .
Az energiaegyensulyi egyenletb6l a sziikiileti nyomas p, = ,o(vl2 - v% )/ 2+ p
P2 =0,25-105 +1000- (1.42 = 2,0162 /2 = 2,3948-104 Pa = 0,23948 bar .

6.8.38. Feladat

Egy vizszintes, 25mm atmérdji csévezetékben a viz aramlik 1,3 m/s sebességgel,
itt a nyomas 0,2 atm . Hatarozza meg, mekkora lesz a viz sebessége és a csében a

nyomas, ha a csévezeték 35mm atméréjiire boviil. A viz stirtisége 1kg/dm3 .

Megoldas
A térfogataram folytonossagabol vi4; =vp 4o a masodik csészakaszban a folyadék
sebessége vy =v| 41/4p =0,6633m/s. Az aramlé folyadék energiaegyensulyabol
(Bernoulli egyenlet) pv12/2 +p1= pv%/Z + py anyomés p, = 2,0625-104 Pa.
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6.8.39. Feladat

Egy 30cm atmérdjii kémény aljdn 15m/s sebességgel 4ramlik a 0,06 kg/m3
striségii fiistgaz. Hatarozza meg a fiist sebességét a 2,8 m magas kémény tetején.
Megoldas

A kémény aljan 1évo flistgdz mozgasi energidja fedezi a kéményben fellépd
hidrosztatikai nyomast ¢és a kémény tetején a fiistgdz mozgasi energidjat,
p1v12 / 2= p2v% / 2+ p1gh . A tomegaram pjviA=prvpA folytonossdgara vonatkozd
Osszefliiggésb6l a kémény tetején a gaz siriségének parametrikus Kkifejezése
pr=pvi/va, amelyet az el6z6 mozgasegyenletbe helyettesitve a kapott
pl"12 /2— p1gh=pvva /2  Osszefliggésbdl a kémény tetején a gaz sebessége
vy =v; —2gh/v| =15-2-981-2,8/15=11,3376 m/s .

6.8.40. Feladat

Egy 45cm atméréjii kémény tetején 5,2m/s sebességgel aramlik ki a 0,08 kg/m3
striiségti fiistgdz. Hatarozza meg, mekkora volt a fiist sebessége a 3,2m magas
kémény aljan.

Megoldas

A tomegéaram folytonossagabol a kémény aljan a fiistgaz stirlisége p; = povo /vi . A
kémény aljan a fiistgdz mozgasi energidja fedezi a kéményben fellépd hidrosztatikai
nyomast €s a kémény tetején a flistgdz mozgasi energiajat, P1V12 / 2= pzv% / 2+ pogh,
ahonnan a kémény aljan a fiistgaz sebessége v| = vy +2gh/vy =17,2738 m/s .
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A hétan 6sszefoglaldo név a termodinamikai folyamatok és a hoatvitel formainak
elemzését foglalja Ossze. A termodinamikai folyamatok vizsgalata a miiszaki fizika
mobdszereinek megfeleléen nem az elemi anyagrészecskék (molekuldk, atomok)
viselkedését elemzi, hanem véges nagysagu/térfogatt anyag makroszkopikus
jellemzdinek, mint pl. térfogat, homérséklet, nyomds, energiadtalakulas hotani
viselkedését vizsgalja.

A hétan két nagy fejezetre oszlik, az egyik a termodinamika, amely a hdtani
folyamatok elemzésével, leirasaval foglalkozik, a masik a hdatvitel, amely a hdenergia
atadasara vonatkozo problémakat, eljarasokat vizsgalja és oldja meg.

7.1. Termodinamikai alapfogalmak
7.1.1. A hémérséklet és homérsékleti skalak

A homeérséklet a hideg meleg érzet fokmérdje. A hémérsékletet hdmérdvel szokas
mérni. A hémérék kiilonbozo fajtai ismeretesek, a mérendé hémérséklet nagysagatol
fliggden fémek, folyadékok, gazok hdétagulasan, elektromos ellendllds valtozasan
alapulé homérdket, infrasugarzo és optikai elven miikodé homérdket szokas alkalmazni.
A gyakorlatban haromféle homérsékleti skala, a Celsius-skala, a Fahrenheit-skala,
valamint a Kelvin-skala van forgalomban, 7.1. dbra.

Celsius Fahrenheit Kelvin
100°C 212°F 373,160 K
0°C 32°F 273,16 K
-32°C 0°F
-40'C -40°F
0K

7.1. dbra. Kapcsolat a Celsius, a Fahrenheit és a Kelvin hémérsékleti skalak kozott

A Celsius-skalan mért homérséklet ismeretében a hémérséklet Fahrenheit értéke, és
Fahrenheit-skalan mért hémérséklet Celsius-fokban a kovetkezd Osszefliggés szerint
adhat6 meg,
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TF=%TC+32, TC=§(TF-32). (7.1)

A Celsius-skala és a Kelvin-skala hdmérsékleti értékei kozott a kapcsolatot a kovetkezo
Osszefiiggéssel fejezheto ki,

Tx =Tc +27316, Tc =Tk —273,16. (7.2)
7.1.2. A hétagulas

A hémérséklet valtozasanak hatasara a testek mérete megvaltozik, linearis és
térfogati hotagulas jon létre.
(a) Linearis hétagulas esetén, a 77 hémérsékleten / hosszasagu, elhanyagolhato

keresztmetszetil, a << 1% test hossza T> hoémérsékleten Al értékkel megvaltozik,
7.2. dbra.

7.2. abra. Hosszvaltozas linedris hétagulas esetén

Kis homérsékletvaltozas esetén AT =T, —T] << 17, a hosszvaltozas mértéke Taylor

sorral valé kozelités alkalmazasaval a kovetkezd alakban adhaté meg,
Al =1(R})-dl/dT - AT . Bevezetve a a =dl/dT linedris hétaguldsi egyiitthatot, a test

hossza T, hémérsékleten a kdvetkezd lesz,
I(1y)=1(1y)+ Al =1(17)+ (T} )j—;AT =1(77)(1+ aAT). (7.3)

(b) Térfogati (kébs) hétagulasndl a Ty hémérsékletii test V(T}) térfogata AV
térfogattal megvaltozik, mikozben a test homérséklete 7> értékre no, 7.3. dbra.

Ugyancsak kis homérsékletvaltozast feltételezve, AT =T, — 11 <<1; és a Taylor
sorral valo kozelitést alkalmazva a térfogatvaltozas mértéke AV = V(Tl) dv/dT - AT .
Bevezetve a S =dV/dT kobos hdtagulasi egyiitthatér, a test térfogata T
hémérsékleten a kovetkez6 lesz,
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V(n)=v(n)+av =v(R)+v(nG )Z—;AT =v()(1+ pAT). (7.4)

4

7.3. dbra. Térfogat valtozas kobds hotagulas esetén

(c) Figyelembe véve, hogy a térfogat a hossz harmadik hatvanyaval fejezhetd ki,
kapcsolat teremthet6 a linearis és a k6bos hotagulasi egyiitthatok kozatt,

V(ry)=13(1y) = B(1) (1 + aATP = 3(1y) (1 + 3aAT + 3a2AT2 + o3AT3),  (1.5)

kis hoémérsékleti valtozast feltételezve a masodfoktt és harmadfoka tagok
elhanyagolasaval

V(15)=B3(1)(1+3aAT) =V (1) (1 + SAT), (7.6)

a kobos hotagulasi egyiitthatd kozelithetdé a linedris hotagulasi egylitthatd
haromszorosaval,

p=3a. (7.7)
7.1.3. Fajterfogat, moltérfogat

(a) Az atlagos fajlagos térfogat a fajtérfogat, amely a V térfogat és az m tomeg
aranya, azaz

v {m—ﬂ (7.8)
m

az atlagos fajlagos siiriiség pedig az egységnyi térfogatban helyet foglald tomeg, azaz

—_m | kg
p=7 Lﬁ] (7.9)

A fenti mennyiségek globalis valtozoként ismeretesek, mig lokalis valtozd a fajlagos
terfogat és a fajlagos stiriiség, amely a dV térfogatban elhelyezked6 dm
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anyagmennyiséget mutatja, azaz a geometriai tér egy pontjaban az dV térfogatban 1évo
anyagmennyiséget ill. a dm anyagmennyiség térfogatat jellemzi,

3
po &V m2) o _dm kg | (7.10)
am’ | ke av’ [m3

(b) A moltérfogat extenziv allapotjelzéként alkalmazott valtozd, amely az anyag V
térfogataban elhelyezkedd molekuldk szamat jelzi, azaz az m tomegli, M molaris
tomegli kozegben N =m/M molekula helyezkedik el, ahonnan a méltérfogat

4 m3
v, gt , 7.11
mol = m/M {kmol} (7.11)

7.1.4. A termodinamikai rendszer

A termodinamikai rendszert egy makroszkopikus objektumként szokas tekinteni
(7.4. dbra), amelyet a vizsgalt objektum tomegével, térfogatdval, nyomasaval,
hémérsékletével, energidjaval, energia aramlasaval ¢és tomegmozgasaval szokas
jellemezni.

o Zart termodinamikai rendszer esetén a zart feliilettel hatarolt, véges mennyiségii
anyag/kdzeg termodinamikai vizsgalatara kertl sor;

o Nyitott termodinamikai rendszer esetén véges nagysagu, meghatarozott térrész
termodinamikai vizsgalata torténik;

e A termodinamikai rendszert a kornyezetétdl elvalaszto fal zart rendszer esetén a
vizsgélt anyag szamara athatolhatatlan, mig nyitott termodinamikai rendszer
vizsgalata sordn az anyag szamara athatolhato;

o A termodinamikai rendszer és kornyezete kozott a termodinamikai rendszer
falan keresztiil h6hatas formajaban energiacsere zajlik.

kdrnyezet

fal

7.4. abra. A termodinamikai rendszer és kornyezete kozti kapcsolat
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A termodinamikai rendszer allapota a rendszer mérhetd paramétereivel azonosithato;
ezek a jellemzok a termodinamikai rendszer allapotjelz6i, amelyek lehetnek
intenziv/belsd, ill. extenziv/kiilsé allapotjelzék. Intenziv allapotjelzdk, pl. a p nyomas
és a T homérséklet, mig extenziv allapotjelzok, pl. az m tomeg, a V' térfogat, a
rendszer U belsé energidja, H entalpidja és S entropiaja.

A termodinamikai rendszer allapotvaltozasai létrejohetnek:

o Allando térfogat mellett, (V = dll), ekkor izochor folyamat zajlik le;
e Alland6 nyomas mellet, ( p=all ), ekkor izobar a lezajlo folyamat;
o Allando hémérsékleten, (T =dll), ekkor izotermikus a termodinamikai

folyamat;

e Ha a termodinamikai rendszer és kormyezete kozott nincs hdatadas, (Q = dil),
akkor adiabatikus a termodinamikai rendszerben lezajlo folyamat;

e Ha a termodinamikai rendszer allapotvaltozasa soran a rendszer entropidja nem
valtozik, dS =0, izotrépikusnak tekinthetd;

e  Politropikus a termodinamikai folyamat, ha a termodinamikai rendszer és
kornyezete kozotti hdcsere nagyon kicsi, de nem elhanyagolhatd, azaz a
termodinamikai rendszer se nem izotermikus, se nem adiabatikus.

7.1.5. A termodinamikai rendszer egyensuilya
Egy magara hagyott, a kiilsé kornyezettdl elszigetelt zart rendszerben, mint pl. a

mechanikai, kémiai és termodinamikai rendszerekben, tobbféle egyensulyi allapot
figyelhet6 meg igy, mint stabilis, metastabil és labilis egyensulyi allapotok, 7.5. dbra.

stabilis metastabil labilis

egyensulyi allapot

7.5. abra. Tipikus egyenstlyi allapotok

Stabilis az egyensulyi allapot, ha a rendszer energidja minimalis; metastabil
allapotban a rendszer lokalisan minimalis energiaszinten helyezkedik el, ez azonban
nem az abszolut minimum szintet jeloli; labilis az energiaegyensulyi allapot ha a
rendszer maximalis energia-befektetést igényel.

(a) A termodinamika ‘nulladik’ fotétele a termikus egyenstlyra vonatkozik. Ez
szerint a magara hagyott, zart termodinamikai rendszerben a geometriai tér pontjaiban
1év6 nyomads- és homérséklet-kiilonbség lassan kiegyenlitddik, és amikor tovabbi
nyomads- és hoéfokvaltozas mar nem figyelhetd meg, a rendszer termikus egyensulyba
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keriil. Az egyensulyi allapot kialakuldsdhoz a termodinamikai rendszer intenziv
allapotjelzdi stabilis allapotba keriilnek.

Ha két, az 4 és a B termodinamikai rendszerek kozOtt a termodinamikai
kolcsonhatas kovetkeztében termodinamikai egyensuly alakul ki, tovabba, ha a B
rendszer termodinamikai egyenstlyban van a C rendszerrel, akkor termodinamikai
egyensuly van az 4 ésa C rendszer kozott is, 7.6. dbra.

akkor L /B)

7.6. abra. A termodinamikai rendszerek kozti egyenstilyra vonatkozo ‘nulladik’ f6tétel
7.1.6. A (fizikai) munka

Ha egy T =dll hémérsékleti, p nyomdasu, V' térfogati hengerben (7.7. dbra) a

dugattyt az F erb hatasara ds tavolsagon elmozdul, munkavégzés jon 1étre.

7.7. abra. A fizikai munka

A dugattyt ds elmozdulasa soran létrejott dW munkavégzés, figyelembe véve, hogy
azerbaz A feliiletre hato p nyomassal kifejezhetd,

dW =F -ds = pA-ds = pdV , (7.12)

mikdzben dugattyt térfogata V] értékrdl Vp értékre valtozik, (7.8. dbra), a teljes
munkavégzeés, a fizikai munka

14}
W= [pav, (7.13)
"
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amely pozitiv értékii, ha a rendszer végzi a munkat a kdrnyezetén és negativ értéki, ha a
rendszeren végez munkat annak kornyezete. A munka nem allapotjelzo.

P

Vi V2
7.8. dbra. A rendszer éltal végzett (fizikai) munka

A termodinamikai rendszerekben a munkavégzés nem hatarozhaté meg a kezdd és
végallapotok ismeretében. Feltéve, hogy a termodinamikai rendszer az (1) egyensulyi
allapotbol a (2) egyensulyi allapotba keriil egymastol eltéré folyamat soran, a két
folyamatot a 7.9. abran az I, ill. a Il gorbe jelzi. A két folyamatgorbe alatti teriilet, a
két folyamat sordn kiilonboz6 lesz a munkavégzés,

p2,V2 P2,V

[pdV = [pdV. (7.14)
J2N40 J2R4
) ()
p
L I
I 2
I/

7.9. abra. A munkavégzés nem hatarozhaté meg a kezd6 és a végallapot ismeretében
7.1.7. A héenergia, hdmennyiség

Ha két, egy hidegebb és egy melegebb rendszer érintkezik egymassal, a kozds
feliileten hdmennyiség, hdenergia aramlasa jon létre a két rendszer kozott az allandosult
allapot bealltdig, azaz a két rendszer kozott termodinamikai egyensuly alakul ki; a
melegebb rendszer lehiil, mikdzben a hidegebb rendszer felmelegszik. A hdéenergia
aramlasa tomegéaram nélkiil is értelmezett. A kozolt vagy elvont hdmennyiség azonban
nem allapotjelz6, mivel a két egyenstlyi allapot kzott szamtalan uton el lehet jutni.
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(a) Valamely termodinamikai rendszer m tomegének homérsékletének d7 értékkel
vald megvaltoztatisdhoz dQ hémennyiségre van sziikség,

dQ=cmdr, [1], [cal], 1cal=4,1847, (7.15)

ahol ¢ arendszer atlagos fajhdje

_1do
=22, [1/kgco]. (7.16)

A fajhé hoémérséklet-fiiggését a 7.10. abra mutatja. A viz fajhdje allandonak
tekintve ¢, o =4,2 kI/(kgK).

c(T)

T
7.10. abra. A fajhé hémérsékletfiiggése

(b) Anyagok melegitése soran fazisdtalakuldsok jonnek létre, pl. a jégbdl viz, a
forrasponton 1évo vizbdl goz keletkezik. A fazisatmenethez sziikséges hémennyiség az
L latens ho, (7.11. abra). Az m tomeg fazisatalakulasahoz sziikséges homennyiség

O=mL. (7.17)

URY
100% _/_/
0 jég viz 2oz 1)

L-ldtens ho

7.11. abra. A fazisatmenethez sziikséges latens ho fogalma
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Viz esetében a 0 CO hémérsékleten, 105 Pa nyomason a viz olvadasi/fagyasi latens
héje Ly =333,6kJ/kg, mig 100CO hémersekleten ¢s 105 Pa nyomason a viz

parolgasi/lecsapodasi latens héje L, =2256 kl/kg .

7.1.8. A belsé energia

A termodinamikai rendszerben 1évé anyag részecskéinek (atomok, molekulak)
rendezetlen mozgasabol szarmazo kinetikus és potencialis energia a termodinamikai
rendszer egyensulyi allapotaban is megmarad. Ezt az energiat a rendszer U, [J ], [cal] ,
belsé energidjaként vezetve be, extenziv allapotjelzéként szolgal.

Az allapotjelzd csak allapotjelz6tdl fiigghet, igy a termodinamikai rendszer U bels6
energiaja a rendszer 7 homérsékletétol, a p nyomasatdl és a vizsgalt V' térfogattol,
mint allapotjelzéktodl fiigghet,

Ulp,V.T). (7.18)
7.1.9. Reverzibilis, irreverzibilis folyamatok

Ha a termodinamikai rendszer két allapota kozott a befektetett energia
visszanyerhetd, az eldz6 allapot visszaallithato, az 4allapotvaltozasi folyamat
reverzibilisnek (termodinamikai folyamat megfordithatonak) tekinthetd, ha azonban a
termodinamikai rendszer két allapota kozott befektetett energia nem nyerhetd vissza, az
el6z6 allapot visszaallitasahoz tovabbi energia-befektetés sziikséges, az allapotvaltozasi
folyamat irreverzibilis (a termodinamikai folyamat megfordithatatlan).

7.2. A termodinamika I. fotétele

A termodinamika 1. fOtétele az 4altalanos energiamegmaradasi torvénynek a
termodinamikai rendszerekre vald alkalmazasaval kimondja, hogy a rendszerrel k6zolt
O hoenergia fedezi, egyrészt a rendszer dU belsé energidjanak megvaltozasat,

masrészt a rendszer altal a kornyezeten végzett W (fizikai) munkat, (7.12. dbra),
AU=0-W. (7.19)

Meg kell jegyezni, hogy a termodinamikai rendszerben felhalmozott belsé energia
AU megvaltozasa hatarozhatdo meg, nem pedig a rendszerben felhalmozott teljes belsé
energia nagysaga.

Az energiaaramlas iranyanak megfeleléen:

e a (O hoéenergia pozitiv, ha a rendszerrel hokozlés torténik és negativ, ha
héelvonasra keriil sor;



224 7. HOTAN

e a W (fizikai) munka pozitiv, ha a rendszer végez munkat a kdrnyezetén és
negativ, ha a kornyezet végez munkat a rendszeren;

e a AU bels6 energia novekedése pozitiv (AU =U, —U; >0, azaz Uy > Uy ),
csokkenése negativ.

0, héenergia
AU e
belsé’ energia

o ——
megvidltozdsa

W, a rendszer dltal
a kirnyezeten
végzett munka

7.12. abra. A termodinamika I. f6tétele

(a) Zart termodinamikai rendszerben a rendszer (1) és (2) allapota kozotti
energiaegyensulyra vonatkoz6 Osszefiiggés némi rendezés utan a kovetkezo alakban
adhato meg

dQ =dU +dWw , (7.20)

ahol dQO=0,—-0; a rendszerrel kozolt/elvont hdenergia, dU =U,-U; a
termodinamikai rendszer belsé energia megvaltozasa, dW =W, —W] a rendszer altal a

kornyezetén végzett (fizikai) munka.

A fenti formaban megfogalmazott termodinamika I. fotétele m tomegli anyagra
vonatkozik. Nagyon gyakran elemi/egységnyi tdmegre vonatkozd Osszefliggésekre van
sziikség a torvény altalanos megfogalmazashoz. Bevezetve az m tomeggel normalt

(egységnyi tomegre vonatkozo) dg=d Q/m fajlagos hdenergiat, du =dU/m fajlagos
belsd energia megvaltozast, dw=dW/m= pdV /m= pdv fajlagos munkavégzést, a
termodinamika 1. fététele zart, elemi egyensulyi, surlédasmentes allapotvaltozasra a
kovetkezo lesz,

dg=du+ pdv. (7.21)
7.2.1. A technikai munka, az entalpia

Nyitott termodinamikai rendszerekben a termodinamikai rendszer falan keresztiil is
torténik energiaaramlas, amelyet az érkezd, ill. tdvozd anyagmennyiség visz magaval

(7.13. abra). Ez az energia a W, technikai munka. Ekkor a termodinamikai rendszer
energiatartalmanak megvaltozasa az energiadramok és anyagaramok
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figyelembevételével fogalmazhatdé meg. Ha a rendszerbe betaplalt energia
Wi =U;+pV1, a rendszerbél kivett energia Wp =Uj + poVp, nem adiabatikus

(héenergiaval taplalt) nyitott rendszerbdl kivehetd energia a ¥, technikai munka,

Wy =0y =)= 0+ (U + p11)- (U2 + pab2). (7.22)
ahonnan az energiaegyensulyi mérleg

O-W,=U+pV . (7.23)

0, hidenergia

T
AU W, a rendszerhatdrt
belsd energia dtlépd, dramlo kizeg
megviltozdsa energidja

_

W, a rendszer dltal
a kirnyezeten
végzett munka

7.13. abra. A technikai munka fogalma, nyitott rendszerben

Bevezetve a H entalpiat, mint allapotjelz6t

H=U+pV, (7.24)
és az egységnyi tdmegre normalt s = H/m fajlagos entalpiat,

h=u+pv, (7.25)
a fajlagos entalpia megvaltozasa az energiaegyensulyi egyenlet egy masik alakjat adja,

dh :du+d(pv):du+pdv+vdp , (7.26)
ahol a jobb oldali elsé két tag a fajlagos héenergiat jeloli,

dg =du+ pdv, (7.27)
mig az utolso tag (7.23) alapjan

dh = dq —dw, , (7.28)
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a fajlagos technikai munka minusz egyszerese, dw, = —vdp , azaz a nyitott rendszerbe

betaplalt hdenergia fedezi a rendszer bels§ energiajanak megvaltozasat, a
termodinamikai rendszernek a kornyezetén végzett (fizikai) munkajat és a rendszer
falan a tomegarammal elvont energiat (7.26),

dg =dh+dw; =du+ pdv . (7.29)
A fizikai munka ugyantgy, mint a technikai munka kifejezhetd allapotjelzokkel, és

abrazolhatdo a p —v diagramon.
A 7.14. abrana p—v—T allapotjelzok kapcsolata lathato.

.

P, nyomds

v, térfogat
7.14. abra. A p-v-T allapotjelz6k kapcsolata

Mikozben a termodinamikai rendszer az (1) allapotbol a (2) allapotba keriil, a
rendszerbdl kivehetd fajlagos technikai munka

2
w; = [—vdp, (7.30)
1

amia p—v diagramon az p; —1—-2— p, teriilettel aranyos, azaz a technikai munkat az
allapotvaltozasi gorbe és a p tengely kozti teriilet adja (7.15. abra)

P
7 1 2
w, =—|[vdp
1
dpj: vidp
P 2
v ¥

7.15. abra. A technikai munka értelmezése
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Kapcsolat adhatd meg a fajlagos technikai munka és a fajlagos (fizikai) munka
kozott a p—v diagramon az allapotvaltozasi gorbe és a vizszintes, ill. a fiiggéleges

tengelyek alatti teriiletek alapjan (7.16. dbra). A termodinamikai rendszer (1)
allapotabol a (2) allapotba vald atmenete soran a fajlagos (fizikai) munka

2
wr = [ pdv, (7.31)
1
amelynek az v —1—-2— vy teriilet felel meg, a fajlagos technikai munka

2
wy =—[vdp, (7.32)
1

amelyet az p; —1 -2 — py teriilet szemléltet.

P
4] I
vdp
P2 2
v
vy pdv vy

7.16. abra. Kapcsolat a fajlagos technikai és fizikai munka kozott

A 7.16. abra alapjan tehat
W =wr+ ppv = pava, (7.33)

azaz a technikai munka a fizikai munka és a pyv; belépési és a prvy kilépési munka
megvaltozasabodl szamithato.

7.2.2. A termodinamika I. fotétele kiilonbozo rendszerekben

Figyelembe véve, hogy a fajlagos entalpia megvaltozasa a fajlagos hdenergia és a
fajlagos technikai munka megvaltozasanak kiilonbsége,

dh=dq—dw; =du+ pdv+vdp , (7.34)



228 7. HOTAN

tovabba a fajlagos hdenergia megvaltozasa a fajlagos belsé energia és a fajlagos
(fizikai) munka &sszege

dq:du+pdv:du+dw}r s (7.35)

a kiilonbozo allapotjelzokhoz rogzitett rendszerekben a kdvetkezd energiakapcsolatok
adhatok meg:

e adiabatikus, dg =0, zart rendszernek a kornyezeten végzett wr fajlagos
(fizikai) munkaja (7.35) szerint a fajlagos belsd energia rovasara torténik,
dw f= —du ;

e adiabatikus, dq =0, nyitott rendszernek a w;, fajlagos technikai munkaja (7.34)
alapjan a fajlagos entalpia rovasara torténik, dw, =—dh;

e allando térfogaton, dv=0, kozolt dg fajlagos hdenergia (7.35) szerint a
termodinamikai rendszer fajlagos belso energiajat noveli, dg = du ;

e 3llandé nyomason, dp =0, kozolt dg fajlagos héenergia (7.34) alapjan a

rendszer fajlagos entalpiajat noveli, dg = dh .

7.2.3. Izochor és izobar fajhok kozti kapcsolat

Mint ismeretes a dg fajlagos héenergia megvaltozasa a ¢ atlagos fajhé és a dT
hémérséklet valtozassal adhaté meg dg =cdT . Gazok esetében azonban kiilonbséget
kell tenni az alland6 térfogaton, ill. az allandé nyomason torténd melegités kozott. Ha
egységnyi tomegli gazmennyiséggel allando térfogaton dg homennyiség kozlésekor

hémérséklete dT értékkel megvaltozik, az allandod térfogaton vett fajhd a kdvetkezd

dq dq
C = — 4 = — 5 736
v=ur v=all a7 ( )
ugyanakkor ha a fenti folyamat allandé nyomason zajlik le, az allandé nyomason vett
fajho kifejezése a kovetkezo lesz,

_dq _4dq
» =grlr=a =grlo- 737

A két fajhd nem azonos értéki, a koztiik 1évé kapcsolat megallapitasahoz egyrészt a

fajlagos hdenergiat a fajlagos bels6 energia és a fajlagos (fizikai) munka 6sszegeként
tekintve

dg=du+ pdv, (7.38)
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és alkalmazva az alland6 térfogaton vett fajhé (7.36) kifejezését, dv =0 feltétel mellett
dg du
__|v:d_T|vs du=c,dT , (7.39)

masrészt a fajlagos hdenergiat a fajlagos entalpia és a fajlagos technikai munka
Osszegeként tekintve

dq =dh—vdp , (7.40)
és alkalmazva az allandé nyomason vett fajhé (7.37) kifejezését, dp =0 feltétel mellett

dh

cp= dT‘p dT‘p’ dh=c,dT (7.41)

az egyes fajhok a fajlagos belsé energia és a fajlagos entalpia hdmérséklet szerinti
megvaltozasahoz vezetnek.

Feltéve, hogy a fajlagos belso energia a térfogat és a homérséklet, a fajlagos entalpia
pedig a nyomas ¢és a hdmérséklet fiiggvénye, u(v,T ), h(p,T ), tovabba a fajlagos belso
energia ¢s a fajlagos entalpia teljes differencialjat tekintve,

h
du |Td+ |dT dh==— |po+jT dr, (7.42)

és behelyettesitve a (7.38), (7.40) egyenletekbe,

dg =du+ pdv=dh—vdp,

(7.43)
ch—d Tdv+d dT+pdv-—|po+dh‘ dT —vdp,
dv dT dT
tovabba a dT homérsékletvaltozassal végigosztva (7.43) masodik egyenletét,
:du dv+du +pﬂ:dh dp+ﬁ‘ _vd_p’ (7.44)
av|Tar " ar'” dT dp Tar “ar'? ™ "ar

némi rendezés utan figyelembe véve (7.39) és (7.41) Osszefiiggéseket a kovetkezd
adodik,

du dv dh dp
c=[d—T deT Cvz(ET_VJ_JGC- (7.45)
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Tehat a fajhdk allando térfogaton, izochor allapotvaltozas estén, mivel dv/dT =0

dh d
¢, = [%h —vjﬁmp, (7.46)

ill. alland6 nyomason, izobar allapotvaltozas esetén, mivel dp/dT =0

cp= H'T + p)_Hcv, (7.47)

a fenti alakban adhatok meg.
Minthogy az idedlis gaz termikus allapotegyenlete pv=RT, ugy a gaz fajlagos

belsd energidja, mint a fajlagos entalpidja csak a hémérséklet fiiggvényei, u(T ), h(T ),
igy

dh du
D=0, Zir=o0, 7.48
o' T (7.48)

ugyanakkor az idealis gaz allapotegyenletébdl alland6 térfogaton a nyomas, ill. allandd
nyomadson a térfogat hdmérséklet fiiggése,

4 R -dv _R (7.49)
p

amely Osszefliggések figyelembevételével a fajhok kozotti (7.46), (7.47) kapcsolatra a
kovetkez6 adodik,

cy=cp—R, cp=c,+R, (7.50)

tehat az idealis gaz izochor és izobar fajhéje kozti kiillonbség éppen a gazallando,

cp—cy=R. (7.51)

7.2.4. Idedlis gazok dllapotvaltozasai

(a) Allapotvaltozas dllandé térfogat mellett, izochor folyamat, dv =0
Ha hokozlés esetén a zart rendszer térfogata nem valtozik, dv =0, igy izochor

allapotvaltozas esetén a termodinamikai rendszer nem végez munkat a kdrnyezetén
(7.17. abra),
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2
wy=[pdv=0. (7.52)
1

A termodinamika I. fététele alapjan a befektetett hdenergia a rendszer bels6 energiajat
ndveli, hdelvonas a rendszer bels6 energidjanak rovasara torténik,

dg=c,dT =c,(Ty —T)) = du . (7.53)
P
p 2
2 Tz
P 1 T,
v

v

7.17. abra. Izochor folyamat p-v diagramja

Felhasznalva az idealis gazok allandé térfogatra vonatkozo allapotegyenletét

p_ 0
2=, 7.54
T ly (7.54)

p2

és azt a (7.53) kifejezésébe helyettesitve, a termodinamikai rendszerrel kozolt
hémennyiség (dq>0) megndveli a gaz nyomasat (pz > pl), mig az elvont
hémennyiség a rendszerben a nyomast csdkkenti,

dq = chl(u] . (7.55)
n

(b) Allapotvaltozas dllandé nyomdas mellet, izobar folyamat, dp =0

Termodinamikai rendszerrel allandd6 nyomason ko6zolt hémennyiség az 1. fotétel
értelmében egyrészt megndveli a rendszer belsd energidjat, masrészt elésegiti a
rendszernek a kdrnyezetén végzett munkajat (7.18. dbra),

dq =cpdl =du+ pdv. (7.56)

Felhasznalva az izobar és izochor fajhok kozti kapcsolatot, cp=cy+R, tovabba

figyelembe véve allanddo nyomdason az idedlis gaz allapotegyenlete alapjan a két
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egyensilyi allapotra vonatkozé kiilonbséget R(T5 —Tj)= p(va —v;), a kozolt
hémennyiség

dg=c,(T,-T)=(c, +R)(Tr - T}), (7.57)

amely a fenti (7.39) és (7.56) osszefliggésekkel 6sszhangban

dq = c,(Ty = 1))+ p(vy =v1). (7.58)
P
5 2
1 T,
'\\-._‘__‘______—_
v vy v

7.18. abra. Izobar folyamat p-v diagramja

(¢) Allapotvdltozds dllandé hémérsékleten, izoterm folyamat, dT =0

Izotermikus folyamat soran a rendszerben lejatszodo termikus folyamat elég lasst
ahhoz, hogy a rendszer és kdornyezete kozti hdmérséklet kiilonbség a folyamat soran
mindvégig kiegyenlitddjon. A termodinamikai folyamat p-v diagramja (7.19. dbra) egy
izoterman valé mozgast abrazol.

P
P |

P2

Vv

7.19. abra. Izotermikus folyamat p-v diagramja

Mivel a rendszer hémérséklete allandonak tekinthetd, igy nem valtozik a rendszer
belsd energidja du(T)=0, a termodinamika 1. f6tétele értelmében a kozolt, ill. elvont
héenergia a rendszernek a kornyezetén végzett, ill. a rendszeren végzett munkaval lesz
egyenld
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dg = de = pdv. (7.59)

Figyelembe véve azonban az idedlis gaz dallandé homérséklethez tartozd
allapotegyenletét,

pv1=pava2 =RT, (7.60)

a termodinamikai rendszer altal a kornyezetén végzett munka

2 V2
w=Tpdv= [ XL gy - RT 122, (7.61)
1 vl V]

Osszhangban van azzal a ténnyel, hogy allandé hémérsékleten nem valtozik a rendszer
entalpidja sem dh(T ): 0, a rendszernek a kdrnyezeten végzett munkaja megegyezik a

rendszerbdl kivehetd technikai munkaval (dg = dh + dwy),

g=w=RTIn"2 = ppyyInLL =, (7.62)
V1 P2

amely a 7.19. abran 1athaté modon az izotermanak a fiiggéleges tengely alatti teriilete, a
technikai munka megegyezik az izotermanak a vizszintes tengely alatti teriiletével, a
fizikai munkaval.

(d) Adiabatikus allapotvaltozas, nincs hokézlés, dg =0

Hétani szempontbol gyorsan lejatszodd termodinamikai folyamatok, ill. hétanilag
elszigetelt rendszerek modellje az adiabatikus allapotvaltozas. Ekkor a termodinamika I.
fotétele értelmében, mivel nincs hdatadas, a rendszer a belsd energidja rovasara végez
munkat,

dg =du+ de =0, de =—du (7.63)

A bels6 energia megvaltozasat az allando térfogaton mért fajhdvel, du=c,dT, a

hémérséklet megvaltozasat az altalanos gaztérvény kis megvaltozasokra vonatkozo
alakjabol kifejezve, pdv+vdp=RdT a termodinamika I. fG6tétele adiabatikus

allapotvaltozasra a kdvetkez6 alakra hozhato,

dg=0=c,dT + pdv, c, (pdv + vdp)+ Rpdv=0. (7.64)
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Figyelembe véve az allando térfogaton és az allandé nyomason mért fajhdk kozotti
o, +R=cp kapcsolatot, némi rendezés utan a fenti kifejezés a kovetkezo lesz

cppdv+cvvdp =0, (7.65)

ahonnan a differencialisan kis valtozok szeparaldsa a kovetkezo differencialegyenletre
vezet

Spdv_ _dp

¢y, v D

(7.66)

Bevezetve az allandd nyomason és az allando térfogaton mért fajhdk hanyadosanak
jelolésére a x =c¢ ) / ¢, adiabatikus kitevot, és mindkét oldalt az (1) és (2) allapot pq,v

és po,vy értékeire integralva

kin22 = n P2 —p 2L (7.67)
Vi o m

majd rendezve

K
(V_zJ _p R v g (7.68)
v P2 Vvi RD

a térfogatok és nyomasok kozotti kapcsolatra

plvl’( = pzvf, pvKk =all., (7.69)
ill. a hémérsékletek és a térfogatok kozotti kapcsolatra

A L (7.70)

valamint a nyomas és a hdmérséklet kozti kapcsolatra

K-l
4 _{p o T —all., (7.71)
T2 P2 x-1
p K

Osszefiiggés adodik.
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Az adiabatikus allapotvaltozas p-v diagramjat a 7.20. abran felrajzolva, és
figyelembe véve, hogy cp>cy (cp=c,+R), a & adiabatikus kitevé mindig

nagyobb, mint egy, x >1, azaz adiabatikus allapotvaltozas allapotgorbéje gyorsabban
csokken, mint az izoterma gorbe.

Az adiabatikus allapotvaltozas soran a termodinamikai rendszer munkéja (7.63)
masodik kifejezéset felhasznalva dwy =—du, tovabba figyelembe véve hogy a belsd
energia az allandé térfogaton mért fajhdvel aranyos, du =c,dT :cv(Tz —Tl), az
adiabatikus kitevd ismeretében x=c,, / ¢y = (cv + R)/ ¢y , az allando térfogaton mért
fajhé ¢, =R/ (K—l), valamint az idedlis gaz éllapotegyenletébdl a T = pv/R
hémérséklet kifejezését felhasznalva a termodinamikai rendszer munkéja

1
dwp =——(pvi — p2v2), (7.72)
k-1

amelyr6l a 7.20. dbra alapjan megallapithatd, hogy kisebb, mint az izotermikus
allapotvaltozas munkaja.

p
P N\ 1
adiabatikus folyamat
T
Py— |
2 7
v

d| V2
7.20. abra. Adiabatikus allapotvaltozas p-v diagramja

Adiabatikus allapotvaltozas esetére az egyes allapotjelzok kozotti (7.69)-(7.71)
Osszefliggések felhasznalasaval a termodinamikai rendszer munkéja

k-1
Pvi 1
dwpe =111 2L , 7.73
el x—1 (sz (7.73)
=)
dwy =211 1—(p—2j , (7.74)
K—1 P
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P n
dwyr =——1—-—%1|. 7.75
o K—l( le 7

7.3. A termodinamika I. fététele mozgé rendszerekben
7.3.1. A termodinamika 1. fotétele mozgo, zart rendszerben

Termodinamikailag zart, mozgé rendszer energia megvaltozasa a termodinamika I.
fotétele alapjan a rendszer U belsd energidjanak, az mcz/Z mozgasi és az mgz
helyzeti energia megvaltozasa, amelyet a rendszerrel k6zolt O hémennyiség és a
rendszerbdl kivett ¥, technikai munka kiilonbozete fedez az z—x 4llo koordinata-
rendszerben (7.21. dbra), ahol a mozgd tdmeg sebessége ¢,

7.21. abra. Mozgo, zart termodinamikai rendszer energiaviszonyai az z-x allé
koordinata-rendszerben

(U2 —U1)+%W(C§ —012)+ mg(zy —21)=(02 - O1)- (W2 - Wy), (7.76)
azaz, az energiaegyensulyi egyenlet tdomoren a kovetkezo alaku,

dU +dW,, +dWy, =dQ —dWw;. (7.77)

A termodinamikai mozgd rendszerhez rogzitett z'—x' koordinata-rendszert

alkalmazva, a termodinamika I. f6tétele értelmében a rendszer dU belsé energidjanak
megvaltozasat és a rendszer altal végzett d Wf (fizikai) munkat a rendszerrel kozolt

dQ hdenergia fedezi, azaz

dU +dW = dQ, (7.78)
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részletesen kifejtve

2
U2—U1+deV=Q2—Q1. (7.79)
1

A két koordinata-rendszerben felirt energiaecgyenletek kiilonbségébdl

AWy +dWy, =—dW; +dW (7.80)

a mozgd rendszer mozgasi ¢és helyzeti energidjat a termodinamikai rendszer
munkavégzé képessége noveli, mig a rendszerbdl kivett technikai munka csokkenti.
Részletesen kifejtve

2 2

1
5’"(6‘%—012)+mg(22—21)={pdV+{Vdp. (7.81)

7.3.2. A termodinamika I. fététele nyitott staciondrius rendszerben

Stacionariusnak tekintheté egy termodinamikai rendszer, ha az id6beli folyamatok
lasstisaga miatt a hdémérséklet valtozasa figyelmen kiviil hagyhato, a rendszerbe belépd
m tomeg és a vele érkez6 O hdenergia el is tdvozik a folyamat végén. A 7.22. dbran

lathaté nyitott, staciondriusnak tekintheté rendszer (1) allapota a rendszerbe belépd
anyag ¢és energiadaram allapotjellemz6i, p; nyomas, 77 hoémérséklet, v; fajlagos
térfogat, u; belsé energia, c¢; a belépd kozeg sebessége, z; a belépés helyének
fliggdleges koordinataja. A (2) allapot esetén a rendszerbdl kilépd anyag €s energiaaram
allapotjellemzdi p, nyomds, T, hémérséklet, v, fajlagos térfogat, uy belsd energia,

¢y akilépd kozeg sebessége, zo a kilépés helyének fliggdleges koordinataja.

A termodinamikai nyitott rendszerbe df id6 alatt a bearamlo dm tomeggel érkezd
energia

2
c
[w P+ qg]dm : (7.82)
és ugyanennyi tomeggel az energia el is tavozik,

2
c
[uz + povy +72 + zngdm , (7.83)
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mikdzben a rendszerrel dQjo hékozlés torténik és a rendszerbdl dW; munka kivételére

keriil sor. A termodinamika rendszer stacionarius volta miatt a rendszerbe belépd és az
onnan tavozo6 energiak energiamérlege nulla, azaz

2 2
c c aw,
u2+p2v2+—2+22g - u1+p1v1+i+zlg :@——t. (7.84)
2 2 dm dm
dm—>
l f{Q 2
dv T l
ml Y dw,
L2
—> dm

7.22. abra. Nyitott, stacionarius termodinamikai rendszer

Figyelembe véve az egységnyi kozeggel kozolt fajlagos hdenergia
dq1y =dQyp/dm, és a fajlagos technikai munka dw; =dW,/dm kifejezéseit, tovabba

alkalmazva a fajlagos entalpia 4 =u+ pv alakjat, a stacionarius termodinamikai

rendszer dt 1d6 alatti energiaegyensulyi egyenlete a kdvetkezo,
c2 c?
2 1
h2 +7+22g — hl+7+21g =dq12—dw,. (785)
7.3.3. A termodinamika 1. fotétele nyitott nem-stacionarius rendszerben
Nyitott, nem-staciondrius termodinamikai rendszer esetén valamely térfogatban 1&vo

anyagmennyiség energiamérlege az idébeli megvaltozasokra is fennall, azaz a
térfogatban 1év6 anyag energidjanak idoegység alatti megvaltozasa

2
ij‘ u+pv+c—+gz V:dQl—z—%. (7.86)
dt 2 dt dt

Az egységnyi id9 alatt a térfogatba bedramld dmy /dt tomegarammal érkezd energia
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2
AWpe q dmy
— X =y +pv+—+gz1 |—, 7.87
0l 1Pt oot = (7.87)
az egységnyi id9 alatt a kiaramlo dmy /dt tomegarammal tdvozo energia
Wi [ vy + 2y gy | 972 (7.88)
dt 21t P2v2 3 822 dr :

A termodinamika I. fététele értelmében a tomegarammal tadvozd és érkezd energidk
kiilonbsége egyensulyt tart az idéegység alatt a rendszerrel kozolt hdmennyiséggel és a
rendszerbdl kivett technikai munka kiilonbségével (7.23. abra),

2 2
c dm c dmy dQO aw,
2 2 1 1 12 t
Uy + povy +—=+gzy |—=—-lu +pv| +—+gz = - . (7.89
2+ a2t gn | LMt e it ” (7.89)
dm]_’;— i0
12
dv t//
o | ¥,
R
—>dm,

7.23. abra. A termodinamika I. f6tétele nyitott nem-stacionarius rendszerben

7.4. A termodinamika II. fotétele

A termodinamika I. f6tétele a rendszer energiaegyensulyara vonatkozo dsszefiiggést
tartalmazza. Az 1. f6tétel értelmében az energiaatalakulasok nyomon kovethetdk,
ellendrizhetdk. Az termodinamika I. f6tétele azonban ellentmondast tartalmaz abban az
értelemben, hogy nem jeloli meg a hdenergia aramlasanak iranyat. Ezt az ellentmondast
kiiszobdli ki a termodinamika II. fététele, amely szerint a hidegebb helyrdl a hdenergia
nem aramlik a melegebb helyre.

7.4.1. Termodinamikai kérfolyamatok
Termodinamikai korfolyamat soran, a rendszerekben végbemend allapotvaltozasok

sorozata utan a rendszer visszakeriil a kiindulasi allapotaba. Pl. a 7.24. abrdn lathato p-v
diagram szerint
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e az (1) allapotbol a (2) allapotba a rendszer allandé hdmérsekleten, izotermikus
allapotvaltozassal kertil;

e a(2) allapotbdl a (3) allapotba allandé nyomason csdkken a rendszer térfogata,
izobar allapotvaltozas jon 1étre;

e a (3) allapotbdl a (4) allapotba allando térfogaton nd a rendszerben a nyomas,
izochor folyamat jatszodik le;

e mig végiil a (4) allapotbol az (1) allapotba ugyancsak izobar allapotvaltozas
soran keriil vissza a rendszer.

T T X
i

7.24. abra. Termodinamikai korfolyamat p-v diagramja

(a) A Carnot kérfolyamat

A korfolyamatok kozott specialis helyet foglal el a Carnot korfolyamat (7.25. dbra),
amely négy szakaszbol, két adiabatikus és két izotermikus szakaszbol all. Az (1)-(2)
szakasz egy izotermikus expanzid, a (2)-(3) szakasz egy adiabatikus expanzid, a (3)-(4)
szakasz egy izotermikus, mig a (4)-(1) szakasz egy adiabatikus kompresszionak felel
meg. Az (1)-(2) szakasz alatt végbemend valtozashoz g¢p, homennyiséget kell a

rendszerrel kozolni, mig a (3)-(4) szakaszon végbemend allapotvaltozas soran g,

hémennyiség visszanyerhetd. A két hOmennyiség, a bevezetett és az elvont
hémennyiségek kozti kiillonbség a korfolyamat allapotvaltozasi gorbéi alatti teriilettel, a
korfolyamat soran kinyerhetd munkéval egyezik meg.

1 Dpe
a2 izoterma
adiabata N
* "..\ -
] & | .\ﬂ(hﬂbm{:
izoterma 4‘ 3
Gl N

7.25. abra. Carnot korfolyamat p-v diagramja
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(b) Korfolyamat zart rendszerekben
A termodinamikai korfolyamat minden szakaszara, felirva az 1. fotételt, az i -edik és
az i+1-edik pontok kozti szakaszra

Ui,i+1 + VVZ’,I‘-’-I = Qi,i+1’ i= 132""371 ) (790)

az energiaegyensulyi egyenlet a kovetkez0 lesz,

1=

n n n
2Uiini+ 2 Wii1= X Gjisl (7.91)
1 i=l1 i=l1

ahol az (n+1) indext allapot megegyezik az (1) allapottal. Figyelembe véve azonban,

hogy zart termodinamikai korfolyamat soran a rendszer bels6 energidjanak 6sszege nem
valtozik,

1=

n

2Uii1=0, (7.92)
1

a munkavégzést a betaplalt hdenergia fedezi,

1=

n n
2Wiiv1 = 205+ - (7.93)
1 i=1

Részletesen kiértékelve, az elvezetett és betaplalt hdmennyiség kiilonbsége a rendszer
altal végzett (fizikai) munka fedezete, amely a p-v diagramon a korfolyamat
allapotgorbéje és a vizszintes tengely altal bezart teriiletet adja,

et ~|Ope| = § pdv = . (7.94)
V
Zart rendszer esetén a 7.26. dbrdn lathatd termodinamikai korfolyamat az (1)-(2)
allapotvaltozasa soran energiat taplal be a rendszerbe

2
Q1 = [ pdV, (7.95)
1

a rendszerbdl a (2)-(1) allapotvaltozas soran a kinyert hdenergia,

1
Oy1 = [pdV, (7.96)
2
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a teljes korfolyamatra az (1)-(2)-(1) korfolyamat allapotgérbéje altal bezart teriilet
pozitiv, igy a zart termodinamikai korfolyamat soran munka nyerhetd, a rendszer
munkat végez a kornyezetén.

7.26. abra. Zart termodinamikai rendszer az (1)-(2)-(1) korfolyamat soran munkat végez
a kdrnyezetén

Hasonloan a 7.27. abran lathatdé zart termodinamikai rendszerben az (1)-(2)-(1)
korfolyamat soran a bezart gorbe alatti teriilet negativ, igy a rendszeren végez munkat a
kornyezete.

p __pdv
_wy =fpdv<0
2 '

7.27. abra. A zart termodinamikai rendszer az (1)-(2)-(1) korfolyamata soran a kérnyezete végez
munkat a rendszeren

(c) Korfolyamat nyitott rendszerekben

Termodinamikailag nyitott rendszer minden szakaszara felirva az 1. fotételt, az i -
edik, és az i +1-edik pontok kozti szakaszra,

2
Cc<e.
i,i+1
hijv1+ Ty T il | = il T Weiiel (7.97)

az energiaegyensulyi egyenlet a kovetkezo alaki lesz,



7. HOTAN 243

n Ci2,i+1 n n n
2hii+ ZT + 8%+ = 2 diivl — ZWeiitl - (7.98)

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
A korfolyamatra Osszegezve a nyitott termodinamikai rendszerben az entalpia, a
mozgasi és helyzeti energidk 6sszege nulla,
n n i U
th‘_,_l = 0, Z’— = 0, Z ng',H_l =0 , (799)
i=1 i=1 2 i=1

ahonnan az adddik, hogy a nyitott rendszerben a technikai munkavégzést a hdenergia
fedezi,

n n
0=%¢is1~ Wi+, $dg= $dw,=—§vdp, (7.100)
i:1 l=1 q wt p
azaz
Oei| ~|Obe| =Wy =—$Vdp . (7.101)
p

A nyitott rendszer 7.28. abran lathato termodinamikai korfolyamata soran az (1)-(2)
allapotvaltozas allapotgdrbéje és a fliggdleges tengely alatti teriilet a rendszerbe
betaplalt hdéenergia. A (2)-(1) allapotvaltozas soran az allapotgdrbe és a fiiggdleges
tengely alatti teriilet a rendszerbdl kinyert hdéenergia; a teljes korfolyamat soran a
korfolyamat allapotgorbéje altal bezart teriilet, a technikai munka pozitiv.

7.28. abra. Nyitott termodinamikai rendszer az (1)-(2)-(1) kérfolyamata soran a hdenergiabol
technikai munka nyerhet6
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A nyitott termodinamikai rendszerben a korfolyamat iranyat ellenkezore valtoztatva,
(7.29. abra) kevés hdenergiat taplalva a rendszerbe és sok hdelvonast alkalmazva a
korfolyamat fenntartdsdhoz technikai munkat kell befektetni.

fvdp <0
P

vdp

v

7.29. abra. Nyitott termodinamikai rendszer (1)-(2)-(1) korfolyamata fenntartasahoz technikai
munkat kell a rendszerbe befektetni

(d) A termodinamikai kérfolyamatok hatdsfoka
Akar zart, akar nyitott a termodinamikai rendszer, a termikus hatasfokat a
korfolyamatbol nyert munka és a bevezetett homennyiség ardnya adja meg,

p =M _lavelael] (7.102)
|‘Ibe| |Qbe|

Meg kell jegyezni, hogy termikus folyamatoknal a hatasfok a rendszer jarulékos
hévesztesége (hdelvonasa) miatt nem kozeliti meg a 100% értéket.

7.5. Az entropia

Az entrdpia a zart vagy nyitott termodinamikai rendszerek kozott atvitt, az elemi
homérsékletvaltozashoz sziikséges energia,

dQ =Tds , (7.103)
ahol az S entropia extenziv allapotjelzd, és mint ilyen tovabbi allapotjelz6tol fiigg,

S=8(p,T,V). (7.104)

crer

dS=dQ/T. (7.105)

Zart, reverzibilis termodinamikai korfolyamatra az entropia dsszege mindig nulla,
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$dS =0, (7.106)
mig irreverzibilis termodinamikai kérfolyamat esetén az entropia mindig nd,
$dS >0. (7.107)

Bevezetve az egységnyi tomegre vonatkoztatott fajlagos entropia fogalmat

535 _ 40

> 7.108
m mT ( )

¢és figyelembe véve a hdenergianak a bels6 energiaval, dg = du + pdv , ill. az entalpidval
vald kifejezését, dg = dh —vdp , a fajlagos entropia a kdvetkez6 alakra hozhato,

dS:du+pdv’ ds:dh_Vdp.

7.109
7 T (7.109)

7.5.1. A termodinamika folyamatban részt vevé homennyiség T-s diagramja

A termodinamikai folyamatban részt vevé dg fajlagos homennyiség megvaltozasa
aranyos a 7 hémérséklettel és a fajlagos entropia megvaltozasaval,

dg =Tds , (7.110)

ahonnan a 7.30. dbran lathatd T-s diagram alapjan a rendszer homennyiségének
megvaltozasa aranyos a hdmérséklet allapotgorbéje és a vizszintes tengelyen abrazolt s
fajlagos entropia alatti teriilettel,

2 2
qi2 =[dg=|Tds . (7.111)
1 1

1 2
q12 = | Tds

-]

ds

e

7.30. abra. A termodinamikai rendszerrel k6z6lt hdmennyiség 7-s diagramja
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Ha a termodinamikai rendszer hot vesz fel az (1)-(2) allapotvaltozas soran az
entropiaja n6, sy > 51, héelvonas esetén a rendszer entropidja csokken, s, < sy .

(a) Allandé nyomdson 1étrejové allapotvaltozas soran, figyelembe véve, hogy az
entalpia az allandé nyomason mért fajh6 és a hémérséklet megvaltozasaval kifejezhetd,
dh = cpdT , tovabba az idealis gaz allapotegyenletébdl v/T = R/p, a fajlagos entropia

(7.109) masodik kifejezése atalakithato,
_dh—-vdp dT dp

, ds=c¢,——-R—. 7.112
7 P ) ( )

ds

Mindkét oldalt integralva az allapotvaltozas kiindulasi és végso allapota kozti szakaszra,

s-sochm;;—Rmiﬂ, (7.113)
0 Po

ahol sg, Ty és po az allapotjelz6k kiindulasi értékei. Tehat a T-s diagramon a p = dll
vonalak egymassal kongruens (egybevago) logaritmikus gorbék (7.31. abra), ahol két
nyomdasgorbe kozti metszékek a hdmérséklettdl fiiggetleniil allandok.

~Rinpy/py
P2/\P1 pg

7.31. dbra. Izobar allapotvaltozas gorbéi a T-s diagramon

(b) Allandé térfogaton 1étrejovd allapotvaltozas soran figyelembe véve, hogy a
rendszer bels6 energidja az allandé térfogaton mért fajhdvel, és a
homérsékletvaltozassal fejezheté ki, du=c,dT, tovabba, az idedlis gaz
allapotegyenletébdl p/T = R/v, és igy a fajlagos entropia (7.109) kifejezésében a
baloldali alakbol
_du+pdv dT dv

¢, —+R—, 7.114
T V'r v ( )

ds

a kiindulasi és végallapot kozti szakaszra integralva a fajlagos entrdopia a kovetkezo,
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s—S0)=cC ln—+Rln—v . 7.115
0 %
70 Yo

Tehat az izobar allapotvaltozashoz tartozd, v =dll vonalak hasonléak a p =dall

vonalak 7-s diagramjahoz, mivel azonban ¢, <c¢, (¢, =c,+R), a v=dll vonalak

meredekebbek, mint a p = all vonalak, ahogy az a 7.32. abradn lathato.

T R In Vi ..-"v"

) ’ 'pl ‘!2

o

7.32. abra. 1zochor allapotvaltozas gorbéi a 7T-s diagramon

(¢) Adiabatikus dllapotvadltozas esetén a rendszerrel kozolt hé nulla, ezért az
allapotvaltozas entropiaja is nulla,

dg=0, ds=0, (7.116)

azaz a T-s diagramon az allapotvaltozast egy fiiggdleges vonal jelzi, ahogy az a
7.33. abran lathato.

dg=

7.33. abra. Adiabatikus allapotvaltozas a T-s diagramon
7.5.2. Reverzibilis allapotvaltozasok p-v és T-s diagramja

A termodinamikai rendszer vizsgalata soran a p-v diagram az allapotvaltozas
munkdjat, a 7-s diagram az allapotvaltozasban részt vett hdmennyiséget szemlélteti.
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Reverzibilis folyamatok esetén a munka és a hdémennyiség az egyes diagramokon
teriiletekkel szemléltethetok. Az allapotvaltozas soran a rendszernek a kdrnyezetén
vegzett wy = [ pdv fizikai munkaja az p-v diagram allapotgbrbéje és a vizszintes
tengely kozti teriilettel, a rendszerbél kivehetd, w, =—[vdp technikai munka az
allapotgorbe és a fiiggbleges tengely kozti teriilettel szemléltethetd (7.34. abra).

P
P ]
£ T
P2 2
W2 T
Vv
Vi Va

7.34. abra. A fizikai és a technikai munka szemléltetése a p-v diagramon

Az éllapotvaltozasban résztvevd homennyiség a 7-s diagram allapotgorbéje és a
vizszintes tengely kozti teriilettel adhatdé meg (7.35. dbra).

T
T] &
T, — 2
q12
| s
51 §2

7.35. abra. Az allapotvaltozasban résztvevé hdmennyiség szemléltetése a 7-s diagramon
(a) Izobar allapotvaltozas esetén, dp = 0, a rendszerrel k6zolt hOmennyiség
dgq=h—vdp =Tds (7.117)

kifejezése alapjan a p-v, és a T-s diagramokon (7.36. dbra) az energiaatalakulasi
folyamatok a kovetkezok:
Minthogy a termodinamikai rendszerben allandé nyomdson, p; = py jon létre az

expanzio, a p-v diagram alapjan a technikai munka nulla wy1p =0; ha a rendszer
fajlagos térfogata nd, v, >vy, a rendszer fizikai munkat végez a kornyezetén,

wy 12 >0; ha azonban az allapotvaltozas soran a fajlagos térfogat csdkken, vy <vy, a
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termodinamikai krnyezet végez munkat a rendszeren, azaz wy 15 <0. A T-s diagram

alapjan a rendszerrel hokozlés torténik, gp >0, ha a fajlagos entropia né s, > s1; €s

héelvonasra kertil sor, g2 <0, ha a fajlagos entropia csdkken sy < sy .

p

2
P1=P2[ I 7
I
“‘*—-,_._._‘_‘_‘_______-_ _/l

=hy—h
e —— 7, /F,_, v
5

1 Iy
8 §2

PL=P2
7 g5t
q12

v vy
7.36. abra. 1zobar folyamat p-v és T-s diagramja

(b) Izochor allapotvaltozas esetén, dv =0, a rendszerrel k6zolt hdmennyiség

dgq = du+ pdv =Tds (7.118)

kifejezése alapjan a p-v és a T-s diagramokon (7.37. dbra) az energiadtalakulasi
folyamatok a kovetkezok:

p
r pl = 172
\ 1 ¥ 1 “
: \ d " / '
Wiz ffhese ! 7 2
P2 2 G2 = Hy — 1y
2 I, I
v v s
2. %

7.37. abra. 1zobar folyamat p-v és T-s diagramja

Minthogy allandé térfogaton jon létre az allapotvaltozas, vy =v|, a p-v diagram alapjan
a rendszer a kornyezetén nem vegez munkat, wgip =0; ha a termodinamikai

rendszerben csdkken a nyomds, p, < p;, a rendszerbdl technikai munka nyerhetd,

wy12 > 0; a rendszerben a nyomas noveléséhez, pp > p; technikai munka befektetésre

van sziikség, wy 12 <0. A T-s diagram alapjan a rendszerben a fajlagos entropia
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csokken sy <s1, a kdzegbdl héelvonasra keriil sor, g1y <0; ha azonban a fajlagos

entropia nd, sp > s a termodinamikai kozeggel hokozlés torténik, g1p > 0.

(¢) Izoterm dllapotvaltozas esetén, dT =0, minthogy sem a belsé energia, sem az
entalpia nem valtozik, du =0, dh =0, a rendszerrel kdzolt hdmennyiség

dq = pdv =—vdp =Tds (7.119)

kifejezése alapjan a 7.38. abran lathatd p-v és T-s diagramokon az energiadtalakulasi
folyamat a kovetkezd lesz:

p
T v] p V
1 "2
W20z >/ } D3
Pi L= W o5
1) W= _— 4127 Wn2
n a2 _Jj//“"f‘hf“’ﬂz
" 5
L O+ s 52

7.38. abra. 1zoterm folyamat p-v és T-s diagramja

A T, =17, allandé hémérsékleten torténd allapotvaltozas p-v diagramja alapjan a
rendszer térfogata nd, v, >v|, a rendszer fizikai munkat végez a kornyezetén
wyri2 >0, és mivel a nyomds csokken, pj < py, technikai munka nyerheté ki a
rendszerbél, wyo >0; ha azonban a térfogat csokken vy <vy, a rendszeren végez
munkat a kérnyezete, wy <0, ekkor a nyomas n py > py, a rendszerbe technikai
munkat kell bevinni, wyjp <0. A T-s diagram alapjan az azonos hémérsékleten bevitt
héenergia megegyezik mind a fizikai, mind a technikai munkavégzé képességgel,
q12 =Wf12 = W2 -

(d) Adiabatikus allapotvaltozas, dq =0, esetén a 7.39. abran lathaté p-v és T-s
diagramok alapjan, ha a rendszerben csdkken a nyomas py < p;, a rendszerbdl
technikai munka nyerhetd, wyp >0, és ugyanakkor a térfogat novekedése miatt,
vy >v, a rendszer munkavégzésre alkalmas wyryp >0, mivel azonban a rendszer
héenergiaja nem valtozik, dg =0, héatvitel nem torténik, a rendszer entropiaja allando

marad, sy =] .
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p
T Y
W [ ]
P1 1
w_ﬂZ
T,
p 2
2 TZ
v 5
Y1 Va 51 =52

7.39. abra. Adiabatikus allapotvaltozas p-v és T-s diagramja

(e) Végiil a két adiabatikus és két izoterm szakaszbol allor Carnot kérfolyamat p-v
és T-s diagramjat megvizsgalva (7.40. abra) az (1)-(2) izoterm szakaszon, d7 =0, a
térfogati expanzié sordn, vy >vy, a rendszerrel kozo6lt h fizikai munkavégzést tesz
lehetévé. A (2)-(3) adiabatikus szakaszon, dg =0, a rendszer entropidja nem véltozik,
mikdzben tovabbi expanzio jon létre. A (3)-(4) izoterm szakaszon, dT =0, a hdelvonas
térfogatcsokkenést eredményez, v4 <v3, amely a kompresszié sordn a rendszerbe
betaplalt munkat igényel. Végiil a (4)-(1) adiabatikus allapotvaltozas, dg =0, alatt nem
valtozik a rendszer entropidja, mikozben tovabbi kompresszid fedezi a kiindulasi
ponthoz valo visszaérkezéshez sziikséges munkat.

p
T
1 dT =0 =
A B e
dq= =

P2 ~ 2 3 ds=10 1 [ dq4=0

dq=0 dg=0 &=1
P4 n -~ T, 4 “«—3
P3 3T dT =0 .

v
"LV V2 V3 S1=S4 5253

7.40. abra. Carnot korfolyamat p-v és T-s diagramja

7.6. Hovezetés

A kiilonb6z6é homérsékletli kozegek kozott a homérséklet kiegyenlitédésnek harom
formaja ismert, gy mint a hovezetés, a héatadas vagy konvekcio és a hdsugarzas.

(a) A hovezetés szilard, cseppfolyos és 1égnemii kozegekben jon 1étre, mikdzben az
anyag makroszkopikusan nyugalomban van, ekkor a részecskék iitkozése, diffuzioja
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révén aramlik a ho. Az egységnyi 1d6 alatt az egységnyi feliileten ataramlo héenergia a
héaram-siiriiség,

I
sm2’

dQ/dt
dA

q= : [§]=1%=1 (7.120)

A héaram-siiriség a melegebb helyrél a hidegebb helyre valé héenergia aramlasnak
felel meg,

a0

7.121
or ( )

— —e,+—c¢
o Yooy Y oz C

or . oT .. 6T_j
e, + ,

ahol A a hévezetési egyiitthato, [1]=1W/mK .

(b) A héatadas, vagy konvekcio esetén az aramlo kozeg és a fal kozott a hoterjedést
a tomeg, a térfogat elemek egymashoz képesti elmozduldsa, a magukkal vitt
energiaszallitds okozza. Az egységnyi feliilet egységnyi id6 alatt leadott hdenergidja a
Newton-féle lehiilési torvény szerint

g=a(l,, —Ty), (7.122)

ahol o a héatadasi tényezé, [a]=1W/m2K, T,, a fal hémérséklete, T,, a kozeg
homérséklete a faltol tavol.

(c) Hosugarzas esetén a kozeg fala, hdmérsékletétdl fiiggden, a tér minden irdnyaba

héenergiat sugaroz. Az egységnyi feliileten, egységnyi idd alatt sugarzéssal atlépett
héenergiat a Stefan-Boltzmann térvény irja le,

§=e00T4, (7.123)

ahol o) az abszolt fekete test sugérzasi egyiitthatoja o = 5,67-1078 W/mK , & a test
feketeségi foka.

7.6.1. A hévezetés differencialegyenlete

A hoémérséklet a geometriai tér pontjaiban az id6 mulasaval valtozik,
T=T(F,t)=T(x,,2,t). A tér pontjai kozott a hémérsékletvaltozast a 7.41. dbrdn
lathato modon a hdmérséklet hely szerinti megvaltozasa, gradiense adja meg,



7. HOTAN 253

NG Tar
T +dT

7.41. abra. A hémérséklet hely szerinti valtozasa, a gradiense

T(F +dr,t)-T(F,t) or

lim - =—, (7.124)
dr—0 dr or
amelyet részletesen kifejtve
ooy _or@); aT(F”)éy YOTED G aa 7(50). (7.125)
or ox oy oz

A hoévezetés differencialegyenlete a 7.42. abran lathatd hévezetd kozeg V
térfogatanak energiamérlegébdl szarmaztathato.

7.42. abra. A hovezetd kozeg V térfogatanak energiamérlege

A 1 térfogatban 1év6, p slirliségli anyag tomege,

m=[pdv. (7.126)
14

A térfogatban 1év0 m tomeg hdémérsékletének dr 1d6 alatti dT értékkel valod
megvaltozasahoz
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dT :Mdt, (7.127)
dt

dQ hémennyiség sziikséges
dT
dQ =cmdT = [cp—dtdV , (7.128)
y dt

amely héenergiat dr id6 alatt kell a rendszerbe juttatni,
dQ:dtIcpﬂdV. (7.129)

A homérséklet valtozashoz sziikséges hdenergia fedezete a dr id6 alatt a V'
térfogatban 1év6 héforras termelte hdmennyiség,

dOy=dt|qy dv , (7.130)
V
ahol ¢y a térfogategységben, idGegység alatt keletkezett hdmennyiség, a térfogati

héforras-siriiség [qV]:IW/ m3 = lJ/ sm3, és a térfogatot hatdrolé feliileten dr id6
alatt ataraml6 hdmennyiség,

dQy =—dt$q-dA, (7.131)
A

ahol a negativ eldjel azt jelzi, hogy a felillet n normalisa és a héaram-stiriség vektorok
ellenkez6 iranyuak.
A hévezetd kozeg V' térfogatanak energiaegyensulya

dQ=d0y +d0y (7.132)

amely Osszefiiggést (7.129)-(7.131) 0Osszefiiggések figyelembevételével részletesen
kifejtve az energiaegyensuly a kovetkez6 alakban fogalmazhatd meg,

dtjep L ay = dt gy av —dfi da. (7.133)
y ot v y

Figyelembe véve azonban, hogy a fenti egyenlet utolsé tagjaban a hdaram-siiriiség
vektor mennyiség (7.125)
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Mg o e s j, (7.134)

§=Gyey+qpe,+dre,=—A —é,+—e, +
q=4qxex tqy€y tqze; (axx ayy Pe

tovabba, hogy a zart feliiletre vett integralja (Gsszege) egyenld a feliilet altal hatarolt
térfogatra vett koordinata komponensek derivaltjaval,

§G-dA = f[i@jdV:j Gy My | 04z | 4y (7.135)
y y\or p\ox Oy Oz

amelyet a (7.133) energiaegyensulyi egyenletbe helyettesitve, hdvezetés
energiaegyensulyi egyenletére a kovetkez6 adodik,

datjepiLav —dt gy av
yoodt v

+dt| i[/’ta—Tj+£ ﬂa—T +i[/18—T] dv.
pox\ ox) oy\ dy) az\ oz

Minthogy az egyenlet mindkét oldala ugyanarra a V térfogatra a dr id6 alatti
energiamegvaltozasra vonatkozik, az egyenldség akkor all fenn, ha az integranduszokra
is fennall, amely a hdvezetés differencidalegyenletét eredményezi,

dr of(,eTr) of(,oT) o(,0T) .
ar _o(,o0ry of,or| of,oT)_. 7.137
P ax( 6xj 6y( 6yJ 0z ( 0z j v ( :

(7.136)

Ha a kozeg A hévezetési tényezdje a geometriai tér pontjaiban nem allando, a fenti
kifejezés bal oldalan a masodik tag atalakithato,

90T, of,0r), o, 0T)_
ox\ ox) oy\ oyv) oz\ oz
0A 0T 04 0T 0A 0T 02T 02T 02T
= ——+t——+—— |+ 1 + + .
Ox Ox Oy Oy 0Oz Oz 2 oy2  0z2

(7.138)

Ha azonban a kozeg A hovezetési tényezdje a geometriai tér pontjaiban allando,
(7.138) jobb oldalan az els6 zarojeles kifejezés nulla,

2 2 2
i(ga_T}i 29 +3(,15_T):/1 O°T O o7\ (7.139)
ox\ Ox) oy\ Oy) 0z\ 0Oz o2 o2 072
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Bevezetve a jol ismert Laplace-operatort,

92T a2T . 02T

AT + , 7.140
o2 o2 022 ( )

a hévezetés (7.137) differencialegyenlete a kdvetkezo lesz,
cpj—f—ﬂATzq’V. (7.141)

7.6.2. Hatarfeltételek

Linearis anyagjellemz6k esetén, (¢ =4ll., p=4all.,, 1 =4ll.) valamely A feliilettel
hatarolt V' térfogat energiacgyensulyara vonatkozo (7.136) egyenlet integralis alakja,

f[cpa—T—/MT—qv)dV:O, (7.142)

a geometriai tér egyes pontjaira vonatkoztatva pedig (7.141) alapjan a hdévezetés
energiaegyensulyi egyenletének a differencialis alakja a cp anyagallanddval valod

osztas utan a

AL _Azp_dv (7.143)
dt  cp cp

formulaval adott alak. A miiszaki életben leggyakrabban a fenti (7.143) differencialis
alakot szokas alkalmazni. A linearis masodrendii parcialis differencialegyenlet egy
parabolikus tipusu parcialis differencialegyenlet, egy diffiizios egyenlet.

A hovezetés differencialegyenlete derékszogii koordinata-rendszerben a kdvetkezd
alaka

2 2 2 ;
or Ao, 0T O _dv (7.144)
ot cplox2 2 a2 ) cp

ahol ¢, =¢,, (x, ¥, z,t) a térfogati h6forras-siiriség a hely és az id6 fliggvénye lehet.

Hoéforrds mentes, ¢, =0, nem-staciondrius (instaciondrius), 8/('%7&0 hovezetés
esetén a hémérséklet T =T(F,t) hely- és id6 szerinti eloszlasat meghatirozo
differencialegyenlet az un. Fourier differencidlegyenlet
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M—iAT(F,t): 0. (7.145)
ot cp

Az iddbeli folyamatok lecsengése utdn, 0/0r=0, staciondrius hoforras esetén,

qy :qv(F), az un. Poisson egyenlet megoldasa adja a hémérséklet hely szerinti

eloszlasat,
A AT(;)z_"lv(f ) (7.146)
cp cp

Ha azonban a vizsgélt térben nincsen hoéforrds, ¢, =0, a hdmérséklet hely szerinti
eloszlasat a

~AT(F)=0 (7.147)

homogén differencidlegyenlet, a Laplace egyenlet megoldésa adja.
A hovezetés differencidlegyenletének megoldasa, annak a 7 =T (F,t) térbeli és

idébeli homérséklet eloszlas meghatarozasat jelenti, amely egyrészt kielégiti a feladat
megfogalmazasdhoz tartozo differencidlegyenletet (energiaegyenstlyi egyenletet) és
eleget tesz a feladathoz tartozo hatdrfeltételeknek. A hatarfeltételek két csoportra
oszthatok, a kiindulasi vagy kezdeti feltételeket és a peremfeltételeket foglaljak
magukban.

e A hdvezetés differencidlegyenletének megoldasahoz egyrészt ismerni kell a
vizsgélat kezdetén, a t=0 pillanatban a geometriai tér minden pontjaban a
hémérséklet értékeket, a kiinduldsi, kezdeti homérsékleteket, amelyhez képest a
hémérsékletvaltozasok 1étrejonnek,

T=T(F,t=0)=Ty(F); (7.148)

e  Masrészt, ismerni kell a vizsgalt térrész hatarfeliiletén (peremén) a kornyezet
homérsékletének, hoforrasainak hatasabol szarmazo homérsékletet, valamint a
feliileten ataraml6 héaram-siiriiség értékét, azaz a kornyezettel vald kapcsolatot
kifejezd peremfeltételeket.

A peremfeltételek els6faju, Dirichlet tipust; masodfaju, Neumann tipusu; ill.
harmadfaju, Robin tipusu feltételek lehetnek. A 7.43. dbrdn lathatd természetes
koordinata-rendszerben a hémérséklet a feliilettel parhuzamos sikban, ill. a feliiletre
merdleges iranyban valtozik, 7 =T (z-,n,t). Ekkor a feliileten ataramlé hdaram-stirliség

érintd és normalis iranyu komponenseit tekintve
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dv -
dA

7.43. dbra. Természetes koordinata-rendszer a V térfogatot hatarolo A feliileten

(;(r,n,t)= 2 GT(T:n,t) _ _ﬂ(aT(r,n,t)ET N 8T(r,n,t)én}
or or on , (7'149)

q(Ts n9t):: 61‘(2-3 nst)—"_ 6}’1(2-5 nst)s
a peremfeltételek a kovetkez6 médon fogalmazhatok meg.

(a) Elséfaju, Dirichlet tipusu a peremfeltétel, ha a fal feliiletén a hdmérséklet hely és
1d6 szerinti eloszlasa eldirt, azaz

T(r,nt),, =T(r.1), (7.150)

ahol a w index a fal pontjait jelenti. Ez azt jelenti, hogy a vizsgalt térrész hatarfeliiletén
eldirt értékd, érintd iranyt héaramlas jon 1étre,

= T, -
q,(r,t)wz—zaw—(r”)e,. (7.151)
or
. - oT, t)_
Ha a fal mentén nincs héaramlas, qr(z',t]w :—ﬂ%ef =0, azaz a térfogatot
T

hatarol6 feliilet hémérséklete a fal mentén a hely szerint nem valtozik, 7'z, t] w=T,),

az id6beli folyamatok lezajlasa utan (¢ — o), staciondrius esetben, a feliileten &llando
homérséklet all be, ahogy az a 7.44. abran lathato.

(b) Masodfaju, Neumann tipusi peremfeltétel esetén, a falon ataramldé hdéaram
értéke, a hdaramsiiriség normalis komponense eldirt,

an(z.n,1)] 3 = Gy(z. ). (7.152)
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TW

vizsgilt
térfogat kdirnyezet
n

7.44. abra. Az els6faju, Dirichlet peremfeltétel értelmezése
Figyelembe véve, hogy a hdaram-siliriség normalis komponense

- 6T(T,n,t)

g(r.nt)-ii=q,(c,nt)=-2 , (7.153)
on

az el6irt masodfaji peremfeltétellel a homérséklet felilletre merdleges iranya
megvaltozasa van elbirva, ahogy az a 7.45. dbrdn lathato,

oT(z,n,t

— A )|W:qw(r,t). (7.154)
n

vizsgdlt
térfogat kdrnyezet

n
7.45. abra. A masodfaji, Neumann tipust peremfeltétel értelmezése
(¢) Harmadfaju, Robin tipusu peremfeltétel esetén a vizsgalt térfogat feliiletére

hévezetéssel érkezd hdéaram-siiriség hdatadassal tavozik a kornyezetbe, ahogy az a
7.46. abran lathato,

I,

vizsgilt
térfogat kéiirnyezet
n

7.46. abra. A harmadfaji, Robin tipusu peremfeltétel értelmezése
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oT

on

—A—|y=ally,-Ty). (7.155)

7.7. A héovezetés differencialegyenletének analitikus megoldasa

7.7.1. Allandésult dllapot vizsgdlata

A hovezetés staciondrius allapotdhoz tartozé homérséklet eloszlast vizsgalva az
id8beli valtozas figyelmen kiviil hagyhat6 (6/0t =0).

7.7.2. A Laplace egyenlet direkt megoldasa

A 7.47. abran lathatd egydimenzids esetet vizsgalva a T és 7o homérsékletii

sikfalak kozotti, A4 hdvezetd képességgel rendelkezd kozegben a homérséklet

eloszlasanak meghatarozasa a feladat.
A forrasmentes, egydimenzios feladat homérséklet eloszlasa csak az x

helykoordinatatol figg, 7 =T (x), a Laplace egyenlet megoldasat eloirt elsofaju,
Dirichlet peremfeltételek mellett kell meghatarozni

2
ox?2
A=
= A
T, q T,
0 d "

7.47. dabra. Sikfal hévezetése

A fenti differencialegyenletet egyszer integralva 6T (x)/ Ox = Cy, majd még egyszer
integralva T (x): Cix+ Cy, ahol Cp, C, integralasi allandok, amelyek a megoldasnak
a peremfeltételekhez valo illesztésébdl hatarozhatok meg

T(x=0)=T1=Cy, T(x=d)=T,=C1d+C,, (7.157)
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ahonnan az allandok ismeretében Cp =77 és C :(TZ—TI)/d a két fal kozott a

hémérséklet eloszlas a 7.48. dbran lathatdé modon, 77, T, értékétdl fiiggben linedris
lesz,

T(x)=%x+7]. (7.158)
T &
7 &
T>T,
0 X X

7.48. abra. A hOmérséklet eloszlas két sikfal kozott

7.7.3. A Laplace-Poisson egyenlet direkt megolddsa

Legyen a feladat egy, a 7.49. dbran lathatd o villamos-, 4 hd-vezetdképességii, 1
aramvezetd belsejében a homérséklet eloszlas meghatarozasa, ha az aramvezetd
feliiletének hémérséklete megegyezik a kornyezet 7., homérsékletével.

W Tf p /"
8 [
T, N T,
) P
0 d *

7.49. abra. 1d6ben allandosult hévezetés héforrassal

Feltételezve, hogy az aramvezetd m mélysége sokkal nagyobb, mint a d
szélessége, m >>d , igy a mélység iranyu valtozas figyelmen kiviil hagyhato, a feladat
egydimenzids esetnek tekintheté. A o villamos vezetOképességii kozegben az [ aram
hatasara keletkezett Joule ho szolgaltatja az egyenletes eloszlasu térfogati hoforrast,

P:RIZ:Ldﬂ =0,, (7.159)

on
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ahonnan a térfogati héforras-siiriség a geometriai tér minden pontjaban allando,

: Qv 12 1
. 7.160
av0 il ( 1)2 ( )

A homérséklet eloszlas az eldirt els6faja, Dirichlet peremfeltétel mellett a

82T(x)
ox2

-2 =4y, T(x=0)=T,, T(x=d)=T, (7.161)

Laplace-Poisson egyenlet megoldasaval hatarozhatd meg.
A direkt megoldast alkalmazva a masodik integralas utan a hdmeérséklet eloszlas a

differencialegyenlet — AT (x) =G0 X2 / 2 + Cyx + Cy megoldasanak a peremfeltételekhez
valo illesztésével,

—AT(x=0)=Cy =T,
(7.162)
—AT(x=d)=Gyod2/2+Cid+Cy =—AT,,

az integraldsi konstansok meghatarozasaval, Cj=-¢,0d/2, Cp,=-AT, a

homérséklet eloszlas az aramvezet belsejében a kozepe felé a 7.50. dbran lathatd
modon parabolikusan nd,

0 d

7.50. abra. Hémérséklet eloszlas aramvezetOben

. 2 . d .

qv0 qv0 qv0
T(x)=—2—+ 22 x4+ T =-2~(d- +T, . 7.163
(x) 1 2 Y X+l Y ( x)x © ( )

A hémérséklet maximélis értékét éppen a vezetd kdzepén, az x = d/2 helyen éri el,

. 2
d qvo(dj
T =Tl x=2 =202 7.164
max [x 2) 24 2 ( )



7. HOTAN 263

7.7.4. A héellenallas, héatviteli tenyezo

Hoatvitel esetén a héaram Q =dQ/dt = ¢7 A. Figyelembe véve, hogy a 7.51. abran
lathato hévezetés és hoatadas esetén ez a hdaram

oL 1 qu‘
hdidtaddassal | g
dx l Q hdvezetéssel

r

hddtaddssal lQ TZ
L5
T.‘)

7.51. abra. A héellenallas fogalma

: dT

O=-2——4, O=adl 4 (7.165)
X

aranyos a homérséklet kiilonbséggel, ahol az ardnyossagi tényezd reciproka az Rjg

héellenallas
o= (7.166)
Rps
A fentieknek megfeleléen hdvezetésnél és hoatadasnal a hdellenallas
d 1
Rh6 vezetss = A Ry atadas = A (7.167)

A hodellendllas fogalmanak felhasznalasaval egyszerti problémava valik a
7.52. abran lathato, homogén, kétrétegli sikfal hdvezetésének meghatarozasa.

d d

2/,

}ul kz

7.52. abra. Kétrétegii fal hdvezetése
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Feltéve, hogy a rétegek vastagsdga rendre dj,d,, hévezetési tényezdjik 4,4y, a
rétegeket hatarold sikok homérséklete 17,7,,7,. Minthogy az egyes rétegekben a
héaram azonos, a rétegekben a homérséklet kiilonbségek pedig ardnyosak a héaram és a
héellenallds szorzataval T4 —-T, = RIQ, T,-T, = R2Q , a rétegek homérséklet
kiilonbségeinek 0sszege a kétrétegli sikfal két oldala kozti hdmérséklet kiillonbséggel,
-7 = (T -7, )+ (T w—D ) = (Rl +Ry )Q , ahonnan a rétegezett sikok kozott ataramlo
héaram Q = (T} — 75 )/(R; + Ry).

A 7.51. dbran lathato kiilonb6z6 rétegeken atdramlé hédram megadhatd a 7, Tj,
hémérsékletek kiillonbsége és a hdellenallasok ismeretében

Q:M:kA(Ta—Tb), (7.168)
Ral + Rv + Ra2
ahol némi rendezés utan
k= ! = ! = | . (7.169)

aq 1 a

A(Ral+Rv+Ra2) 4 1 +ﬂ+ 1 i_,.@_ki
alA A4 0[2A

a hoéatviteli, hoatbocsatasi tényezo.
7.7.5. Az idobeli valtozasok vizsgalata

A hoévezetés folyamatanak id6beli vizsgalatdhoz a homérséklet hely és iddbeli
véltozasanak meghatarozasaacél, T =T (F ,t).

Ekkor egydimenzioés feladatot tekintve a hdvezetés (7.145) Fourier-féle
differencialegyenletének

oT(x,t) A 02T(x,1)
ot cp  Ox2

~0 (7.170)

a t=0 pillanatbeli hémérséklet hely szerinti eloszlasanak, T(F, =0)=Ty(F), valamint
az eldirt els6-, masod-, ill. harmadfaji peremfeltételek (7.150), (7.154), (7.155)
ismeretében, a T hely- és id6beli valtozasinak meghatérozéasa a feladat T = T (F,z).

A megoldas a Fourier-féle szorzat-szeparacios moddszerrel allithaté eld, ahol a
hémérséklet valtozasat egy helyfiiggd f (x) és egy 1dofiggd g(t) fliggvény szorzata
adja,

T(x.1)= f(x)-g(t). (7.171)
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A feltételezett megoldast a (7.170) egyenletbe helyettesitve

2
f (X)a%y)—g(t)é%gxk 0, (7.172)

majd mindkét oldalt elosztva az f(x)- g(¢) szorzattal és bevezetve a A/cp =a jeldlést,

g(t) ot _f'(x) ox2

Laglt) 1 %) _, (7.173)

a parcialis differencidlegyenlet szeparalhato két kozonséges, egy helytdl fiiggd
masodrendi és egy id6fliggd, elsérendi differencidlegyenletté

1Looglt) 5, 1 8%f(x)
_g(t o =m _f(x)a—axz , (7.174)
azaz
2
d‘i—gt)—ng(t)z(), a%z(x)—mzf(x):(). (7.175)

Az egyes differencidlegyenletek megoldasat exponencialis alakban keresve
g(t)=Gert, flx)="Feprx, (7.177)
az m2 értékétdl fiiggden mas-mas megoldasra vezet.

(a) Az m? dllandé pozitiv valés, m2 >0, ekkor az egyes differencidlegyenletek
alakja

d d?
$_ng@:0’ a%z(x)—mzf(x)=0. (7.178)

Az egyes differencialegyenletek megoldasanak feltételezett (7.177) alakjat alkalmazva,
¢és a differencialegyenletbe helyettesitve

y=m2, @=Fm/Ja, (7.179)

ahonnan az egyes részmegoldasok ismeretében
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m m
—=X +—=x

gl)=Gem*, f(x)=Fe Na +Fe Ja | (7.180)

a hémérséklet hely - idészerinti eloszlasa a kovetkezo,

m m
——=X +—=x
T(x,t):Gemzt Fe Va + Fhe Ja© | =
7.181
[f] [f] 180
S Cle a m +C2€ a m ,

ahol Cy =GF] és Cy =GF,. A kapott megoldas egy retardalt, késleltetett hoterjedést
ir le, azaz a ho terjedéséhez idére van sziikség, ahol a héterjedés sebessége a ¢+ x/v
figyelembevételével v=m/ \/; . A zargjeles kifejezés elso tagja a +x iranyba terjedo, a
masodik tagja a —x irdnyba terjedé hoéhullamot jelenti. Az m 4llando és a Cp,Cp
egyiitthatok a hatarfeltételekhez valo illesztés soran hatarozhatok meg.

(b) Az m? dllandé negativ valés, m? <0, ekkor az egyes differencialegyenletek
alakja

2
di—?)*ng(’)zo’ a%z(x)—kmzf(x):(), (7.182)

a részmegoldasok exponens kitevoi

y=-m2, ¢=¢j%, (7.183)
a

ahonnan a hémérséklet eloszlasa

.m .m
X +j—=x

_pm
T(x,t)=Ge ™| Fle "Na +Fe "a |, (7.184)
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ahol F és F, egyiitthatok komplex konjugalt part alkotnak, 1?1 = FelP,

Fy = " = Fe=JP és igy a hémérséklet eloszlas a kivetkezé alaki lesz

. m . m
_ —j—x _ +J7x
T(x,t) = Ge—m?t Fe NP Fhe Ja | =

m m
—Jj| —=x—p +j[x+pj
= Ge M| e [x/2 j+e Ja (7.185)
= e—m2f2GFl cos| — x — ol
Ja
A kapott megoldas allohullamok kialakulasat jelenti, amely allohullamok amplitadoja
az 1d6 mulasaval exponencialisan csokken, azaz térben periodikusan valtozo, idében

exponencidlisan csokkend lesz a hdhullim eloszldsa. Az m?2 é4llandd, valamint a GF
amplitado és a p kezdofazis értékek a hatarfeltételekbdl hatarozhatok meg.

(c) Az m?2 dllandé képzetes, m? = jx , ekkor a differencialegyenletek alakja

dglt) . 1 _ o A% oy
7-]7(%—0, adx—z—]l(f(x)—o, (7186)

a részmegoldasok kitevoi

¥ = JjK, (p=¢(1+j)\/2Z : (7.187)
a

és igy a hémérséklet eloszlas a kovetkezo lesz,

. T+ j)\/zx
T(x,t)= Ge/®| Fe 2a" |=

— K
+J—x / /
—e V24 GF|cos| xt T .| =x + jsin| &t F K ,
2a 2a

(7.188)
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azaz a retardalt, késleltetett h6hullam a megtett tdvolsaggal exponencialisan csokken. A
-> elgjel a +x iranyba haladd hullamot, mig a ‘“+’ elgjel a —x iranyba halado hullamot
jeloli.

7.8. A héovezetés differencialegyenletének numerikus megoldasa,
a véges differenciak modszere

7.8.1. A Lapace-Poisson egyenlet numerikus kozelitése

Legyen a feladat egy d szélességli, 4 vezetdképességl kozegben a homérséklet
allandosult allapotbeli eloszlas meghatarozasa, (7.53. dbra), azaz a

T

a

| L
Llr,L".';_h_h,Lll;.l
0 Xi-1 Xp X d

7.53. abra. Réacsosztas és racspontok

A 2T() _ gylx) v, (7.189)

pc ox2 pe

Laplace-Poisson egyenlet numerikus megoldasa legyen a feladat.
A vizsgalt tartomanyt n egyenl0 részre osztva, az egyenletes racsosztas mérete

h=d/n, az i-edik racspont helye x; =ih, i=0,1,2,---,n. A hémérséklet értéke az i-
edik racspontban T;. A feladat a Laplace-Poisson egyenletet a rdcspontokban kielégitd

hémérséklet eloszlas meghatarozasa, azaz a kovetkezd parcidlis differencidlegyenlet
megoldasa

02T
_a[_axZJ. =g, (7.190)
l

ahol a=21/pc és g; =(qV /cp)l. az i-edik racspontbeli héaram-siirtiséggel aranyos

gerjesztés.
Taylor sorral kozelitve az i-edik pont kérnyezetében 1€v6 i —1-edik és az i +1-edik
racspontok homérsékletét,
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2 2
T}._lzj}_h[a_Tj +h_ a_T +eee,
ox ); 2 ox2 ;

(7.191)
oT\  h2 (02T
Liag=Ti+h| — | +—| — | +,
AL [ Ox l 2 (6x2 l.
majd a két hdmérsékletet 6sszeadva és a magasabb derivaltakat elhanyagolva,
2
Ty + T = 2T; +h2 o°r , (7.192)
o2 ).

a hémérséklet az i-edik racspontbeli masodik derivaltjat a Laplace-Poisson egyenlet i -
edik pontbeli kifejezésébe helyettesitve

2 _T. T
—a(a T] _ gl P2l (7.193)
i

ox2 h2 P

ahonnan a 7.54. abran lathato iteracids séma adodik az i-edik racspont és a szomszédos
racspontok kozti hémérsékletek kapcsolatara a 42 / a-g; = g; jelolés bevezetésével

(T +2T; - Ti4)=8; - (7.194)
-1 2 -1
Yi-1 Xi Xisl

7.54. abra. A szomszédos racspontok hémérsékletei kozti kapcsolatot meghatarozo
iteracios séma

7.8.2. A peremfeltételek figyelembevétele
(a) Elséfaju, Dirichlet tipusu peremfeltetel kielégitése

Feltételezve, hogy a vizsgalt tartomany peremein, az i=0 ¢és az i=n
racspontokban, a vizsgalt kdzeg hataran ismert a falak hdmérséklete, mégpedig az i =0
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racspontban a hémérséklet 7;_g =T, , és az n -edik racspontban a hdmérséklet értéke
T;—y =Ty, ahogy az a 7.53. dbran lathato.

Felirva a kapott (7.194) egyenletet az i =1,2,3,---,n —1 racspontokra

i=1, -T,+20-T, =gh?,

i=2, —T{+2T, —T3 = g,h2,

(7.195)
2 ~T; 1 +2T; =Ty = ih2,

n=1, =T, 5 +2T, 1-Tp =g, 1h?,

majd az ismert hdmérsékleteket a jobb oldalra rendezve, egy linearis egyenletrendszer
adodik. Az egyenlet baloldalan 4116 egyiitthaté matrix hianyos, savmatrix lesz,

2 -1 0i0 ][ g | |Ta
-1 2 -1 0 p) g2 0
O 2 N (7.196)
0 -1 2:0 T3 g3 0
K 0 -1 2 ] _Tn—l_ _En—l_ _Tb_

A fenti egyenletrendszert megoldva, a racspontok hdmérsékletei kiadodnak.

(b) Masodfaju, Neumann tipusu peremfeltétel kielégitése

Masodfaju peremfeltétel esetén pl. az n -edik racspont homérséklete nem ismert,
adott azonban a hémérséklet normalis iranyq, jelen esetben az x -iranya derivaltja, a
feliileten ataramlo héaram-siiriiség,

—A[O—T) =—/1(6—Tj =q,. (7.197)
on i=n Ox i=n

Bevezetve a 7.55. abran lathato fiktiv, n+1-edik racspontot, ahhoz, hogy a
normalis irany( derivalt megszerkeszthetd legyen, az n-edik pontbeli derivalt
eléallithatd a fiktiv, n+1-edik és az n—1 -edik pontbeli hdmérsékletek kiillonbségével
¢és a koztiik 1év0 racstavolsaggal
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_A(Z_Tj EPRYES Sl ‘th—l =q,, (7.198)
X Jizpn 2

ahonnan a fiktiv racspont hémérséklete megadhaté a valdosagos geometridhoz tartozo
racspontok hdmérsékleteivel és az el6irt masodfaji, Neumann tipust peremfeltétellel,

2h .
Tyt :Tn—l_TQn' (7.199)

Tn—l Tn TH +1

Clala la x
n-2 n-1 n n+l

7.55. abra. Fiktiv rdcspont a masodfaju peremfeltétel kielégitéséhez

Ekkor mar az n -edik racspontra is felirhat6 az iteracids séma. Figyelembe kell azonban
venni, hogy a peremfeliileten nem szokott térfogati héforras elhelyezkedni, igy az
egyenlet baloldala nulla lesz,

a(=Ty_y +2T, = Tp41)=0. (7.200)

Behelyettesités utan az n -edik racspontra felirt egyenlet a kdvetkezo,
2h .
-T,1+2T, - Tn_l—an =0, (7.201)
amely némi rendezés utan a kovetkez6 alakban adhaté meg,
2h .
-2T,_1+2T, +7qn =0. (7.202)

(¢) Harmadfaju, Robin tipusu peremfeltétel kielégitése
Harmadfaju peremfeltétel esetén az n-edik racspontban a feliileten ataramlo,
normalis iranyu héaram-stiriiség, a fal homérséklete és a kornyezet hdmérséklete kozti

_ /1(5_Tj —alT, ~T,) (7.203)
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kapcsolatot kell kielégiteni. Ebben az esetben ugyancsak felvéve a 7.56. abran lathato
fiktiv racspontot a hoéaram-stirliségnek a feliilet normalisa iranytt komponensének
meghatarozéasahoz.

h . h | h ) X
n-2 n-1 n n+l

7.56. abra. Fiktiv racspont a harmadfaju peremfeltétel kielégitéséhez

Az n-edik racspontra felirva a feliileti normalis iranyu derivaltat

- A% = a(T, -Ty,), (7.204)

ahonnan a fiktiv racspont hdmérséklete a kovetkez6 alakban fejezheto ki

2ha
Tpi1 =Tyt —T(Tn ~T). (7.205)

A fiktiv racspont hémérsékletét az n-edik racspontra vonatkozd iteracios egyenletbe
helyettesitve,

—lpq+ 2Tn - Tn+1 =0, (7.206)

és figyelembe véve, hogy a peremfelilleten nincsen térfogati héaram-forras az n-edik
racspontra felirt egyenlet a kovetkezd alakra hozhatd

2ha
—Ty1+2T5 _[Tn—l __(

T, — Ty )) =0, (7.207)

amely némi rendezés utan a kovetkez6 lesz,

—T,q+ (1 +h7“jrn = %"’Tw . (7.208)
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7.8.3. Az idobeli valtozas figyelembevétele, a diffuzios egyenlet numerikus kozelitése

A hémérséklet mez6 térbeli eloszlasa mellett az idébeli valtozast is figyelembe vevo
kozelitések esetén a feladat a

aT(x,t) A 82T(x,t) 1 .
- - , 7.209
ot cp  ox2 cp vwt) ( )
diffazios egyenlet megoldasa, az eldirt kezdeti
T(x,r=0)=Ty(x), (7.210)

és elsofaju, Dirichlet tipusu, masodfaju, Neumann tipust és harmadfaju, Robin tipust
peremfeltételek (hatarfeltételek) mellett. A diffuzids egyenlet kozelitd megoldasanal a
diszkretizalast a 7.57. dbran lathatd médon térben és idében szokas alkalmazni.

=

n+1

IA{ n—1

Ae | -1 1 14

7.57. abra. Diszkretizalas térben és idében

Az i-edik racspont helykoordinatdja x; =i-Ax, i=0,12,---,N,, az n-edik id6pillanat
ty=n-At, n=012,---,N,. Az i-edik racspontban, az n-edik idOpillanatban a
homérséklet értéke T(x;,t,)=T".

A térbeli iteracidhoz hasonldéan az idébeli iteracid is a Taylor sorral valo kozelités
alkalmazasaval oldhaté meg.

(a) Elorelépé Euler, explicit differencia sema
Az eldrelépd differencia séma esetén a (7.209) diffuzids egyenlet i-edik racsponthoz
tartozo, n-edik idopillanatbeli alakjabol lehet kiindulni,

OT (x;,¢t 02T (x;,¢ 1 .
(azt ")—a a(x; n):;qv(xi’tn):gln. (7.211)




274 7. HOTAN

ahol tovdbbra is bevezetve a a=A/cp valamint az q,(x;.t,)/co=g(x;.t,)=g"
jelolést. A hely szerinti masodik derivalt a jol ismert kdzelitéssel kifejezhetd,
027 (xyty) Ty =211 + T}

% oF , (7.212)

az idoébeli derivalt pedig az i-edik racspontbeli n-edik iddpillanatbeli homérséklet
értekébdl az n+1-edik id6pillanatbeli homérséklet értékét a 7.58. abran lathatd elérelépd
Taylor sorral kdzelitve a kdvetkezd alakban adhaté meg

(@)

n+l

n n+1

7.58. dbra. Taylor sor az eldrelépd Euler differencia sémahoz

oT(x;,1,) T -1

~ , 7.213
ot At ( )
és ezzel a (7.211) egyenlet a kovetkezd alakban kozelithetd
_TH 4 OTh _Th Tntl _pn
i—1 l i+1 + i ! :gln (7214)

(Ax)2 At

Az egyenlet mindkét oldalat az id6lépés hosszaval, At értékével megszorozva és

bevezetve az r = a.At/ (Ax)2 , valamint a A¢- g/ = g!" jeldlést a kovetkezd egyenlet
adodik

ey vary - et - )= g (7215)

1

A fenti egyenlet rendezésével az i-edik racspontbeli hdmérsékletek ismeretében az n+1-
edik iddpillanatbeli hémérséklet eldallithatd
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Tl =T+ (1= 20 17 + T

L+, (7.216)

amely a 7.59. abran lathatd, el6relépd iteracios sémat eredményezi.

n+1

7.59. abra. Az eldrelépd, Euler iteracids séma
Az egyes racspontokra felirva az egyenleteket, a geometriai tér racspontjaiban a

hémérséklet és a gerjesztés n-edik idopillanatbeli értékébol az n + 1 -edik iddpillanatbeli
hémérséklet eloszlas meghatarozhato,

AT+l =BT + G (7.217)

ahol T” és G a racspontokhoz tartozd homérsékletek és gerjesztések oszlopvektora,

Ty gy
(L I et
™= L Gr=| A (7.218)
o 8
n =n
_TNX_ _ng_

Meg kell jegyezni, hogy els6faju, Dirichlet tipusu peremfeltétel esetén a perempont
hémérséklete ismert, és ugyanakkor a peremen a térfogati hdaram-forras stirtisége nulla.
A fenti, (7.217) egyenletben az A és B kvadratikus matrixok tartalmazzak az egyes
iddpillanatokhoz és racspontokhoz tartozé hémérsékletek egyiitthatoit, azaz

10 0 12r 0
01 0 rooo1=2r ¢ 0

A: ! . B: H . (7218)
00 1 0

r 1-2r!
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(b) Hatralépo Euler, implicit differencia séma
Hatralépé Euler differencia séma esetén a diffizidos egyenlet i-edik racsponthoz
tartozo, n+1-edik idépillanatbeli megoldasanak kozelitésére keriil sor

OT (x> tp+1) iy 02T (xitn1) _
ot o2

g(xistna1)- (7.219)

A masodrendii térbeli differencidlegyenletet tovabbra is a korabban alkalmazott
centralis differenciasémaval kozelitve

n+l _ n+l n+l
02T (xj tye) T 20 + T/

~ 1=

ox? (&

, (7.220)

az ntl-edik iddpillanatbeli id6szerinti derivaltat pedig a 7.60. dbrdn lathatd, az n+l1-
edik iddpillanatbeli érintével kozelitve,

1)

n n+1

7.60. abra. Az n+1-edik iddpillanatbeli érint6 a hatralépd differencia sémahoz

1
aT(‘xht}’H—l) ~ ]’;]’H‘ _Tin (7221)
ot At

a (7.219) egyenletet kozelitd differenciaséma a kovetkez6 lesz

_gn+l yopn+l _pn+l  pa+l _n
a i—1 ( 1)2 i+1 4o v i :gln+1 ) (7.222)
Ax

Az egyenlet mindkét oldalat az iddlépés hosszaval, Ar értékével megszorozva és

tovabbra is bevezetve az r:a~At/ (Ax)? , valamint a At g+l =gn+l jelslést a

kovetkez6 egyenlet adodik,
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=T 4 (L 2e)rH il = g gt (7.223)

A kiadodo iteracids séma a 7.61. dabrdn lathato.

-r 1+2r -1
H: —@—— n+1
| l(; ! n
i-1 i i+l

7.61.abra. A hatralép6 Euler, az implicit iteracids séma

Alkalmazva a geometriai tér racspontjaihoz tartozé homérsékletekre a feni iteracios
egyenletet, a kapott egyenletrendszer a kdvetkezd lesz

ATn+l =BT + G+l | (7.224)

ahol az n+1 -edik iddpillanatbeli, az egyes racspontokhoz tartoz6 homérsékletek és

gerjesztések TH+1 és Gn+l oszlopvektorai a kovetkezok,

[ rn+1] [=n+l]
Iy )
T1n+l §1n+1
o+l = b Gn+l = 1| (7.225)
o &
Tn+1 sn+l
L Vx| _ng i

migaz A, B egyiitthaté matrixok a kdvetkezok,

1+2r —-r 0

o)
O —r 1+2r —r
1 B

, b 7.226
0 -r 1+2r ! ( )

(¢) Sulyozott differencia sémaja, Crank-Nicolson differencia séema
A sulyozott differencia séma alkalmazasakor a hémérséklet n+1-edik idépillanatbeli
értékét az n-edik iddpillanatbeli értékbdl, valamint az n+1-edik idopillanatbeli derivalt
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@ -szorosa és az n-edik idopillanatbeli derivalt 1— @ -szorosa altal a At idéintervallum
alatt létrehozott novekménnyel adhaté meg, ahogy az a 7.62. abran lathato,

6T~”+1 oTn
Tl =T +(@ l@t +(1-0) 8; JAt . (7.227)
()
n+1
" /’
| t
H n+l1

7.62. abra. A sulyozott differenciaséma

Képezve a diffuzios egyenlet n+1-edik iddpillanatbeli értékének GAf -szeresét, és az n-
edik id6pillanatbeli értékének (1 — @)As -szeresét,

oT (x; 02T (x;
@AtM _ a@AtM = OAt - g(xj tyi1 )
ot ox?2
(7.228)
oT (x; 02T (x;
(- @)AIM . @)AtM —(1-@Nr - glx;.t,)
ot ox2

majd &sszeadva, a baloldali els6 tagok dsszege (7.227) szerint éppen a hdmérséklet n+1-
edik és n-edik id6pillanatbeli értékinek kiilonbsége, a masodik tagokat pedig a centralis

differenciasémaval kozelitve és bevezetve a jol ismert r:a~At/ (Ax)2 , valamint a
At-glt =g jeldléseket a fenti egyenletek dsszege a kovetkezd alakra hozhato,

Tyt -y ‘r@(Tijll - 27! +Tiri+11)‘(l‘@)(Tin—1 217 +Tir-l+1)

(7.229)
=g +(1-0)r,

ahonnan az ntl-edik iddpillanatbeli, az i-1, i, i+l-edik racspontokhoz tartozo
hémérséklet értekek ugyanezen racspontok n-edik idopillanatbeli értékeivel, és az i-edik
racspontbeli n+1-edik, ¢és az n-edik iddpillanatokhoz tartozd gerjesztéseivel
kifejezhetdk, ahogy azt a 7.63. abran lathato differenciaséma mutatja
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—rort e (2! oty - egr !+ (1-0)g;
(7.230)
-0, (-2 - o)y + -0,

n
i i+1°

—® 1+2r0© -r®
y n+l1

b (_\ ) n
11-0) 1-201-0) r1-0)
i-1 i i+1
7.63. abra. A stlyozott derivaltak differencia sémaja

A geometriai tér racspontjaira felirva a fenti iteracios egyenletet, az a kdvetkez6 linearis
egyenletrendszerre vezet

AT+ = BT7 + Gnntl | (7.231)
ahol T7+1 és T” oszlopvektorok a racspontokhoz tartozé hémérsékletek n+1-edik, ill.
n-edik pillanatbeli értékeit tartalmazza, Gnntl  az peedik és az n+l-edik
iddpillanatokhoz tartozo gerjesztések oszlopvektora

Gn.n+l — @Gn+l +(l—@)(§" , (7.232)

az egyiitthatd matrixok pedig a kovetkez6 alaktak lesznek

142r®@ —r@ 0
-r@ 1+2r®@ —-re

A= Ll (7.233)
0o ..o 1xxei
1-2r(1-0) r(1-0) 0
_|r(-o) 1-2r(1-0) r(1-6) (7.224)

o o) 1-a(-e) |
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(d) A differencia semak stabilitasa

Az eldrelépd és a hatralépd Euler differencia sémak besorolhatok a sulyozott
differencia sémak kozé @ =0, ill. @ =1 valasztds mellett. Az elorelépé Euler, az
explicit differencia séma a A¢ 1d61épés nagysagatol fiiggden a 7.58. dbra alapjan az 1j
id6pillanatbeli értékre a valosdgos érték folotti értéket ad a kozelités eredményeként,
mig a hatralépd Euler, az implicit differencia séma a 7.60. dbra alapjan a nem ismert 0]
értékhez tartozo differencialhanyados feltételezésével a valosagos érték alatti kozelitd
eredményt ad. A © =1/2 értékhez tartozo salyozott differencia sémét Crank-Nicolson
differencia sémanak nevezik. Ebben az esetben a 7.62. dbran lathaté médon a régi, n-
edik és az 1j, nt+l-edik idopillanatbeli derivaltak egyforma sullyal vesznek részt a
hémérséklet n+1-edik iddpillanatbeli kozelit értékének meghatarozasdban. A Crank-
Nicolson iteracios séma egy prediktor-korrektor tipusu iteracios sémanak is tekinthetd
abban az értelemben, hogy eldszor a régi id6pillanatbeli derivalt kozelitéssel feltételez
egy megoldast, majd az igy kapott n+1-edik iddpillanatbeli derivalttal korrigalja az 1j
értéket.

Meg kell jegyezni, hogy az egyes iteracios sémak stabilitdsa erésen fiigg az

r= aAt/ (Ax)2 valtozo, az id6lépés és a racsosztas aranyatol. Matematikai és numerikus
kozelités eszkozeivel igazolhatd, hogy a @ =0 értékhez tartozo, elérelépd, explicit és a
© =1 értékhez tartozo hatralépd, implicit Euler féle differencia sémak csak feltételesen
stabilis kozelitést eredményeznek, mig a @ =1/2 értékhez tartozd Crank-Nicolson, ill. a
O =2/3 értékhez tartozd Galjerkin iteracios sémak feltétel nélkiil stabilis megoldashoz
konvergalnak.

7.9. Héoatadas, konvekcio

Hoéatadas, vagy konvekcio akkor jon létre, ha a hé két kozeg kozott egy
hatarfeliileten aramlik at. A falon atlép6 héaram-stirliség

g=a(l,—Ty), (7.225)

ahol « a héitadasi tényezd, [a]=1 W/ m2K . Aramlo kézegek esetében a hditadas

jellemzésére egy egyenértékii hdovezetési tényezdt szokds bevezetni, amely azonos
héaram-siiriséget eredményez,

g=ally, -Ty)=—2, Z—T : (7.226)
r

Ekkor az egyenértéki hdvezetési tényezd
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Ao = ally-Ty) (7.227)

C(or -\
—n
(61* ]w

Az egyenértékli kdvezetési tényezé bevezetésével az aramlo kozeg altal szallitott
hémennyiségre vonatkozd dsszefliggések a hdvezetéshez hasonléan meghatarozhatok.

7.9.1. Hoterjedés aramlo kézegekben

A 7.64. abran lathat6, V térfogatll, egy nem 6sszenyomhat6 kdzeg mozgasegyenletét
vizsgalva

W

7.64. abra. Hoterjedés aramlo kozegekben

a hémérséklet hely és iddbeli valtozasat is figyelembe véve T =T (F ,t) , a hémérséklet

dt 1do alatti teljes megvaltozasa az aramld kozegeknél mar bevezetett, az id6ébeli
megvaltozasbol szarmazo homérséklet lokalis valtozdsa mellett, a mozgd kozeg
sebességébdl szarmazo konvektiv hdmérséklet-valtozast is figyelembe kell venni, azaz

dT _oT oT & _oT . oT

— =t — =4V —, (7.228)
dt ot or ot ot or

amelyet részletesen kifejtve a kovetkezot jelenti,
ar _or or +v or or (7.229)

=—+Vv,— — v, —.
d o T Yo Fa

Ezzel a hdvezetés differencidlegyenlete az idobeli teljes megvaltozas és az
egyenértékll hovezetési tényezo figyelembevételével a kovetkezo lesz,

cp[a—T+\7 -a—Tj—ﬂeAT =qy, (7.230)
ot or
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amely az egységnyi térfogat idéegységre vonatkozo hd-energiaegyensulyi egyenlete.
Minthogy aramlo kozegrél van szo, figyelembe kell venni az aramlé kozeg
anyagmegmaradasi torvényét, a folytonossagi egyenletet is

o dp)_ (7.231)
ot or

valamint az aramlo kozeg impulzus-megmaradasara vonatkozo Navier-Stokes
egyenletet is,

L I I S AL (7.232)
ot or por p

ahol v az 4ramld kozeg sebessége, p a siirlisége, p a nyomdsa, n a kozeg
viszkozitasa.

A fenti (7.230)-(7.232) egyenletek szimultan megoldasa soran még figyelembe kell
venni

e az aramlo kozeg hatarrétegére vonatkozo osszefliggéseket;
e ahalmazallapot valtozasbol szarmaz6 Osszefiiggéseket;
e az aramld kozeg kényszeritett, ill. szabad dramlésara vonatkozo feltételeket.

7.10. Hosugarzas

A tapasztalatok azt mutatjak, hogy a testek, folyadékok és a gazok egy része a tér
minden iranyaba, hémérsékletétol és anyagatol fliggben energiat sugaroz. A sugarzassal
torténd hoécsere eltér az eddigi  héterjedés (hévezetés, hdatdas/konvekeid)
tulajdonsagaitol. Valamely anyag egységnyi feliilete, egységnyi id6 alatt kisugarzott
héenergiaja a Stefan-Boltzmann tdrvény szerint

g=e0oT?, (7.233)

ahol & az anyag feketeségi foka, o =5,67-108 W/ m2K4 az abszolit fekete test

sugarzasa.
7.10.1. A hdsugarzas alapfogalmai

Az anyagok A hulldmhosszu, 7 hdémérsékletii sugarzasa az egységnyi feliiletre
egységnyi id0 alatt érkezett energia nagysagat, a feliiletre beérkez6 teljesitményt jeloli.
Ez a sugarzas elektromagneses jellegii, elektromagneses tereknél a Poynting vektorral
jellemzik.
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A feliiletre beérkez0 sugarzas intenzitdsa a ¢; beérkezd/incident hédaram-siiriiség, a
test feliiletérdl reflektalt/visszavert sugarzas hodaram-sirisége ¢, , a test altal
elnyelt/abszorbealt sugarzds hdéaram-siirliség ¢, , a testen dtengedett/traszmittalt
sugarazas héaram-siiriiség ¢, ahogy az a 7.65. abrdn lathato.

A fenti jelolésekkel az anyag feliiletének energiamérlege a kovetkezo

4i =4qr +9a +4; - (7.234)

qr
Ga
q¢
7.65. abra. A hdsugarzas fajtai

Bevezetve az egyes sugarzasoknak a beesd/incident sugarzashoz valo aranyat

1=4r da 91 (7.235)
g9 49 4

e a visszavert/reflektalt hdaram-siirliség és a beesd/incident hdéaram-siiriiség
aranya a test reflexios tényezje, r =¢,./¢; ;

e az clnyellt/abszorbealt héaram-slriiség és a beesd/incident héaram-siriiség
ardnya a test abszorbcids tényezdje a =q,/q; ;

e az atengedett/transzmittalt hGaram-siiriség és a beesd/incident héaram-siirliség
ardnya a test transzmisszios tényezdje ¢ = ¢;/q; .

A fenti 6sszefliggéseket figyelembe véve (7.235) egyenletnek megfelelden a reflexios,
az abszorpcios és a transzmissziods tényezok 0sszege egyet ad,

l=r+a+t. (7.239)
7.10.2. A hésugarzas specialis esetei
Az abszolut fekete test (7.66. abra) minden hullamhosszi sugarzast elnyel,

abszorpcios tényezdje egy, a =1, nem reflektal, és nem enged at semmilyen sugarazast,
r=0,¢=0.
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A fehér test minden hullamhosszi sugarzast visszaver, reflexids tényezdje egy,
r =1, semmit nem abszorbeal, és semmit nem enged at, ¢ =0, 1 =0.

Az atlatszo test minden hullamhosszi sugarzast atereszt, transzmissios tényezdje
egy, ¢t =1, semmit nem reflektal, és semmit nem abszorbeal » =0, a=0.

A sziirke test abszorpcios egylitthatdja kisebb, mint a fekete testté, a <1, kevesebb
héaram-siiriiséget nyel el, mint a fekete test. A nem atlatszo sziirke testekre =0,
fennall a reflexio és az abszorpcio jelensége, a+r=1.

A szines testek csak bizonyos hullamhosszu sugarzast, hdaram-siiriséget nyelnek el,
ahogy az a 7.67. abran lathatd, ezek a testek szelektiv sugarzoknak tekinthetok.

a=1 fekete test a=1 I fekete test

sziirke test

szines test

a

[ [
Lt Lt

A — o0 A—w

7.66. abra. A fekete és a sziirke test 7.67. abra. A szines testek szelektiv
abszorpcidja sugarzoak

A feliilet mingsége szempontjabol a visszaverd feliilet lehet fényes és matt, ahogy az
a 7.68. abran lathato.

e b mk

fekete test matt, fehér test matt, sziirke test

NN

fényes, fehér test fényes, sziirke test

atlitszo test

7.68. abra. A visszaver§ feliilet mindsége lehet fényes és matt
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7.10.3. A hosugarzas Kirchhoff torvénye

A Kirchhoff torvény a termodinamika I. és II. f6tételén alapszik, a testek emisszios
és abszorpcios képessége kozott allapit meg Osszefiiggést. A Kirchhoff térvény minden
hésugarzoé testre érvényes.

A 7.69. abran két, termikus egyensulyban 1év0 sugarzd test, két egymassal
parhuzamos, végtelen kiterjedésti, atlatszatlan # =0, ill. #p =0, sikfal lathat6. A

feliiletek hdmérséklete 77, ill. 75 . A két fal abszorpcids és reflexios tényezdje ap,n,
ill. ap, . A sugarzott hdenergia, ill. hdaram-siiriiségre az energiaegyensulyi egyenlet
alapjan a beérkezett/incident sugarzas intenzitasa, héaram-stirisége meg kell hogy

egyezzen a reflektalt/visszavert héaram-strliség és az elnyelt/abszorbedlt héaram-
stirliség Osszegével, azaz

qi =4 +q,, l=r+a. (7.240)

Az 1. feliileten kilépd héaram-stiriség ¢; , a 2. feliileten ebbdl elnyelt rész arq;, a 2.
feliiletr6l az 1. feliiletre visszavert/reflektalt rész rq :ql(l—az). Az 1. feliletre
megérkezé héaram-siiriiség rqu , amely egy része elnyelddik/abszorbealodik, ajmqi,
mas része reflektalodik, nrmg; =g(l—ap\1—ap), és a 2. feliiletre sugarzodik. A 2.
feliiletre megérkezd hoaram-slirliség nrq, amelybdl elnyelddi/abszorbealodik
nmnqas , és ’1’”22‘?1 intenzitasti héaram-siirliség reflektalodik az 1. feliiletre, és ez a

folyamat folyatodik a falak kozott.

T] n aq 5 Tz r

7.69. abra. A két sikfal sugarzasa

Az 1. feliileten kisugarzott 6sszes héaram-siirliség

. O(firz)i a, (7.241)
1

M8

. . . 2.
q1—-2 =491 +N"14q +(f172) qQ+-=
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amely egy mértani sorozatot reprezentél, ahol a sorozat elsd tagja ¢;, két egymas utani
tag hanyadosa pedig nm . Mivel az egyes falak reflexios tényezdje 1-nél kisebb, a
mértani sorozat dsszege

: q1 q1
- _ . 7.242
T2, (- ap)i-ay) (7242

A 2. feliiletrdl az 1. feliiletre kisugarzott héaram-stirtiség

Gas1 =Gy +nrgdy +-= Tnn ) na (7.243)

1

I8

amely szintén egy mértani sor, az elsd tagja mqp, €s két egymads utani tag hanyadosa

nry , ahonnan a mértani sor dsszege

. nq _ (1—az)d 244
121 I-nr 1-(-a)l-ay) (7249

A két feliilet kozotti hdaram-stirliség

: : : q na _(1=-n)j axq1
_ _ _ _ - = . (7.245
2745274l I-nr l-nr,  1-nn  1-(-a)i-a) ( )

Figyelembe véve, hogy az 1. feliilet altal kisugarzott 6sszes hdaram-siiriség

. q'l A
QI—>2 1 (1 1)(1 ) 5‘1 0 ( )

a 2. feliilet altal kisugarzott 6sszes héaram-siiriiség

(1-az)qy

= o 24
Cl—a)i-a) 27072 (7:247)

4251 =

a két feliilet kozti hdaram-siiriiség

912 = 4152 — 921 = 00 (€1T14 — T3 ) (7.248)
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Feltéve, hogy a két feliilet azonos anyagbdl késziilt, & = &5, és azonos hémérsékletiek,

11 =T, akkor a fenti Osszefliggés szerint a hdédram-siirliség aramldsa nulla lesz,

412 =0.
7.11. Feladatok

7.11.1. Feladat

Hatarozza meg az 50 m hosszu rézdrot megnyuldsat, ha hémérséklete 12 CO -rél
32 CO -ra emelkedik, ha a réz linearis hétagulasi egyiitthatéja 1,67 -10~5 1/CO .
Megoldas
A rézdrot megnyulasa Al = ol ,AT =0,0167m=16,7 mm .

7.11.2. Feladat

A 3m hosszt rad hossza 0,091cm értékkel né meg, mikézben hdmérséklete 60 CO
értékkel nott. Hatarozza meg, milyen anyagbol van a rad.

Megoldas

A rdad megnyulasa alapjan anyaganak linearis hoétagulasi egyiitthatoja
a = AlJ(lpAT)=9,1091-10-7 1/K .

7.11.3. Feladat

Hatarozza meg, milyen hémérsékleten lesz azonos a Celsius és a Fahrenheit salan
leolvasott érték.

Megoldas
A két hOmérsékleti skdla kozti Tp =9T¢-/5+32 kapcsolat alapjan, a

T =9T/5+32 kapcsolatbol a kétféle homérsékleti skala azonos értéket mutat
T =-40Co érteknél.

7.11.4. Feladat

Egy 5cm atmérdjl vasgolyd 0,01 mm -rel nagyobb, mint a sargaréz lemezen vagott
lyuk, ha mindkett6 30 C© homérsékleti. Hatarozza meg, mekkora k6zds hdmérséklet
sziikséges ahhoz, hogy a goly6 éppen atférjen a lyukon, ha a hétagulasi egyiitthatok
Aygs =1,2-10751/C°, a4, =1,93-1075 1/CO . Adja meg, hogy melegiteni vagy hiiteni
kell 6ket.
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Megoldas

A hoémérséklet valtozassal a két anyag linearis hotagulasanak kiilonbsége a
méretdifferenciaval — egyezik meg,  Alg, — Ay = Qs — Qg JAoAT = 0,00001,

0,00001
Oréz — Ayas )0505

kozos homérséklet pedig T =Ty + AT =57,3973CO..

ahonnan a sziikséges hémérséklet valtozas AT = ( =27,3973C°, a

7.11.5. Feladat

Egy 150 dm3 vizet tartalmaz6 akvariumban még 40 dm3 hely van. Hatdrozza meg,
mekkora lesz az iires hely, ha az akvarium és a viz hdmérséklete is 10 CO értékkel nd.
(Gjiveg =8,3-10761/CO, B, =3-10741/CO)

Megoldas

Az akvarium ¢és a viz térfogata is nd, a kettd térfogatvaltozasanak kiilonbsége,
AV =Vouky3%iiveg AT = Voyiz Byiz AT = —0,4027 dm3, A hémérséklet valtozas utén az

akvariumban az iires hely V} =V — AV = 40— 0,4283 = 39,5973 dm3 lesz.
7.11.6. Feladat

Egy részbdl késziilt lemeztabla teriilete 0,63 m?2, hémérséklete 6 CO. Hatirozza

meg, mekkora lesz a lemez teriilete 65C© hémérsékleten, ha @, =1,67-1075 1/CO.
Megoldas

A rézlemez teriilete 65CO homérsékleten A= Ay(1+20,4,AT)=0,6313m2 .
7.11.7. Feladat

Egy 5,2literes edény sziniilltig meg van toltve 18CO homérsékletl vizzel.
Melegitéskor 86 cm3 viz kifolyt az edénybdl. Hatirozza meg, mekkora hdmérsékletre
melegedett a viz, ha f,;, =3-10~41/CO° .

Megoldas

A kifolyt viz mennyiségébdl az allapotvaltozas soran a hdémérsékletvaltozas
AT = AV/(B,iV)=86-10-3/(3:104 -5.2) = 55,1282 C , tehat felmelegités utén a viz
homérséklete 7, =18+ 55,1282 =73,1282CO .
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7.11.8. Feladat

Egy 2,2kg tomegli 16vedék 150m/s sebességgel hatol be a homokzsakba.

Feltételezve, hogy fékezéskor az dsszes surlodasi munka a 16vedék termikus energiajat
ndveli, hatarozza meg, mennyit emelkedik a 16vedék hémérséklete megallasig, ha az
6lom fajhéje 130J/(kg-K).

Megoldas

A 16vedék mozgasi energidja hdenergiava alakul, mv? / 2 =cmAT , ahonnan a 16vedék

hémérséklete AT =v2/2¢ =86,5385K értékkel n.

7.11.9. Feladat

Hatarozza meg, milyen magasra lehet emelni egy 2¢ tomegl testet azon az

energian, amely 5dm> térfogatt, 100 C© hémérsékletii viz, 30 CO hémérsékletre valé
lehiilésekor felszabadul, ha ¢, = 4,2 kJ/(kg-K).

Megoldas

A felszabadulé hdenergiaval egyenértékii helyzeti energia cm(Tl -1 ) =mgh ,
ahonnan /= c(7j — T3 )/g =4,2-70/9,81 = 29,9694 m magasra emelhet a tomeg.

7.11.10. Feladat

Egy atlagos fogyokura alatt egy 60kg tomegli személy naponta 8400KkJ

energiatartalmu ételt fogyaszthat. Ha ez az energia kizardlag a személy testét
melegitené, hatdrozza meg, mennyit emelkedne a test hdmérséklete egy nap alatt, ha az

emberi test atlagos fajhdje 3,5 kJ/(kg-C©).
Megoldas

A test hémérséklete egy nap alatt AT = Q/(mc)=40CO értékkel novekedne.

7.11.11. Feladat

Osszeontve 20kg, 40C° homérsékleti, és 40kg, 95C° hémérsékleti vizet,
hatarozza meg az egyensuly beallta utan a kozos homérsékletiiket.
Megoldas

A melegebb kozeg altal leadott hdmennyiséget a hidegebb kozeg veszi fel
mindaddig, amig hémérsékletiik kozos nem lesz, Ole =0fel »
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cmy (T =1 ) =cmy (T H =Ty ) . Behelyettesitve a szamadatokat,
20(7y, —313)=40(368 - T} ), a kozos hémérséklet Ty = 349,6667 K = 76,6667 C° lesz.

7.11.12. Feladat

Osszeontve 10kg tomegii, 20C° hémérsékleti és 50kg tomegii, 90C°
hémérsékletii vizet, hatarozza meg az egyensuly bedllta utan a kzos hodmérsékletiiket.

Megolddas

A termikus egyensuly bedlltahoz a leadott hémennyiség megegyezik a felvett
hémennyiséggel, cml(T 2 —T1)=cm2(T2—T k), ahonnan a ko6z6s homérséklet

T, =351,3333K =78,3333C°.
7.11.13. Feladat

Hatarozza meg, hogy 45dm3 82CO-os vizhez mennyi 20C©-os vizet kell
hozzaodnteni, hogy keveredés utdn a homérséklet 40CO legyen. A viz fajhdje
4,2kJ/(kg-K), siirisége pedig 1000 kg/m3 .

Megoldas

Figyelembe véve, hogy a viz tomege m = pV , a leadott hdmennyiség felmelegiti a
hidegebb komponenst, cpV;(Tj =Ty )=cpV>(Tj —=T»), ahonnan a 20C°-o0s viz
térfogata Vo = V(T — Tj, )/(Ty — T ) = 45 - (82 — 40)/(40 — 20) = 94,5000 dm3 .

7.11.14. Feladat

Hatarozza meg, mennyi hot kell kozolni a 3dm3 térfogat, 40 CO hémérsékletii,
4kg/dm3 fajstilyt kozeggel, mikozben 90 CO hdmérsékletre melegszik, ha fajhéje
5kI/(kgK).

Megoldas

A kbzlendé hémennyiség Q = cmAT =5-103-3-4-50 =3000kJ .
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7.11.15. Feladat

Gazlangon felmelegitett 10 g tomegt acélszeget 100 g, 10 CO hémérsékletii vizbe

helyezve, a kozos homérséklet 20 CO lesz. Hatarozza meg, mennyi volt az acélszeg
hémérséklete, ha az acél fajhdje 470 J/(kg CO), a vizé pedig 4,2 kJ/(kg C9).

Megoldas

Az acélszeg altal leadott ~ hdmennyiség felmelegiti a  vizet,
cqimy (T u— Tk ) =c,m, (T =1y ) , ahonnan az acélszeg allapotvaltozas el6tti

Cym,y,

hémérséklete T, = c,m, (T, — T} )= (Ty = T,,)+ T} =913,6170 CO volt.

a’ta

7.11.16. Feladat

A 200g, 75CO homérsékletii kakaot 0,3 kg tomegii, 20 CO hémérsékletii bogrébe
ontve, hatarozza meg, mekkora lesz a kozds hémérséklet, ha a kakad fajhdje
41kJ/(kg C0 ), a bogre fajhoje pedig 1,4 ki/(kg C0 ).

Megoldas

A kaka¢ altal leadott hdmennyiség felmelegiti a bogrét, az allapotvaltozas végén a
kozos homérséklet Ty, = (Ckkak +cpmpTy )/(Ckmk + Cbmb): 56,3710 CO lesz.

7.11.17. Feladat

96g oxigén Satm nyomdson, 25C° hémérsékletrdl olyan homérsékletre

melegedett, amelyen térfogata 20 dm? lett.
a) Rajzolja fel a folyamat p-v diagramjat.
Hatarozza meg,
b) mekkora volt az oxigén térfogata, ha M jyje¢, =32 g/mol és R =8314 J/(km(’)l . K),
c) mekkora kdmérsékletre melegedett az oxigén,
d) mennyi termikus energiat kell a rendszerrel k6zoIni, ha ¢, 5yigsn = 916,91/ (kg - K),

e) mekkora munkat végez a gaz,
f) mennyivel valtozik meg a gaz bels energiija.

Megoldas

a) A melegités allandé nyoméson tortént, p; = py =5-10° Pa, az izobér folyamat p-v
diagramja a 7.18 abran lathato,
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b) Induldskor az oxigén térfogata 7 =7 R1L = 20831428 __ 0 0149m3,
M 32 5
2 5.10
Vs 20

c) Az éllapotvaltozas végén a gaz hdmérseklete 7, = 77’1 = m298 =400K,
1

E)

d) A melegitéshez sziikséges hdmennyiség

0 =c,m(Ty —T1)=916,9-0,096(400 — 298) = 8,9783-103 J =8,9783kJ

e) A gaz altal végzett (fizikai) munka

Wy =p(Va-11)=5-10°(0,020-0,0149)= 25507,

f) a gaz belsé energidgja dU =Q—Wy =8978,3-2550=64283]J eértekkel valtozik

meg.
7.11.18. Feladat

4g normal allapoti (latm nyomast, 273K homérsékleti) He gaz nyomasa
valtozatlan térfogat mellett felére csokken.
a) Rajzolja fel az allapotvaltozas p-v diagramjat.
Hatarozza meg,
b) mekkora a gaz térfogata, ha M, =4 g/mol és R=8314 J/(km(’)l : K) s
c) mekkora lesz a gaz hdmérséklete az allapotvaltozas végén,
d) mekkora a gaz altal végzett (fizikai) munka,
e) mennyi termikus energia-elvonasra van sziikség az allapotvaltozas soran, ha
¢, =3,161kJ/(kg-K),
f) mennyivel valtozik meg a gaz belsd energiaja.

Megoldas

a) Az allapotvaltozas alland6 térfogaton zajlik le, az izochor allapotvaltozas p-v
diagramja a 7.17. abran lathato,
b) Az allapotvaltozas soran a gaz térfogata nem valtozik,

T
W =Vy =2 R-L 20,0227m3,
M p
c) Az allapotvaltozas végén a gaz homérséklete 7, =Ty £2 _ 136,5K,
1

d) A géz altal végzett munka nulla, Wy = pdV =0,
e) A rendszerbdl elvont termikus energia Q = cvm(T -1 ) =-1,7259kJ,
f) A rendszer belsé energidja csékken dU = Q—Wy =—-1,7259k]J .
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7.11.19. Feladat

64g oxigén 3atm nyomason, 30C° homérsékletrél olyan hdmérsékletre

melegedett, amelyen térfogata 35dm3 lett.
a) Rajzolja fel a folyamat p-v diagramjat.
Hatarozza meg,
b) mekkora koémérsékletre melegszik a gaz az allapotvaltozas végére, ha
M gxigén =32 g/mol és R =8314J/(kmol-K),

¢) mekkora volt az oxigén térfogata az allapotvaltozas elején,
d) mennyi termikus energiat kell a rendszerrel k6zoIni, ha ¢, 5yigen = 916,91/ (kg - K),

¢) mekkora munkat végez a gaz,
f) mennyivel valtozik meg a gaz bels energiija.

Megoldas
a) Allandé nyomas (p; = pp =3-105 Pa) melletti allapotvaltozas p-v diagramja a
7.18. abran lathato.

b) Az allapotvaltozas végén a gdz hdmérséklete Tp = ﬂR paVpy =631,4650K,
m

c) A géz térfogata az allapotvaltozas elején V) =1) 77:—1 =0,0168 m3 =16,8 dm3,
2

d) A rendszerrel kozolt hdenergia Q = c,m(Ty — T} )=192751=19,275k] ,
e) A gaz expanzios munkaja Wy = p(V2 -N ) =5460,0] =5,46kJ,
f) A gaz belsé energiajanak megvaltozasa dU = Q — Wy =13815k].

7.11.20. Feladat

A talajban végzett mélyfurasok azt mutatjak, hogy a Fold homérséklete 30
méterenként 1CO értékkel melegszik. Hatarozza meg, mennyi hét sugaroz ki a talaj
négyzetméterenként és masodpercenként, ha a hévezetési tényezdje 0,8 W/COm .

Megoldas

A kisugarzott héaram Q = % AAt = %1 1=0,026717 .
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7.11.21. Feladat

Egy 4cmvastag, 25cmx25cm méreti lemez két oldala kozott 40CO a
homérséklet kiilonbség. Hatarozza meg, mennyi hdenergia jut at a lemezen oranként, ha

a hovezetési tényezd 0,0105 W/(cm - CO).
Megoldas
A lemezen Oranként ataramlé hdmennyiség QO =1 A AT t/1 =236,250kJ .

7.11.22. Feladat

Egy 1,2m?2 feliileti ablakiivegen keresztiil 6,6 kW hdaram jut a hazon kiviilre.
Hatarozza meg, mekkora az ablakiiveg kiils6 hémérséklete, ha a belsé homérséklet
20 C9, az ablakiiveg vastagsaga 5 mm , hovezetési tényezdje 1,1 W/CO m.

Megoldas
Az ablakiivegen ataraml6 hoéaram Q= AAAT/Ax, ahonnan a hémérséklet
emelkedés AT = QAx/ AA =25,0000CO°, A kiils6 hdmérséklet —5CO .

7.11.23. Feladat

Egy hiitészekrény ajtajanak méretei 150 x 80 x 6 cm3 . Hatarozza meg, mennyi hé jut
at percenként a hiitészekrény ajtajan, ha hévezetési tényezdje 0,21 W/ (m . K), a belso és

kiils6 oldal kozti kdmérséklet kiilonbség pedig 30 CO .
Megoldas

A percenkénti héaram Q = (AAT/1)At = (0,21-30/0,06)-1,2-60 = 7560J .
7.11.24. Feladat

10cm vastag jég bels6 oldalan 0, kiils6 oldalan —5C© a homérséklet. Hatarozza
meg, mekkora a hdédram a jég négyzetmétereként, ha a jég hdvezetési tényezdje
2,2W/(m-K).

Megoldas

A héaram Q = (AAT/d)- A=110W .
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7.11.25. Feladat

Hatarozza meg, mekkora a hvezetési ellenalldsa egy 5mm vastag, 1,2m?2 feliiletii

aluminiumlemeznek, ha hévezetési tényezdje 236 W/ (mC0 )
Megoldas
A hévezetési ellenallas Ry = d/(14)=1,7655-10=5 CO/W .

7.11.26. Feladat

Egy 2mm vastag, 200cm? feliileti rézlemez egyik oldala 420 CO hémérsékletii
kozeggel, masik oldala ugyanekkora felilleti 3mm vastag acéllemezzel érintkezik,

amelyet 20 CO -os folyadék hiit. Hatdrozza meg a réz-acél lemezekbdl allo6 rendszer

hévezetési ellenallasat, ha a réz fajlagos hdvezetési egyiitthatoja 400 W/(mCO), az
acélé 200 W/(mCo).
Megoldas

A két lemezb61 allo rendszer h6vezetési ellenallasa
Rr = dCu/;LCu A+ dFe//ALFe A=1,0000-10-3 CO/W .

7.11.27. Feladat

Egy 2mm vastag, nagy kiterjedésii rézlemez egyik oldala 400 C© hémérsékletii

kozeggel, a masik oldala 3mm vastag acéllemezzel érintkezik, amelyet 20 CO -os
folyadékkal hiitenek. Hatdrozza meg a réz-acél kozos hatarfeliilletének homérsékletét, ha

a réz fajlagos hdvezetési tényezdje 400 W/ (Com), az acélé 200 W/ (Com).
Megoldas

A kozegeken keresztiil azonos a héaram-stirtiség,
Aréz (Trgz =T Axpgs = Ageet (T —Taeer )| Axgesr»  ahonnan  a  réz-acél  kozos

hatarfeliiletének hémérséklete T =320 CO .

7.11.28. Feladat

Egy 5Smm vastag, nagy Kkiterjedésti aluminium lemez egyik oldala 150C°
hémérsékletii kdzeggel, a masik oldala 3mm vastag acéllemezzel érintkezik, amelyet

10 CO hémérsékletii folyadék hiit. Hatdrozza meg az aluminium-acél lemezek kozos
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hatarfeliiletének homérsékletét, ha az aluminium hévezetési tényezdje 236 W/(mCO),

az acélé 300 W/(mCo ).

Megoldas

A héaram-siirtiségb6l Ay ATy —T)/Axgy = Age AT —Tye )/ Axge @ kozds
hatarfeliilet homérséklete 7 = 54,8913 CO .

7.11.29. Feladat

Egy Smm vastag, nagy kiterjedési aluminium lemezbdl késziilt tartalyban 300 C©

hémérsékletii anyagot tarolnak, mig az edény kiilsé oldalan a 10 W/ (mZCO) héatadasi

tényezovel rendelkezd kozeg homérséklete a lemeztol tdvol 30 CO. Hatdrozza meg az
aluminium lemez kiils6 hatarfeliiletének hOmérsékletét, ha az aluminium hévezetési

tényezéje 236 W/(mco).

Megoldas

A héaram-siirtiségb6l Ay A(Ty —T)/Axy = ad(T ~T,,), a tartily kiilsé falinak
hémérséklete T =299,4292 CO .

7.11.30. Feladat

Egy vastag, nagy kiterjedésti aluminium lemez hdmérséklete 300C°, mig a lemezt

koriilvevé 10 W/ m2C0) héatadasi tényezével rendelkezd kozeg hémérséklete a

lemezt6l tavol 30 CO. Hatarozza meg az aluminium lemez hatarfeliiletén a héaram-
stirliség értékét.
Megoldas

Az aluminiumlemez hatarfeliiletén a héaram-stirliség
Gy = a(Ty, — Too) = 2700 W/m?2 .

7.11.31. Feladat

Egy 6 mm vastag, nagy kiterjedésii fémbdl késziilt tartalyban 320 C® hémérsékleti
kozeg van, mig az edény kiilsé oldalat 30 CO homérsékletti viz hiiti. Hatarozza meg a

tartaly feliiletén a héaram-stiriség értékét, ha a fém hdvezetési tényezdje 185 W/ (mC0 ) .
Megoldds

A héaram-siiriség ¢ = ATy, — Ty, )/ Ax =8,9417-106 W/m2 = 894,17 W/cm?2 .
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7.11.32. Feladat

Egy Ski/keCo) fajhoji, 2kg tomegii kozeg 150em?2 felilletére 2500 W/em2
héaram-stiriiség érkezik, amelynek 20% -a visszaverddik. Hatarozza meg, hany fokkal
noveli meg a test hdmérsékletét az abszorbealt hdmennyiség.

Megoldas

A Dbeérkez6 hdéaram egy része reflektalodik, mas része abszorbedlodik,
qA = Aq, + Aq,, ahonnan az abszorbealt hdéaram Qa =Aq, = Ac}(l - a): mcAT
noveli a test hémérsékletét, AT =0,80.0150-2500-10~4/(2-5-103)=30Co.

7.11.33. Feladat

Hatarozza meg, mekkora hoaram-sirliség reflektalodik a 0,4 abszorpcids tényezoji
egységnyi feliileten, ha a beérkez6 hdaram-siirtiség 5 W/em? .
Megoldas

A beérkezd héaram-siirliség egy része reflektalodik, mas része abszorbealddik,

G; = (a+r)g; , ahonnan a reflektalt hoaram-siirtiség ¢, = (1—a)g; =3 W/em?2.

7.11.34. Feladat

Hatarozza meg, mekkora hémennyiség aramlik 4t a 0,3 abszorpcids tényezdji
egységnyi feliileten, ha a beérkezd hdaram-siiriiség 12 W/em? .
Megoldas

A beérkez6 hoaram-siirliség egy része abszorbealddik, a masik része tovabb halad. A
tovébbhalado héaram-siirtiség ¢, = (1—a)g; = 0,7-12 = 8,4 W/cm?2 .

7.11.35. Feladat

Hatarozza meg, mekkora hémennyiséget nyel el a 0,6 reflexios tényezdjli egységnyi
feliilet, ha a beérkezé héaram-siiriiség 26 W/cm?2 .
Megoldas

A beérkezd hédram-stirtiség egy része reflektalodik, mas része abszorbealodik, igy
az egységnyi felilet altal egységnyi id6 alatt elnyelt hémennyiség
0, =(1-7)-¢;4=10,4000 W/cm? .
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7.11.36. Feladat

Hatarozza meg, mekkora héaram-siirliség érkezik a 0,42 reflexios tényezdjl
egységnyi feliiletre, ha az abszorbealt héaram-siiriiség 46 W/cm? .

Megoldas

Az abszorbealt héaram-siirtiség g, = (1—7)g; , ahonnan a beérkezé héaram-siiriiség

4; = 79,3103 W/cm?2,



8. OPTIKAI HULLAMVEZETOK ALAPJAI

Az optikai hullamvezetdk valdjaban livegszalak, amelyek elektromagneses jelek
hullamformaban valé tovabbitasara szolgalnak. Ez a fejezet az elektromagneses
hullamok ¢és hullamterjedés alapjait a legegyszeriibb esetekre foglalja Ossze. Ennek
megfelelden a ‘Miiszaki fizika I’ c. targyban tanultakat felidézve az elektromagneses
terek alapaxiomainak 6sszefoglalasa utan a szabadon terjedd elektromagneses hullamok
egyenletei €s azok megoldasai taglalasara kertil sor. Két szigeteld hatarara merélegesen
¢és ferdén beesd sikhullamok viselkedésének elemzése utan a szigetelorétegben terjedd
elektromagneses hullamok elmélete keriil megvitatasra.

8.1. Az elektromagneses tér alapaxiomai, a Maxwell egyenletek

Az elektromagneses terek alaposszefiiggéseit a Maxwell egyenletek foglaljak Ossze.
Az elektromagneses teret jellemz6 térintenzitasokra, az E (F s t) elektromos térerdsség €s

a B(F,r) magneses indukcié vektorokra vonatkozo alaptorvényeket, valamint a

kozottiikk 1évo kapcsolatokat a (8.2) és a (8.3), a masodik és a harmadik Maxwell
egyenletek tartalmazzak. Az elektromagneses tér forrasmennységeinek, a p(?,t)

elektromos toltésnek és a J(F,r) aramsiriségnek a H(F,¢) magneses térersség,

valamint a D(F,t) eltolasi vektorokra kifejtett hatisat a (8.1) és a (8.4), az elsd és a
negyedik Maxwell egyenletek foglaljak 6ssze

§H(F,1)dl = j(i(?,z)Jr%J da (8.1)
l a
§E(f,t)di=—ja§g’t) di , (8.2)
l a
§B(F.t)da =0, (8.3)

a

§D(F.t)dd = [ p(F.t)dv. (8.4)

v
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8.1.1. Az elektromos és magneses tér gerjesztettsége és intenzitdsa

A (8.1) els6 Maxwell egyenlet a jol ismert altalanositott gerjesztési térvény. A jobb
oldalon 4ll6 els8 J (F,t) tag a toltéshordozok mozgasaval keltett vezetési aramsiirliség,
amely a toltések mozgasabodl szarmazod konduktiv és a E(F,t) sebességgel mozgd p
toltések  keltette  J (F,t): P ﬁ(?,t) konvektiv aramot reprezentdlja. A masodik
aﬁ(F,t)/ ot tag az id6ben valtozo elektromos tér hatdsara fellépd eltolasi dramstiriiség,
amely magneses teret gerjeszt. Az eltoldsi aramsuriiséggel jol modellezhet6 a szigeteld
anyagokban megjelend polarizacidos aram. A gerjesztési torvény alapjan a H (F,t)
magneses térer0sség vektornak egy zart ] gorbére vett integralja megegyezik a gorbe
altal kifeszitett a felileten atmené J(F,t) vezetési ¢s oD(F,t)/or  eltolasi
aramsuriségek integraljaval, ahogy azt a 8. /. dbra mutatja.

7]

8.1. abra. A gerjesztési torvény értelmezése
A (8.2) masodik Maxwell egyenlet a Faraday indukcio torvényt leird Osszefiiggés,

amely szerint az id6ben valtozd magneses tér eclektromos teret kelt, amely zart
aramkorben aramot hoz 1étre (8.2. dbra).

7]

8.2. dbra. A Faraday féle indukcio térvény értelmezése
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A Faraday féle indukcids torvény alapjan az E (;7 ,t) elektromos térerdsség vektornak

egy zart ] gbrbére vett integralja megegyezik a gorbe altal kifeszitett a feliileten
atmend é(?,t) indukci6 vektor iddszerinti derivaltjanak az integraljaval, ahogy azt a
8.2. abran lathato.

Iddbeli valtozasok esetén az elsé két Maxwell egyenlet az elektromos és magneses

terek csatolt rendszerét irja le. Ez azt jelenti, hogy az idében valtozd J (F,t) vezetési
aram id6ben valtozo H (F ,t) magneses teret kelt, az idoben valtozo magneses tér pedig

E(F.t) elektromos teret gerjeszt, amely elektromos tér idébeli véltozasa OD(F,t)/ot
visszahat a magneses térre és modositja azt.

8.1.2. Az elektromos és magneses tér forrdsossaga

A (8.3) és a (8.4) egyenletek az elektromagneses tér forrasossagaval kapcsolatos
Osszefiiggéseket tartalmazzak. Az elektrosztatika Gauss tételeként ismert (8.4) egyenlet
azt allitja, hogy az elektromos tér forrasa az elektromos t6ltés, azaz az eltolasi vektornak
egy zart feliiltre vett integralja, megadja a feliilet altal bezart térfogatban helyet foglald
toltéseket, ahogy az a 8.3. dbran lathato.

8.3. abra. Az elektrosztatika Gauss tételének értelmezése

A (8.3) egyenlet azt mondja, hogy nincsenek magneses tdltések, és ezért a magneses
indukcionak nincs forrdsa, azaz a magneses indukciovonalak sehol nem kezdddnek és
nem végzddnek (8.4. abra).

8.4. dbra. Nincsenek magneses toltések
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Az elektromagneses tér intenzitasat az E, B térjellemzokkel, mig a gerjesztettségét

H , D vektorokkal lehet kifejezni.
Az els6 négy Maxwell egyenlet egy tovabbi Osszefiiggést a toltésmegmaradas, vagy
az aram folytonossagara vonatkozo folytonossagi egyenletet is tartalmazza

§J(r,t)dﬁ+%jp(r,t)dv=0. (8.5)

a

Ez azt jelenti, hogy az aramok és toltések hely és idoszerinti eloszlasa, ill. megvaltozasa
nem tetszéleges, hanem eleget kell tenni a fenti (8.5) folytonossagi egyenletnek.

8.1.3. Anyagparaméterek az elektromagneses térben

Az elektromagneses tér E, B intenzitasat és H, D gerjesztettségét kifejezo
térjellemzok ¢és a teret kitoltd anyag kozotti kdlcsonhatast az anyagjellemzok
figyelembevétele teszi lehetdvé. Linearis izotrop anyag esetén az & permittivitds, a
permeabilitas és a o vezetoképesség jellemzi a teret kitoltd anyag elektromos,
magneses , ill. aramvezetési tulajdonsagait

D=cE, B=uH, J=olE+E) (8.6)

ahol El- a nem-villamos jellegli toltés-szétvalasztast reprezentald erdhatas. Meg kell

jegyezni, hogy mind az elektromos permittivitis mind a magneses permeabilitas két
tényezé szorzataként kezelendd, & =s&ge,, p=pop,, ahol &., p, az anyagra

jellemzé relativ permittivitas és relativ permeabilitas, migy £y =109/(479)As/Vm ,

[F/m], és up = 411077 Vs/Am, [H/m] a vékuum permittivitésa, ill. pemeabiltasa.
Annak alapjan, hogy az anyagban a dielektromos polarizacié6 vagy a magneses
tulajdonsdgok, ill. az anyag aramvezetési képessége a meghataroz6, szigeteld
anyagokat, magneses anyagokat, ill. vezetd anyagokat szokas megkiilonboztetni. Az
elektromagneses tér térjellemezd mennyiségeihez hasonléoan a teret kitdlté anyag
jellemz6i is valtozhatnak az id6 muldsaval, ill. a hely szerinti pozicidjuknak
megfelelden. A valosagos anyag lehet linearis ill. nemlinearis, homogén ill. inhomogén,
izotrop ill. anizotrop. Az anyag, amelyek anyagjellemzd paramétere fiiggetlen az
elektromagneses tér térjellemzOinek valtozasatol Ilinedris, egyébként nemlinearis

&= E(E ,B), n= y(fl ,E), o= O'(E‘ J ) Ha az anyagjellemz6 paraméter fiiggetlen az
anyagi pontnak a geometriai térben elfoglalt poziciojatol, akkor az anyag homogénnek
tekinthetd, egyébként inhomogén ¢ =&(F), u=u(F), o = o(F). Azokat az anyagokat
amelyek anyagjellemz6i a frekvencia fiiggvényében valtoznak & = 8( f ) , U= y( f ) ,

o= o-({ f ) diszperzivnek, ellenkezd esetben nem—diszperzivnek nevezziik. Ha valamely
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anyag elektromagneses térbeli viselkedését meghatarozo paraméter nem filigg a
geometriai tér iranyatol, akkor az anyag izotrop, ellenkez6 esetben anizotrop.

8.1.4. Az elektromdgneses tér energiamérlege

A Maxwell egyenletek alapjan az elektromagneses térbdl szarmazo, az anyag elemi
térfogataban tarolt energia a p= p(?,t) teljesitmény suriseéggel, ill. linearis kozeg

esetén az egységnyi térfogat w = W(F , t) energia stiriiséegével jellemezhetd

Pr)=E+ B, W(r,t):%(ﬁ.mﬁ.é). 8.7)

Valamely v térfogatban a felhalmozott W(t) elektromagneses tér energiaja idében
megvaltozhat a térfogatban fellépd P(t) teljesitményii folyamatok és a térfogatot
hatéarol6 feliileten kisugérzott £ (t) teljesitmény hatasara. Ezek szerint a v térfogat
energiamérlege a kovetkezo alakban adhaté meg

d%t(t)+P(t)+Ps(t)=O, (8.3)

ahol a v térfogat elektromagneses energiaja

()= [wlF, 1) dv = j%(é‘-iﬂilﬁ)dv, (8.9)

v

a térfogat teljesitménye a (8.6) kifejezés harmadik tagjanak figyelembevételével
. (72 - -
J-Edv=[—|—-J-E; |dv, (8.10)

ahol J 2/ o az aramvezetés soran hové valo teljesitmény, mig a J -E; tag a nem-
villamos eredetli energiakat reprezentalja. A feliileten kisugarzott teljesitmény pedig

Py(t)=§8(F.¢)-da = § E(F,t)x H(F 1) da (8.11)

a
ahol S(F,) a Poynting vektor,

SF,t)=EF,t)x H(F,t). (8.12)
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Szinuszos valtozas esetén, amikor a komplex irasmod mellett a E (F,1) elektromos

ésa H (F , t) magneses tér valos idéfiiggvényei a kdvetkezd alakban adhatok meg
E(F.1)=Re{E(F)ejot ) H(F.1)=RelH(Flejor |, (8.13)

ahol E() és H(F) a komplex amplitadok, a komplex Poynting vektort szokés
alkalmazni

Sk(?,efwf):%i'(?)x H(F), (8.14)

ahol H (F ) a magneses térerdsség komplex amplitudojanak konjugaltja.

8.2. Szabadon terjedé elektromagneses hullamok

Az elektromagneses teret gerjesztd hullamforrastol tdvol kiilonb6z6 hullamformak
fordulhatnak elé, mint pl. a 8.5. dbran lathatd gombhullamok, amelyek terjedési

sebessége a gdmb sugara iranydban van, mig az E(F,t) elektromos és a fI(F,t)
magneses térersség vektorok a gombfeliilet érintdsikjaban helyezkednek el.

8.5. abra. Gombhullamok szemléltetése

A 8.6. abran lathatd hengerhullamok esetén a hulldmfront terjedési sebessége a
henger sugara irdnydban van, a térerdsség vektorok pedig a henger palastjanak
érintésikjaban fekszenek.

A 8.7. dbran lathato sikhullamok esetében a térerGsség vektorok hullamfrontja egy
sik, ekkor az E (F,t) clektromos és a H (F,t) magneses térer0sség vektorok egymasra

merdlegesek, és a terjedés iranyara merdleges sikban helyezkednek el.
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8.6. abra. Hengerhullamok szemléltetése

8.7. abra. Sikhullamok szemléltetése

Legyen a sikhullamok terjedési iranya a z-tengely iranya, ekkor az E (z,t) elektromos

tér az x-tengely, a H (z,t) magneses tér az y-tengely iranyaba mutat, és a z = z; sikban
az elektromos és a magneses térerdsség allando,

E(z,t)= Ey(z.t)éx, Hl(zt)=H(z.1)é,, . (8.15)

8.2.1. Sikhullamok hullamegyenlete

Linearis kozeget feltételezve a (8.6.) Osszefiiggés szerint a térjellemzdok kozott a
szigeteldanyag, a magneses anyag €s az elektromos vezetOképességgel rendelkezd
anyagok paraméterei teremtenek kapcsolatot.

Alkalmazva a (8.1) gerjesztési torvényt a 8.8. abran lathatd hasab Az szélességi, /
hossztisagt fedolapjara, és figyelembe véve az anyagparaméterekre vonatkozo
Osszefiiggéseket a kovetkezd Osszefliggés irhato fel

Hy(z,t)l—Hy(z+Az,t)l=(0'Ex(z,t)+86Exa—(tZ’t)lez. (8.16)
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Mindkét oldalt az / hosszal és a Az szélességgel elosztva, tovabba a hasab Az
szélességét minden hataron tal csokkentve, a fenti egyenlet az elektromos és a magneses
térerosségek kozti parcialis differencidlegyenletre vezet

Hy(z+Az,t)—Hy(z,t) _ aHy(z,t)

lim >
Az—0 Az oz
(8.17)
oH ,(z,
—r= (Z t) = —(O'Ex (z,t)+ 8—6Ex (Z’ t)j,
oz ot

ahol a magneses térerdsség y-iranyu komponensének hely szerinti derivaltja ardnyos az
elektromos térerdsség x-iranytl komponensével és annak id6 szerinti derivaltjaval.

Alkalmazva a (8.2) indukcio torvényt a 8.9. abra Az szélességli, / magassagu
oldallapjara és figyelembe véve az anyagparaméterekre vonatkozo Osszefiiggéseket a
kovetkezo 6sszefiiggés irhatd fel,

OH ,\z,t
—Ex(z,t)l+Ex(z+Az,t)l:—y%lAz. (8.18)
E, Eva T
o X o X T/ %
i o
/ // d /
‘ 2 { 1 2
i [ o ol . o ~ b
¥ ¥V H, 7
Y ;B ;/ ! U/ !
A A
Az Az
8.8. dbra. A gerjesztési térvény 8.9. abra. Az indukci6 térvény alkalmazasa
alkalmazasa a Az szélességli hasabra a Az szélességli hasabra

Mindkét oldalt az / hosszal és a Az szélességgel elosztva, tovabba a hasab Az
szélességét minden hataron tal csokkentve, a fenti egyenlet ugyancsak az elektromos és
a magneses térerdsségek kozti parcialis differencidlegyenletre vezet

i Balz+Az0)-Ey(zt) _0Ey(z.1)
Az—0 Az &

i

(8.19)
OE (z,1)  OH(z.1)

oz Ao

B
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ahol az elektromos térerdsség x-iranytl komponensének hely szerinti derivaltja aranyos a
magneses térerdsség y-iranyt komponensének id6 szerinti derivaltjaval.

A fenti két egyenlet egy csatolt differencidlegyenlet-rendszert alkot. A valtozok
szétvalasztasdhoz, mindkét egyenletet z-szerint derivalva, és némi rendezés utan az
elektromos és a magneses térerdsségekre vonatkozo hullamegyenlet adodik,

02H ,(z.1) _(G OEy(z1), 0 8Ex(z,t))

0z2 Oz ot 0Oz
(8.20)
82Hy(z,t) aHy(z,t) 82Hy(z,t)
= po + ue :
0z2 ot or2
R2E(z1) ﬁ@Hy(z,t)
0z2 - ﬂaz 0z ’
(8.21)

62Ex(z,t) . GEx(z, t) t e 82Ex(z,t) ’
0z2 ot o2
ahol a térjellemz6 elektromos €s magneses térerdsség vektorok hely szerinti masodik
derivaltjai aranyosak az id6 szerinti elsé és masodik derivaltakkal.
Tehat a szabadon terjedd sikhullam hullimegyenlete veszteséges kézegben (o #0) a
kovetkez6 alakban adhaté meg

02H ,(z,1) oH ,(z,t)  92H ,(z,1)
VAL re UANAE A 22
022 1O 5 P 0- (8.22)

62Ex(z t) GEX(Z t) 62Ex(z t)
— — uo > — uE —=0 . 8.23
0z2 O P (8.23)

A szabadon terjed6 sikhullim hullamegyenlete szigefeld anyagban (o =0) az un.
hullamegyenletet adja

02H (Z t) 02H (Z t)
LA Y0 8.24
5.2 ue ) , (8.24)

82Ex(z,t) e 82Ex(z,t)

=0 . 8.25
0z2 or2 ( )

A szabadon terjedd sikhullam hullamegyenlete jo vezeté anyagban (& << o) a jol
ismert diffuziés egyenlethez vezet
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02H (z t) OH (z t)
Yy DA 8.26
022 Ho ot ’ ( )

82Ex(z,t)_ 6Ex(z,t)
oz2 He ot

=0 . (8.27)

8.2.2. A hullamegyenlet szinuszos iddébeli valtozas esetén

Szinuszos valtozasok esetén a komplex formalizmust alkalmazva az elektromos és
magneses térerdsségek valos idofiiggvényei a kovetkezo alakban adhatok meg

E(z.1)= Re(Ex (z)ejwt) Hy(z,1)= Re(Hy (z)eet ) (8.28)

ahol Ex(z) és H y(z) a helyfiiggé komplex amplitadok. Figyelembe véve, hogy a
komplex formalizmus alkalmazasakor az id@szerinti elsé derivalt jw-val valo
szorzashoz, az idészerinti masodik derivalt ( ja))2 -tel vald szorzashoz vezet, tovabba

minthogy e/® szorzotényezé minden tagban szerepel, azokat figyelmen kiviil hagyva,
a komplex amplitidokra a hullamegyenlet mar csak helyfiiggd differencialegyenlet lesz,

2
—aE—x(Z)+ja)ﬂ(G+ja)g)Ex(z):O , (8.29)
0z2
02H
——y(z)+ja),u(0'+ja)g)Hy(z):0. (8.30)
0z2

Bevezetve a
y= ja)y(a+ja)s)=a+j,8 (8.31)

terjedesi egyiitthatot, ahol az « valos 1ész a csillapitasi tényezo, a [ imaginarius 1ész
a fazistényezo, ahogy az késobb igazolast nyer. A terjedési egylitthatok bevezetésével a

hulldmegyenletek egy kozonséges hidnyos masodrendii differencidlegyenletté
egyszeriisddnek

_ 82Ex (Z)
022

62Hy (z)

+)/2Ex(z)= 0, - 02

+72H (=) =0. (8:32)
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8.2.3. A hullamegyenlet megoldasa

A fenti differencialegyenletek megoldasa az elektromos térerdsségre
Ey(z)=Ete 7 + E—e P (8.33)

alaku, mig a magneses térerdsségre vonatkozd megoldast a (8.19) dsszefiiggés alapjan a
szinuszos iddbeli valtozas estére vonatkozo

1 OEL(2)
Hy(z)=- e (8.34)

egyenletbdl szarmaztathato

Hy(z)z—#(—yﬂe—;a vy E=er), (8.35)
jou

amely némi rendezés utan, és a Zy = jou/y jelolés bevezetésével a kovetkezd alakban
allithato el

+ -—
Hy(z):E—e r_E e, (8.36)
A A

ahol a kdzeg hullamimpedancidja

. 19)
Zy = jouly =1/Uf+—j“w€, [Z0]=0. (8.37)

Az elektromos €s a magneses térerGsségek hely szerinti eloszlasanak ismeretében az
elektromagneses sikhullam komponenseinek valos idéfiiggvénye megadhato

Ey(z.t)=Re{Ete iz + B oot =

(8.38)
=Re{ +e—0ze (0t ﬂz)}+Re{E eaze](a)t+ﬂz)}
{(—e m——_e J/Zjejwt}
Zo
(8.39)
{E_+e oz g j(wrt— ﬂz)}_Re{Eeazej(a)Hﬂz)},
Z Z
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amely egy-egy halad6 hullamot reprezental. A realis részeket kiértékelve

Ey(z,1)= Re{E+e—“Zej(f‘”—ﬂz)}+ Re{E—e“Zej(“’”ﬂZ)}:

(8.40)
=Ete~% cos a)[t —ij + E~e% cos a)[t + 5),
v v
+ —
Hy(z,t)zRe E—e_azej(w’_ﬂz) —Re E—eazej(a’f+ﬂz) =
Zo Zo
(8.41)

+ —
:E—e—az cosS t—i —E—e“Zcosa) t+i s
Zy % Zy v

ahol v=w/B ahullam fazissebessége. A fenti két valds idSfiiggvény egy-egy retardalt,
késleltetett halado hullamnak felel meg.

A sikhullammal terjedd energia terjedési iranyat a Poynting vektor adja meg, ennek
megfelelden

ey ey e,
Sk =S EExHE)=3 B 0 0| =B (3:42)
0 Hy(z) 0

azaz a sikhullammal terjed6 energia a sikhullam haladasi irdanyaba, az elektromos ¢€s a
magneses térerdsségek sikjara merdlegesen terjed.

8.2.4. A megoldas értelmezése
A (8.40) Osszefiiggéssel meghatarozott elektromos térerdsség elsd tagja a ‘+z’

iranyban terjed6 sikhullam, a mésodik tagja a ‘-z’ iranyban terjed6 sikhullam.

Ey(z,t)= E*e= cos w(t - Sj + E~e% cos a)[t + %) . (8.43)

Ef (z,0) Ex(z)

(a) Feltételezve, hogy a —z iranyba haladé hullam amplitidéja nulla, E~ =0, és
E+ valos értékii, akkor a +z iranyban halado elektromos térerdsség hullam

E;t(z,¢)= E+e=% cos(wt — fiz) = E+e=% cos wlt — z/v) (8.44)
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kifejezésében az e~ tényez0 azt jelenti, hogy az elektromos térerdsség amplitudoja a
z fiiggvényében exponencialisan csokken. A csokkenés mértékét fejezi ki az «
csillapitasi tényezé ahogy az a 8.10. abran lathatd. Ha nincs csillapitas, a csillapitasi
tényez0 nulla, & =0, a hullam valtozatlan amplitidoval terjed, (8.11. dbra),

Ef(z,0)= ET cosolt — z/v). (8.45)

=+
—
(&
2
~
S
=
s

/\ ik >
z ;

8.10. dbra. A csillapitasi tényezo 8.11. dbra. Csillapitas-mentes
értelmezése hullamterjedés

(b) A +z irdnyba haladd elektromos térerdsség hullam (8.44) kifejezésében lathato,
hogy a térer6sség hullam fazisa z ndvekedésekor késik a z =0 helyen felvett fazishoz
képest, a faziskiilonbség [z, ezért a faziskésleltetésért felelds valtozd a f fazistényezd.

(c) Csillapitas mentes esetet vizsgalva, a +z iranyba haladé hullam (8.45)

kifejezésében a 8.12. abrdn lathaté modon a hullam amplitiddja ugyanakkora lesz a z;

helyen a # id6pillanatban, minta z; + Az helyen ¢, iddpillanatban.

Ey(z,1)4

M
Ei(z1st) Ef(zy+Az,t7)

8.12. abra. A halad6 hullam terjedési sebessége v
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Minthogy a hullam amplitid6ja nem valtozik, a cosinusz fliggvény értéke azonos,
cos oty —z1/v)=cos w(ty —(z; + Az)/v), ahonnan 1, =ty —Az/v, ty —t] = At = Az/v,
a hullamnak a kdzegben mért ferjedési sebessége v =Az/At = o/ .

(d) Csillapitas mentes esetet tekintve a +z irdnyba haladé hullam (8.45)
kifejezésében a hullam amplitidéja a z helyen a # iddpillanatban megegyezik a

hullamnak a kdézegben mért A hullamhosszaval tavolabb, T periddusidével késdbb
mért amplitadojaval, (8.13. dbra), cosawl(t; —z/v)=cosal(ty +T —(z+ A)/v), ahonnan
A=vT=v/f=aT/B=27/p.

A hullimegyenlet megoldasihoz az E', E~ amplitidok meghatérozasa a
kovetkezd feladat.

Ei(z,1) Ei(z+A,4; +T)

EX @ o2/

8.13. abra. A hullam kézegben mért hullamhossza
8.2.5. Sikhullam idedlis szigetel6ben

Az idedlis szigeteld vezetOképessége nulla, o =0. Ekkor a terjedési egyiitthatd
kifejezése (8.31) alapjan

y=\jou jos = jous = jolv=jp, (8.46)
azaz 1idedlis szigeteldanyagban nincs csillapitas, o =0, a terjedési egyiitthatd
imaginarius része a f fazistényez6. A hullim kozegben mért sebessége pedig
vzl/ \/E a Maxwell relacioval egyezésben. Figyelembe véve, hogy mind a
permittivitds, mind a permeabilitds egy &g, g allandobol és egy &,., i, relativ
permittivitasbol és permeabilitasbol all, ahol 1/ m =c a fénysebesség vakuumban
és levegdben. Bevezetve a szigeteldanyagra jellemz6 N = \/E valtozot, és az anyag

n torésmutatdjat, ha u,. =1, n=,/¢, , az idedlis szigeteldanyagban haladé hullam

sebessége
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C

1 1 c
v= = = =—.
\/E \//"050 \/,urgr \/,urgr N

Az ideélis szigeteldanyag hullamimpedanciaja (8.37) alapjan valos,

P I \/Z _ [ [ (8.48)
jwe £ g\ &

Idedlis szigetelanyagban, ahol a relativ permeabilitds egy, u, =1, a hullam-

impedancia Zg =/t /e0+/1/& . Levegbben, ahol a relativ permittivitas és a relativ
permeabilitdas is egynek tekinthetd, ¢,=1, . =1, a hullamimpedancia

ZO 21”10/60 =120r Q~377Q.

Az idedlis szigetelanyagban a +z iranyban terjedd elektromos és magneses
hullamok valés idéfiiggvénye

(8.47)

Ef(z,1)= Re{E+e—jﬂZeja’f}: E+ cos(wt — fiz)= E* coswlt — z/v), (8.49)
+ + +
H; (z,¢)= Re{g_o e—Jﬂzeja)t} = g—ocos(a)t - )= g—ocos olt—z/v), (8.50)

ahonnan kideriil, hogy az elektromos és a magneses sikhullam azonos fazisban terjed,
azaz linedrisan polarizalt a hullamterjedés, ahogy az a 8.14. dbran lathaté.

8.14. abra. Linearisan polarizalt elektromos és magneses sikhullamok

A +z-iranyban haladé elektromagneses sikhullamok altal szallitott energia, a
komplex Poynting vektor (8.42) kifejezésébe helyettesitve
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- 1 = = 1 ~
S =S EE)< ()= LB (ol =
2 (8.51)
i BT g, L e ET :L‘E . .
2 Zy 27z 2 zg ¢

tiszta valds, azaz a z-tengely iranyaban hatasos teljesitmény aramlik.

Osszefoglalva, az elektromagneses sikhullamok elektromos és magneses térerésség
hullamai egymasra merdlegesek, a terjedés iranyara merdleges sikban helyezkednek el,
azaz transzverzalis sikhullamok, amelyek a hullamterjedés iranyaba hatasos
teljesitményt szallitanak.

8.2.6. Sikhullam veszteséges szigeteloben
Veszteséges szigetelbanyag o #0  vezetOképességgel rendelkezik, ez a

nemkivanatos szivargasi aram, amely a kondenzatorokban elhelyezett szigeteldanyag
vesztesége, konduktancidjaként modellezhetd, ahogy az a 8.15. abran lathato.

I —>
Vi
!(-+
Ul —=i G

8.15. abra. A veszteséges szigeteléanyaggal kitoltott kondenzator halozati reprezentacidja

A komplex irasmodot alkalmazva és felrajzolva a kondenzator dramai és fesziiltsége
kozti fazorabrat (8.16. dbra), a kondenzator U fesziiltsége és a foag [ arama kozti

faziseltérés a veszteséges kondenzator impedancidjanak ¢, szoge, a & potszog, a
kondenzator / araménak az ideélis esethez tartozd I értéktdl valo elhajlasat a o

veszteségi szog jellemzi.

A szigeteldanyagnak az idedlistol vald eltérését, ezen O veszteségi sz0g
tangensével, a veszteségi tényezdvel szokas jellemezni. Figyelembe véve a statikus
elektromos és stacionarius aramldsi tér kozti analogiat, G/C=o/e, a veszteségi

tényez6 altalaban sokkal kisebb, mint egy,

go=16_UYcG _o (8.52)
Ic UcoC we
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8.16. dbra. A veszteséges kondenzator fazorabraja

A veszteséges szigetelbanyagban a sikhullam terjedési egyiitthatoja (8.31) alapjan

y = janlo + jwe) = ou joelt + ol jos).

(8.53)
y=joue(l+o]jos),
amely a veszteségi tényezd figyelembevételével és a v1+x ~1+x/2+---, |x << 1|

kozelitést alkalmazva
. ; . : . tgd ) tgd .
7 =JB1=jojwe) = jp,1- jtgs) = m’[l : JgT] ==+ JB. (8.54)

ahonnan a veszteséges szigeteldanyag csillapitasi tényez8je « =tgd/2, fazistényezdje
pedig megegyezik az idealis szigeteldanyagban haladdé hullam fazistényezd6jével
L=wjue=alv.

A veszteséges szigeteldanyagban halad6 hullam hullamimpedancidja (8.37) szerint,
a veszteségi tényezot is figyelembe véve, valamint az l/ J+x ~l-x/2%-, |x << 1|

kozelitést alkalmazva

S [den _ ﬁ;_JZ L
0= : = : = : =
o+ joe ¢ (1+ 0/ jwe) e\1-jtgd
z\/z(1+j@):R+jX,

& 2

komplex impedancia lesz, ahol a reaktancia sokkal kisebb a rezisztencianal, X << R.
Veszteséges szigeteldanyagban a hullamimpedancia valds része megegyezik az ideélis

(8.55)

szigetel@anyag hullamimpedancidjaval Zy =/ u/¢ .
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8.2.7. Szigetelobe merdlegesen beeso sikhullamok reflexioja

Idealis szigeteldanyagot feltételezve a 8.17. abran lathatdo két szigeteldanyag
anyagparaméterei a koOvetkezok. Az 1. anyag relativ permittivitisa &, relativ

permeabiltdsa py,., elektromos vezetdképessége nulla, o; =0, a 2. anyag relativ
permittivitdsa &5, relativ permeabiltdsa 15, , elektromos vezetdképessége nulla,
05 =0. Erkezzen az 1. kozegb6l egy x-iranyt Efr amplitadoju elektromos térerdsség

hullam merélegesen a z =0 helyen 1évé két réteg (1-2 réteg) hatarfeliiletére. Ekkor az
elektromagneses sikhullammal érkezé Poynying vektor +z-irdnyban terjedd energiat
szallit.

ek Zyy

Ei(z=0)

Fiz

8.17. abra. Sikhullam meréleges beesése

Az 1. rétegbdl a beérkezett, +z-iranyba halad6 hullam reflektalodik és —z-ianyba
halad6 komponens is fellép. A 2. kdzegben csak a +z-irdnyba haladé hullam jelenik
meg. Az egyes rétegekben az elektromagneses sikhullam komponensek (8.33), ill.
(8.36) szerint a kovetkezo alakban irhato,

. . ET . =
Epy(z)= Efre—jﬂlz +EfelPrZ, Hly(z)z_le—Jﬂlz _E g , (8.56)
Zo1 Zo1
. EF .
Ey(z)=E3e /P27, Hy ()= Z—éze‘fﬂzz : (8.57)

Az 1. kozegbe beérkezo El+ e P17 hullam a z=0 helyen reflektalodik és az

Er Pz komponens elindul a —z-irdnyba. Bevezetve az elektromos térerdsség-hullam
z =0 helyen fellépd visszavert és beesé amplitudoinak viszonyara a reflexios tényezot
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-
ny=—1-, (8.58)
£y

és Dbehelyettesitve az Ej :r12E1+ alakot a fenti elektromos ¢és magneses

hullamterjedést leird egyenletekbe, az elektromos és magneses térerdsségek tangencialis
komponenseinek folytonossagara vonatkozéd feltételbdl Ejy(z = —0)= E5,(z =+0),

Hyy, (z=-0)=H, y (z = +0) a kovetkezo Gsszefiiggés adodik

( A (i)
Ef 1+}'12)=E+, 1—7’12 = . (8.59)
! 27 Zo) Z02
A két egyenletet elosztva egymassal,
1+
Zoy— 2 = 7y, (8.60)
1-n3

a reflexids tényezd az egyes rétegek hullamimpedancidinak Zyj =414/ ,

Zoo =+l1n /ey ismeretében meghatarozhato

Zoyp —Z,
Ny =202 201 (8.61)
Z02 +Zo1
Itt kell megjegyezni, hogy a fenti modon, az elektromos térerdsség reflektalt és
beesé komponenseinek hanyadosaval bevezetett reflexios tényezd jeldlése helyesen

rlg , mig a magneses térerdsség visszavert ¢s beesé komponenseinek viszonya az

H_H
}”12 —F——Vlz (862)

az elektromos térer6sség komponensekre vonatkozo reflexidos tényez6 minusz
egyszerese.

Minthogy az egyes szigetelGanyagok relativ permittivitasa és permeabilitdsa is mas,
az egyes rétegekben terjedd hullamok fazistényez6i is kiillonboznek,

w
b=—, Bo=—, (8.63)
Vi V2
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ahol az egyes szigetel6anyagokban terjedé hullamok sebessége a kovetkezd

1 1

e Ve T e

8.3. TE és TM tipusu sikhullamok

(8.64)

8.3.1. Szigeteldbe ferdén beesS hullamok

A sikhullamok két idedlis szigeteld hataran torténd reflexiojara vonatkozd el6zo
pontbeli targyalasa csak a feliiletre merdlegesen érkez6 sikhullamok esetén igaz.

A kovetkezékben érdemes megvizsgalni azt az esetet, amikor a két, idealis
szigeteldanyagot elvalaszto felillet az x =0 sik, és a terjedd sikhullamnak nemcsak z-
irAnya, hanem x-irdny sebességkomponense is van, v =v, +v,,, mikozben az y-

iranyban nincs valtozas, ahogy az a 8.18. dabran lathato.

8.18. abra. Két szigeteld hatarfeliiletére ferdén beeso sikhullam

A z-irdnyban a terjedési egyiitthato tovabbra is legyen y = jf, ekkor a z-irdnyban
terjedd hulldm fazissebessége v, =w/f . Az x-irdnyban terjedd hullim terjedési
egyiitthatdja legyen jk , ahol k& a cirkularis hullamszam, ekkor az x-iranyban terjedd
hullam fazissebessége v, = o/k .

A Fourier féle szorzat-szeparacids eljarast alkalmazva az elektromos és magneses
hullamokat leird egyenletet az F (x,z): X (x)Z (z) szorzat alakban keresve az

elektromos és magneses térerdsség hullimok komplex amplitidoi a kdvetkezd alakban
adhatok meg

E(x,z)= Eje™ /e JB | H(x,z)= Hie¥/FeiF (8.65)

ahol az e /& 4 +x-iranyban terjedd, az etk —x-irdnyban terjedd
hullamkomponenst jeloli. Az elektromagneses hullam térerdsségeinek valos

id6fiiggvénye
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E(x,z.t)=RelE(x.2)ej@ | H(x,z,t)=Re{H(x,z)ejol |, (8.66)

Ha £, a cirkularis hullimszam valods, az x-iranyban is haladd hullam alakul ki,
vy = ofk fazissebességgel

E(x,z,t)= Re{EleTijxe—jﬂzeja’t }: E| cos(ot F kx — fiz),
(8.67)
H(x,z,t)= Re{ﬁlleiﬂ‘f"e—jﬂze]’a’t }: Hj cos(wt F kx — fz),

ha azonban k =—jx , képzetes, ahol x valos, akkor az x-irdnyban az elektromagneses

tér eltiind lesz. Eltlind tér esetén az elektromos és magneses térerdsségek komplex
amplitadoi és valos id6fliggvényei a kdvetkezd alakban adhatok meg

E’(x, z,t) = Re{Ele%‘xe—jﬁzeja’t }: Elei’“ cos(a)t - ﬁz),
(8.68)
H(x,z,t)= Re{illei"xe_jﬂzejwt }: Hie¥ % cos(wt — f5z),

ahol a z-irdnyban halad6 elektromégneses hullimban csillapitott amplitadoja lesz x-
iranyban, nem tartozik hozza x-irdnyu fazissebesség és hullamhossz.

Természetesen mind az elektromos, mind a magneses térerdsség vektoroknak a
geometriai tér minden irdnyaba es6 rendezdje van

E=EX+E‘y+E‘Z, I;I=Hx+fly+flz. (8.69)

8.3.2. Az elektromdgneses tér felbontisa TE és TM tipusu hullimokra

(a) Idedlis szigeteldanyagot feltételezve a vezetési aram elhanyagolhato,

m << ‘Gﬁ/ét‘. Felirva a (8.1) gerjesztési torvényt a komplex formalizmus

alkalmazasaval,
§H(x,z)-dl = [ josE(x,z)-dd , (8.70)
l a

a 8.19. dbrdn lathatd Az - Ax éy feliiletre és az azt hatarold zart gorbére a jobbsodrasu

referencia iranyokkal

—H . (x,2)Ax + H,(x,2)Az + H (x,z + Az)Ax — H, (x + Ax, z)Az =
(8.71)
= jos Ey(x,z) Ax Az,
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majd a Ax-Az feliilettel az egyenlet mindkét oldalat elosztva,

Hop

HZ
— I ! i :z

8.19. abra. A gerjesztési torvény alkalmazasa

jwe Ey(x,z): Hx(x,Z+AZ)—Hx(x,Z)_ Hz(x+Ax,z)—HZ(x,z) ’ (8.72)
Az Ax

és Ax , Az értékét minden hataron tal csékkentve

ja)gEy(x,z): lim Hx(x,z+Az)—Hx(x,z)_Hz(x+Ax,Z)—HZ(x,Z), (8.73)
Ax—0 Az Ax
Az—0

a gerjesztési torvény kapcsolatot teremt az E y, Hy & H; kozott,

OH, oH,

. 8.74
0z ox ( )

ja)gEy =

A miveleteket ciklikusan, indexcserével megismételve az €, és az e, normalissal

rendelkezé feliiletekre, kapcsolat teremtheté az elektromos tér Ex,Ey,EZ és a
magneses ter  Hy,H,, H; rendez6i  kozott az  y-irdnyu  megvaltozasok

elhanyagolasaval, 6/oy =0,

OHy _ OH, OoH

iwe E, =—2 , jocE.=—2, 8.75

J z ox oy J z ox ( )
oH oH

jwsE, = OH, 7% jos E,=—2. (8.76)
oy oz oz

(D) Felirva a (8.2) indukcio torvényt a komplex formalizmus alkalmazasaval,
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§E(x,z)-dl =—| jooH(x,z) -da, (8.77)

/ a

a 8.20. dbrdn lathatd Az - Ax éy feliiletre és az azt hatarold zart gorbére a jobbsodrasu

referencia iranyokkal,

X
E,

EE
—>

P

8.20. abra. Az indukcid torvény alkalmazasa

—E (x,2)Ax + E,(x,2)Az + E(x, 2 + Az)Ax — E, (x + Ax, z)Az =
(8.78)
=—jouH,(x,z)Ax Az,

amely egyenletet a Ax-Az feliilettel elosztva, és a Ax , Az differencidkat minden
hataron tal csokkentve,

. ) (x,z+Az)—E (x,z) E,(x+Ax,z)-E,(x,2)
—]a),tu(x,z): A1)1(20 = o = — . = . (8.79)
Az—0

a magneses tér és az elektromos tér komponensei kozott a kovetkezd kapcsolat
irhat¢ fel,

OE, O,

0z ox

—jouH, = , (8.80)
amely ciklikus indexcserével az e, és az e, normalissal rendelkezd feliiletekre a
kovetkezd kapcsolatokat eredményezi az y-irdnyu megvaltozasok elhanyagolasaval,

o/oy=0,

) OE, oFE ) OE
—jouH, =—* =X —jouH, =—2> (8.81)
Ox oy ox
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OoF OF
—ja),uHx:ai——y, —ja)ny:——y. (8.82)

oy oz Oz

(¢) A kapott egyenletek alapjan megallapithatd, hogy az indukcod tdérvénybdl
szarmaztatott utolso két (8.81) és (8.82) egyenletbe

_ O, . O,
—JjouHy=——— -jouH,=——, (8.83)
oz ox

az elektromos tér (8.65) komplex amplitidojat behelyettesitve és a kivant derivalast
elvégezve

+
He=—LE, m =g, (8.84)

wu wu
a magneses tér H, ¢és H, komponensei az elektromos tér E, komponensének
ismeretében meghatarozhatd, azaz az elektromos tér E,, komponense a terjedés

irAnyara meréleges lesz, transzverzalis elektromos, TE tipusu lesz a kialakulo tér, mig a
magneses tér komponensei a terjedés sikjaban helyezkednek el (8.21. dbra).

X -
€2,H2 S;
) H A H, m/ y
:/ S; <49
Sy
€151y

8.21. abra. TE tipust, moédusu hullamterjedés

Hasonlé mddon a gerjesztési torvénybdl szarmaztatott utolsd két (8.75) és (8.76)
egyenletekbe a magneses tér (8.65) alaka komplex amplitidojat helyettesitve

6Hy OH ),
ja)gEx :—a—, ja)gEzz , (885)
4

ox

¢s a kivant derivaltakat képezve a kovetkez6 adodik
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B Tk
Ex=—""Hy, E.=—H

(8.86)

az elektromos tér E, és E, komponensei a magneses tér /, komponensének
ismeretében meghatarozhato, azaz a magneses tér H,, komponense a terjedés iranyéra

merdleges sikban van, transzverzalis magneses, TM tipusu lesz a kialakuld tér, ekkor az
elektromos tér komponensei a terjedés sikjaban helyezkednek el (8.22. dbra).

X

€2,H2
E,
gl el

4D

y

53

L 5]

Sy
€1

8.22. abra. TM tipust, modust hullamterjedés

A fennmaradé két, (8.74) és (8.80) egyenletet megvizsgalva,

oH, oH, 0E, OF.
Oy 9z ipum, =%x Bz 8.87
oz o MY Ty TTa (8.87)

ja)gEy =

az elsé egyenletbe a (8.84), a masodikba a (8.86) alakii komplex amplitidokat
behelyettesitve, és a derivaltakat képezve mindkét egyenlet ugyanarra az azonossagra, a
diszperzios egyenletre vezet

B2 +k? =’ pe= N2 . (8.88)

A fenti egyenletben ky a hullam frekvencigja altal meghatarozott szabadtéri
fazistényez0, vagy mas néven a szabadtéri cirkularis hullimszam

o 2r
ko =oyuoeo === N=\tér, (8.89)

ahol A a szabadtéri hullamhossz.

Osszefoglalva, a TE és a TM tipust hulldmterjedés egy transzverzalis elektromos és
egy transzverzalis magneses hullam terjedést ir le. TE tipusi/modust hullamterjedés
esetén az elektromos tér a terjedés iranyara merdleges, mig a terjedés sikjaban
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helyezkednek el a magneses térerésség komponensei. TM tipusi/modusi
hullamterjedés estén a magneses térnek nincs a terjedés iranyaba esé komponense, az
elektromos tér a terjedés sikjaban fekszik, 8.1. Tablazat. A fentiek alapjan egy
haromdimenziés komponensekkel rendelkezd elektromagneses hullim a TE és a TM
tipusu/modust hullamterjedések 6sszegeként irhat6 fel.

8.1. Tablazat

TE és TM tipust hullamterjedés térjellemzoi

TE tipusu hullamterjedés TM tipusu hullamterjedés
B B
H.=— E E. = H
x ou Y X we Y
+k Fk
z ou Y 2w Y

a)2/18 :,6’2 +k?

8.3.3. A kozegekben aramlo teljesitmény

A TE és a TM moddusi hullamterjedés esetére a komplex Poynting vektor
segitségével az energiadramlas meghatarozhat6.
(a) TE modusu hullamterjedés energiadramlasa a kovetkez6 mdodon hatarozhatd meg

e €, e
g 1= = 1 U 2.7, 5.8,
S[E=JExH=_| 0 Ey 0 |=_[oxEyH, ~&EyH, ] (8.90)
H, 0 H,
1 ~ k 2 1 ~ Yij 2
7E_ 1 _4 Kk TE _ _ L __P
SUE =SBy =25 Ey|, sI S EyHy Zwﬂ‘Ey‘ . (8.91)

X y €z

”TM 1 = = l l[ - — -~ ]

S ZEEXH:E E. 0 E, :E_eszHy"'ezExHy S (8.92)
0 H, 0
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~ 2
STM :—%EZH), _+ Ky |, oM =

8.93
2wl Y ( )

A fenti Osszefiiggésekbdl megallapithatd, hogy sem a TE, sem a TM modusu
hullamterjedés nem szallit energiat az y-iranyban,

S§E =0, SyTM =0. (8.94)

A TE ¢és a TM modust hullamterjedés soran hatasos teljesitmény aramlik a z-tengely
iranyaba.

Az x-tengely iranyaban, ha k-valés, a csillapitatlan halad6 hullam hatésos
teljesitményt visz, ha azonban k=-jx, az eltind elektromagneses tér meddd

teljesitmény aramlasat eredményezi.
8.3.4. Hullamterjedés az egyes rétegekben

(@) TE modusu hullimterjedést vizsgalva, mindkét rétegben haladé hullamot
feltételezve az 1. kozegben az elektromos térerdsség ElJr beesd és E| visszavert

hullam komponenst tartalmaz,
Eyy(x,z)= (Ef; e hix El—yefklx)e—f/”lz , (8.95)

a magneses térerdsség komponensei pedig (8.84) alapjan

Hiy(x,2)= —Q%(Ef;e_jklx +E1_yejk1x)e_jﬂlz, (8.96)
1
le(x,z):wk—/lll(El’;e_jklx —El_yejklx)e_jﬂlz. (8.97)

A 2. kozegben az elektromos tér csak E; megtort hullamdsszetevot tartalmaz,

nincs reflektalt komponens, £E5 =0,
_r+ —Jkox —jprz
Ezy(x,z)—Ezye 2X gmIP27 (8.98)

a magneses tér komponensei pedig a kovetkezok,
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Hzx(x,z)z—ﬁE;ye_jkzxe_jﬂzz, (8.99)
oty
Hy.(x,z)= k—ZE;ye‘szxe‘fﬂzz . (8.100)
oy

(b) TM modusu hullamterjedeést vizsgalva, mindkét rétegben haladd hullamot
feltételezve az 1. kozegben a magneses térerdsség Hl+ beesd és Hy visszavert hullam

komponenst tartalmaz,
Hyy(x,z)= (ny e~ /hx Hl—yefklx)e‘fﬂlz , (8.101)

az elektromos térerdsség komponensei pedig (8.86) alapjan

Epy(x,2)= ﬂ(Hiy e Thx 4 Hl—yefklx)e‘fﬂlz , (8.102)
we]
Eyy(x,z)= —E(ny e kX _ nyefklx)e—fﬁlz . (8.103)
we]

A 2. kdzegben a magneses térer0sség csak H. 5’ megtort hullamosszetevot tartalmaz,

nincs reflektalt komponens, H 5= 0,
Hyy(x,2)= H;ye—szx e Ihaz (8.104)

az elektromos tér komponensei pedig a kdvetkezok,

Eoy(x,z)= ﬁH;ye—szxe—fﬂzz , (8.105)
ey
Ey,(x,z)= —k—2H2+ye—fk2xe—fﬂzz . (8.106)

ey
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8.3.5. A hullamterjedés paramétereinek meghatarozasa

Feltételezve, hogy TE modust hullamterjedés estén az ElJr bees6 hullam elektromos

Osszetevéje, TM modust hullamterjedés estén a H1+ beesé hullam magneses
OsszetevOje valamint a beesdé hullam 9 beesési szoge ismert, a kérdés az egyes
rétegekben az Ey, Hy, E; , H; térer0sség amplitidok nagysdga, az egyes
rétegekben a z-iranyt hullamterjedés fi, fr ¢és az x-irdnya hullamterjedés, ki,k,
fazistényez6i, valamint a 9',.9" a hullam reflexios és torési szogeinek egymashoz valo
viszonya.

(@) A fenti paraméterek meghatarozasahoz el6szor érdemes megadni a

szigetelBanyag Ny =/ py,61, » il Ny =4liur,.&r, paramétereit. Ha a
szigeteldanyagok relativ magneses permeabilitdsa g, =1, wup, =1, a szigeteld

kozegek torésmutatoi, ny =4/, , 12 =+/&2;, -

(b) Az x =0 hatarfeliileten az elektromos és magneses térerdsségek tangencialis
komponenseinek folytonossagara vonatkozé feltételek kielégitése a tovabbi feladat.

Ez azt jelenti, hogy az E elektromos és a H magneses térerdsségek y-irdnyl és z-
iranyu rendezoinek folytonosnak kell lennie,

Ey(x=0,2)=E,(x=0,z), Hj,(x=0,z)=Hj,(x=0,z),
(8.107)
Ep.(x=0,2)=Ey,(x=0,z), H,(x=0,z)=Hy,(x=0,z).

fgy a két réteg hataran a z-iranyu terjedésre jellemzé S fazistényezd nem lehet

kiilonboz0, azaz fazissebességek z-iranyi komponensei azonosak,

L B=p=5. 8.108
7 h=p=p (8.108)

v 9 _y
1z =, =V2z=
B
(c) A beesd és a reflektalt hullam x-iranyt terjedésre jellemz6 k| fazistényezdje
azonos, ezért a visszaverddési szog megegyezik a beesési szoggel

bler)-nler) o=
(8.109)
k) =k (r) 9=
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(d) Feltételezve, hogy az 1. kdzegben az x-iranyt hullamterjedés halado hullam,
ekkor a diszperzios egyenlet alapjan az x-iranyu terjedés &y fazistényezdje valods,

k=2 e - 2 =\/N12k§ -5,

B <oy mer = Nikg ,

a 2. kozegben legyen eltiiné az elektromdgneses tér, azaz ky képzetes, amely a

(8.110)

diszperzids egyenlet alapjan azt jelenti, hogy

ky =g - p2 = —j\/ﬂz - N3kg =-jx2,

(8.111)
Noko = o\ urer < B,
azaz az anyagjellemzok és a z-irAnyu fazistényez6 kapcsolata a kovetkezd,
Noky < f < Nikg. (8.112)

8.3.6. Hullamterjedés a 2. rétegben eltiing térrel
A 2. rétegben eltind tér esetén az x-irdnyu hullamterjedésre jellemzd ky =—jxo
imaginarius.

(a) A 2. rétegben eltind TE modusu hullamterjedés esetén az 1. rétegben az
elektromagneses térer6sségek haladd hullamot alkotnak, azaz a térkomponensek a
(8.95)-(8.97) alakjukat megtartjak,

Ely(x,z)= (Eﬂ}e_jklx + El_yejklx)e_jﬂz , (8.113)
Hiy(x,z)= —w%l(Efye‘ﬂ‘lx + Efyef'klx)e—fﬂz , (8.114)
Hyz(x,2)= wk_/lq (Ef;e_jklx Byt (8.115)

a 2. rétegben mivel ky =—jx, imagindrius, a (8.98)-(8.100) hulldamkomponensek
amplitidoéja csillapodo lesz,



8. OPTIKAI HULLAMVEZETOK ALAPJAI 329

Eyy(x.2)= Ef &2 eI (8.116)

Hyy(x,z)=— s EY e~K2Xe=Jpz (8.117)
oy =

Hy,(x,2)="L"2 F em*2¥eIF2 (8.118)
oy

() T™™ médusu, eltind hullamterjedés esetén ugyancsak az 1. rétegben a
hullamkomponensek rendez6i (8.101)-(8.103) valtozatlanok maradnak,

Hly(x,z):(Hl';e_jklx+H1_yejk1x)e_jﬁz, (8.119)
Ey(x,2)= i(Hf e Jhx nyef'klx)e—f/fz : (8.120)
we * Y
Ep(x,z)= —i(Hl+ e R _ nyefklx)e‘fﬂz . (8.121)
we Y

a 2. rétegben mivel kp =—jxp imagindrius, a (8.104)-(8.106) hullamkomponensek
amplitudoja itt is csillapodo lesz,

Hyy(x.2)= Hy e 2" eI (8.122)

Eoy(x,2)= p H;ye"fzxe—fﬂZ, (8.123)
[0)5%)

Eyz(v,2)=L52 5 e2vem Iz (8.124)
[2)5%)

8.3.7. A két réteg illesztése, a reflexios téenyezo

(a) TE modusu hullamterjedés illesztése esetén az x =0 helyen az elektromagneses
térerdsség komponensek tangencidlis rendezéi folytonosak, azaz az elektromos
térerésség y-iranyu, valamint a magneses térerdsség z-iranyt komponensei folytonosak.
A (8.113), (8.116), (8.115) és (8.118) dsszefiiggések felhasznalasaval
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Eyy(x=0,2)=E,(x=0,z), Ef, +Ef, =E3 .

. . o (8.125)
Hy(x=0,2)=Hy,(x=0,z), “LEt - "Lp- =% ps
m Yo

Az els6 sorban a masodik egyenletet a masodik sor masodik egyenletébe helyettesitve,
¢és a visszavert hullam amplitadojat osztva a beesd hullam amplitidoéjaval, kiadodik a
TE modusu hullamterjedésre vonatkozo reflexios tényezo,

LI LY)

Ey w  m
g =—2L =42 (8.126)

L

mo

Ezek utdan TE modusu hullamterjedés estén az elektromos térerdsség visszavert
hullam és a megtort hullim amplitidéi meghatarozhatok,

Eiy =rrpEy,. Ej, =E1+y(1+rTE). (8.127)

(b) TM modusu hullamterjedés illesztése esetén az x=0 helyen ugyancsak
folytonosak az elektromagneses térer6sség komponensek tangencialis rendezdi, azaz a
magneses térerésség y-iranyu, valamint az elektromos térerésség z-iranyi komponensei
folytonosak. A (8.119), (8.122), (8.121) és (8.124) dsszefliggések felhasznalasaval

Hyy(x=0,2)=Hy,(x=0,2), H +Hf, = HY

. ‘ ix (8.128)
E(x=0,2)=Ep.(x=0,2), ~“Lat +Lpg- =L22 g4
lz( ) 22( ) € ly & 1y & 2y

Az els6 sorban a masodik egyenletet a masodik sor masodik egyenletébe helyettesitve,
és a visszavert hullam amplitidojat osztva a beesd hullam amplituddjaval, a T™M
modust hullamterjedésre vonatkozoé reflexios tényezo adodik,

k. —jxy
-
Rl . S (8.129)
Hf ko —iK
g &1 &)

Ezek utan TM modusu hullamterjedés estén az elektromos térerésség visszavert
hullam és a megtort hullim amplitidéi meghatarozhatok,
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Hiy =y Hy,, Hj, =H1+y(1+rTM). (8.130)

8.3.8. A rétegekben aramlo teljesitmény

Az 1. rétegben a TE és TM modusu hullamterjedés energiaaramlasa a komplex
Poynting vektor segitségével a (8.91) és (8.93) dsszefiiggésbdl meghatarozhato. Az 1.
rétegben az x-iranyban és a z-irdnyban, ahol k és S wvalods, hatasos teljesitmény
aramlik, az y-irdnyban nincs teljesitményaramlas,

SlTxE . 2a)y ‘Ely ‘ TM = 26081 ‘H ‘
S1 =0, S1 =0, (8.131)
SlTZE - 2a14 ‘El ‘ Sz = 2we1 ‘H ‘

A 2. rétegben, ahol S wvaldés és ky =—jxy képzetes, a (8.91) és (8.93)
Osszefiiggések felhasznalasaval a TE és TM modust hullamterjedés esetén a z-iranyba
hatasos teljesitmény, az x-irdnyba ko imagindrius volta miatt meddd teljesitmény
aramlik, y-iranyban itt sincs energiadramlas.

— JK2 2 M _< JK2 2
SZ =+ ‘Ezy‘ R S2x =+ ‘sz‘ R

* 20wy 2wey
SIE =0, SIM <o, (8.132)
E__B 2 ™ _ B
SZZ - ‘EZy‘ SZZ 2wed ‘sz‘ .

Figyelembe véve, hogy a 2. rétegben az erdtér eltiing, a reflexios tényezd szamlaldja
a nevezd konjugaltja, azaz mind a TE, mind a TM modust hullamterjedésre a reflexios

tényezé abszolit értéke 1, |’TE|=1» |’TM|=1 , amely a réteghataron teljes

visszaverddést okoz, azaz a 2. rétegben x-iranyban nem aramlik hatasos teljesitmény.
8.3.9. A teljesitményaramlas iranya

A TE és a TM moddust hullamterjedéseket abrazold 8.21. abran és 8.22. abran a
Poynting vektor S1+ beesd, S reflektalt és S; megtort komponenseit felbontva x-

irany €s z-iranyu rendezdkre, az 1. rétegben a beesési szOg szinusza
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sin 9 = Si s ___ B (8.133)
i el s ok

ahonnan a még ismeretlen z-irdny terjedési egyiitthaté meghatarozhato,

B = Nikgsind. (8.134)
Hasonl6 mddon a 2. rétegre is felirhato az dsszefliggés

S = Nokgsing". (8.135)

Az utolsé egyenletet elosztva az el6zdvel és némi rendezés utan a Snellius-Descates
torveny adodik, ;. =1, i=1,2 esetén a szigeteldanyagok tOorésmutatdi is

alkalmazhatok
sing” _ Np sind” _ n (8.136)
sing  N,’ sing  ny |

Figyelembe véve, hogy Noky < f < Nikg, a 2. réteg relativ permittivitasa kisebb,
mint az 1. rétegé, ny <ny.

Az 1. rétegben a beesési szog és az anyagallandok ismeretében az adott frekvenciaju
hulldm z-irdny fazistényezdje meghatarozhatd, amely lehetové teszi az x-irdnyl
terjedési egyiitthato kiszamitasat,

kg =y(Niko ¥ — % = Nykg cos 9, (8.137)

majd a 2. rétegben az eltling tér amplitidojanak csillapitasat,

Ky =+ B2 = (Nako ) . (8.138)

8.4. Szigeteloréteg hullamvezeto

A szigeteloréteg hullamvezetGben tulajdonsagainak vizsgalatakor egy y-z iranyban
végtelen kiterjedésti, x-irdnyban x=+d vastagsagl, u =y permeabilitasa és
&1 = 01y = gonl2 permittivitast idealis szigeteldanyagot, a magot, a magot koriilvevo

x>=xd héjban py = po permeabilitdsti és &y = gp&p; = gon% permittivitast a kozeget
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feltételezve (8.23. abra) a kérdés az, hogy hogyan terjed a magban az adott frekvenciaju
elektromagneses hullam gy, hogy a héjba nem 1ép ki hatdsos teljesitmény.

x héj 2

8]’“1 z

J‘/ mag 2 ‘ﬂ

’ héj
[ / £2:M2

8.23. abra. Szigeteloréteg hullamvezeté modellje

Tehat a fenti feladat megoldasahoz a 8.24. abrdan lathatd elrendezést célszerii
vizsgalni, ahol a mag x-irdnyban x =2d vastagsagl, y-z-irdnyban végtelen nagynak
tekinthetd. A magot koriilvevé héj x-irdnyban |x| >d, y-z-irinyban végtelen

kiterjedéstinek tekintheté. A hullamterjedésrdl fel kell tételezni, hogy a magban z-
iranyban a csillapitatlan haladé hullam, [ fazistényez6vel terjed, az x-irAnyban

csillapitatlan allohullamok alakulnak ki, (k; valos fazistényezdével), mig a héjban x-

irdnyban eltind az elektromagneses tér (ky = —jxy képzetes)

_ 212 _ 212
/q_\/leO _p2 —\/nlko _p2,

(8.139)
Ky =2~ N3KG =2 —n3i3.
azaz a két kozegben a koz0s fazistényezore fennall a kovetkezo 6sszefiiggés,
nlkO > ﬂ > n2k0 . (8.140)

A 8.3. pontban targyaltak alapjan a fenti feltételeknek eleget tevd elektromagneses
hulldmterjedés kialakulasanak az a feltétele, hogy az x =+d helyen a mag mindkét
hatarfeliiletén teljes visszaverddés lépjen fel, azaz az ny <ny feltétel sziikséges,
tovabba két teljes visszaverddés kozti tavolsag a hullamhossz egész szamu tobbszorose
legyen.
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8.24. abra. Hullamterjedés a magban

8.4.1. A téregyenletek

Figyelembe véve, hogy a magban csillapitatlan haladé hullam, a héjban eltiind
elektromagneses hullam alakul ki, a téregyenletek az el6z6 pontban kapott eredmények
alapjan a kovetkezok lesznek.

(a) TE modusu hullamterjedés esetén a magban és a héjban kialakuld

elektromagneses hullamegyenletek (8.113)-(8.118) alapjan a kovetkezok.
A magban az elektromos ¢és a magneses térerésségek a kovetkezok

Eyy, (x,z)= (Ef;}e—jklx + El_yejklx )e—jﬂz,

Hix(x,z)= -i( +em kx4 B eﬂqX)e—jﬁz, I <d, (8.141)
oug - Y g

4 (g s .
="l g+ o—Jjkix — g— jklx) —jp1z
le(x,z) o0 1€ 1€ e )

a héjban az elektromos és a magneses térerdsségeket a kdvetkezo egyenletek irjak le,

Ezy(x, Z) = Egye_’(ﬂ e—Jjpz,

Hyy(x,z)= _ijlo Ef e~ 2%emif7 b > d. (8.142)
Ha(v.2) =222 B omrove-ift,

g

A mag hatarfeliiletén az x = +d helyen az elektromos térerdsségek azonosak,
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Eyy, (x=+d,z)= (Eﬂ}e‘jkld + El_yejkld )e‘]ﬁz, 514
Eyy, (x=-d,z)= (Eﬂ/e*‘jkld + El_ye_jkld )e‘jﬂz,

ahonnan az adddik, hogy a magban a reflektalt hullam amplitiddja megegyezik a beesd
hullam amplitadojaval, 6sszhangban a mag hataran fellépd teljes reflexidval

El_y = E+ (8.144)

ly>

amit figyelembe véve ¢s a (8.141) elsé egyenletébe helyettesitve, a magban kialakuld
elektromos tér valtozasat z-iranyban egy halado hullim, mig x-irdnyban egy alléhulldm
irja le

Eyy(x.z)= 2Ef, cos(kyx)e=JFz . (8.145)

A mag ¢és a héj hataran az elektromos térerdsségek tangencialis komponenseinek
folytonossagat figyelembe véve

Ely(x =id,z)= Ezy(x =id,z),

. . (8.146)
2E; coslkd)e iz = ES e=x2d e~ Jfk,
y Y
ahonnan a megtort hullam elektromos térerdsségének amplitudoja
E3, = 2E} coslkid)ex2d (8.147)

Meghatarozva az elektromos térerdsség hullam reflektalt komponensének
amplitudojat a magban és a megtort komponensének amplitidojat a héjban, TE modusu
hullamterjedés esetén az elektromos és a magneses térerdsségek a kovetkezo
Osszefiiggésekkel irhatok le a magban

Eyy(x,2)= 2Ef, cos(kyx)e=/Fz, |[d<d, (8.148)
Hi(x,z)= —LZEIJr cos(kx)e=Jbz, x| <d,
oy Y
(8.149)

le(x,z):%;olZEl‘;} sin(kyx)e=7P12, |x|£d,

¢és a héjban
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Eyy (x,z)= 2E1+y cos(kyd )e=*2 (v~d) =z, |x| >d, (8.150)

Hoy(x,2)= —LZEI‘S} cos(kjd)e=x2 (x—d)e—jﬂz, |x| >d,

g

. (8.151)
sz(x72)=%2151+y cos(fyd)e=r2(v=d)e=ife, |x>d.

(b) TM modusu hullamterjedés esetén az egyenletek hasonld mddon alakulnak
(8.119)-(8.124) alapjan. A magban a magneses ¢és az elektromos térerésségek a
kovetkezok lesznek

Hly(x,z):(Hf}e_fklx +H1_yejk1x)e_jﬁz,

Elx(x,z)zi(H e‘fk1x+H1_yejk1x)e_jﬂZ, |x|$d, (8.152)

+

we WY
k . . .

E]Z(x,z)=——l(Hl+ e—Jkix _Hl_ e]klx)e_]ﬂlz,
we ~ Y y

a héjban a magneses ¢s az elektromos térerdsségek a kovetkezo egyenletekkel adhatok
meg,

Hy) (x,z)= H;ye—’(zx ez,

Eyy(x,2)= a)LZ‘ZHgye_’Qxe_jﬂz, |x| >d. (8.153)

» _
Eo,(x,2)= ]—QHz'ye_’(zxe—Jﬂz,
wey

Figyelembe véve, hogy a magban a hatiron, az x=+d helyen, a magneses
térerdsség azonos,

Hly(x=+d,z): Hly(xz—d,z),

_ (8.154)
(H1+ e—Jkd + g eJkid )e—jﬁz = (H+ eskid + H= o= Jjkid )e—jﬁz
y ly ly ly ’
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ahonnan a TE modusu hullamterjedéshez hasonléoan, TM modusu hullamterjedés esetén
a magneses térerdsség reflektalt hullam amplitidoja megegyezik a beesé hullam
amplitaddjaval,

Hi, = Hy,. (8.155)

A kapott eredmény a (8.152) els6é egyenletébe helyettesitve, a magban kialakulo
magneses tér valtozasat z-irinyban egy halad6 hullam, mig x-irdnyban egy allohullam
irja le

Hyy, (x,z)= 2H1J3} cos(kyx)e=iPz . (8.156)

A mag és a héj hatdran a magneses térerdsségek tangencialis komponenseinek
folytonossagat figyelembe véve

Hly(XZid,Z)Z sz(XZid,Z),

) ) (8.157)
2H{ cos(kid)e=iFz = HY e~%2d e=jfk,
y y
ahonnan a megtdrt hullam magneses térerésségének amplitadoja
H3, =2H{ coslkid)ex2d (8.158)

Meghatarozva a magneses térerdsség hullam reflektalt komponensének amplitadojat
a magban és a megtort komponensének amplitiddjat a héjban, TM modust
hullamterjedés esetén a magneses és az elektromos térerdsségek a kovetkezd
Osszefliggésekkel irhatok le a magban

Hyy(x,z)= 21}, cos(kyx)e=/Pz, |<d, (8.159)

Elx(xaz)=£2H1’} cos(kyx)e /2, |x<d,
! (8.160)

Ei(x,z)= ;—ZzHl“; sin(kjx)e=JFz, |x|<d,

mig a héjban a magneses ¢€s az elektromos térerdsségek a kdvetkezok

Hoy(x,2)= 28, cos(kid)e~x2(x~d Je=ifz, |{|>d, (8.161)
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Ey, (x, z) = LZHI'} Cos(kld)e_KZ (x_d)e_jﬁz , |x| >d,
e
(8.162)

E,, (x,z): %ZHIJ} Cos(kld)e_’Q(x_d)e_jﬂz, |x| >d.

8.4.2. A diszperzios egyenlet

A folytonossagi feltételb6l kdvetkezden a mag és a héj hataran, az x = £d helyen
TE modusi hullamterjedés esetén az E,, H ; térerésség komponensek folytonosak,

Eyy(x==%d,z)=Ey (x==%d,z), Hy (x=+d,z)=Hy,(x=+d,z), (8.163)
amely Osszefiiggést (8.141), (8.142) alapjan kiértékelve a kdvetkez6 adodik,

2E1*3/ cos(kyd) = Eirye_"zd,

ik ik (8.164)
“L 2k} sin(kd)=—L"22E] cos(kjd)ex2d.
oy Y oy
A masodik egyenletet elosztva az els6vel
sin(kid) _ o (k1d)= 2. (8.165)
cos(kyd) k1
és némi rendezé€s utan, figyelembe véve, hogy
K2
kid —mr = arctg ol m=0,12,---, (8.166)
1
a diszperzios egyenlet TE modust hullamterjedésre a kovetkezo alaka,
kyd tg(kyd —mz)=xyd, m=01.2,---. (8.167)

Hasonl6 modon TM mddusii hullamterjedés esetén az x ==+d helyen a H,,E,

térer6sség komponensek folytonossaga

Hyy(x=4d,z)=Hy,(x==%d,z), Ey(x=2d,z)=E),(x=+d,z), (8.168)

a(8.152), (8.153) osszefiiggések alapjan
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2H} coskid = Hy e=%2
y y
- o (8.169)
LB} sinkyd = L522E} coskyd.
[25] y e y
A masodik egyenletet elosztva az elsével
sin(kld ) &y Ko n 2 K9
— L= tg(kd) =2 = | L | 22 (8.170)
COS(k]d) &y kl ny kl
és némi rendezés utan, figyelembe véve, hogy
2
kyd —m7 = arctg (”—lj 1 om=012,-, (8.171)
ny ) ki
a diszperzios egyenlet TM modusu hullamterjedésre a kdvetkez6 alakt,
2
["—Zj kyd tg(kyd —mz)=xyd, m=02,, (8.172)
n

ahol n =4/€&1r és ny 21/82,. .

A (8.167), ill. a (8.172) diszperzids egyenletek egy-egy gorbe sereget adnak a kjd

és a kpd sikon a 8.25. abran lathaté moédon.

A ky és kp valtozok kozott még egy Osszefiiggés adhato a (8.139) két egyenletének

d? -tel szorzott négyzetdsszegével

(ki 2 + (1 P = (ko 212 =13 )= (kod 2 (e1 — 21,

(8.173)

amely egy kor egyenlete. Jelolje a kor sugarat a V = dkg+/&1, — &, » ahol kg =27f/c .

A kor és a gorbesereg metszéspontja adjaa kjd és a xpd értékeket.

Ahhoz, hogy csak az m =0 moédusu TE(, ill. TM( hullamforma terjedhessen, a

kor sugaranak kisebbnek kell lennie 7/2 -nél. Bevezetve a V. =mz, m=0,1,2,---, az

egyes modusokhoz tartozd hatar, ill. vagdsi frekvenciat, a kor sugara mz <V <o,

m=0,1,2,---, értéket vehet fel, ahogy az a 8.25. abran lathato.
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K2d

kld

8.25. dbra. A diszperzios egyenlet megoldasa

A k| és ko valtozOk ismeretében a z-irdnyu fazistényezd (8.139) alapjan
meghatarozhatd

B=n2hG —k2, B=nk+x3 . (8.174)

A 8.26. abran lathatd 9 beesési szog, amely mellett a vizsgalt modus terjedése
létrejon (8.134) és (8.137) Osszefiiggések felhasznalasaval meghatarozhato,

tgd = ﬁ, 9= arctg(ﬁJ . (8.175)
ky ky

8.26. dbra. A beesési szog értelmezése
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8.5. Példak a diszperzios egyenlet megoldasara

8.5.1. Feladat

Egy szigetelréteg hullamvezetd 2d =12/7 mm =3,8197 mm szélességli belsd
magja &1, =4, kilsé héja &, =3,6 relativ permittivitasu szigeteldanyag. A
szigetel6réteg hullamvezetdn terjeds jel frekvenciaja f =50 GHz =50-109 Hz .

a) Hatarozza meg, melyik TE modus terjedhet,

b) Hatarozza meg a terjedd TE modusu hullamformahoz tartozoé diszperzios egyenlet
megoldasaval mekkora lesz a magban a cirkularis hullamszam, és mekkora
lesz a héjban az eltiinési egyiitthato,

c) Hatarozza meg a szigeteldréteg hullamvezetdben terjedé TE modusu hullamforma
fazistényezoje értékét,

d) Hatdrozza meg, mekkora beesési szog mellett jon 1étre a TE moédusu
hullamterjedés.

Megoldas

a) A diszperzios egyenlet megoldasahoz tartoz6 kor sugara a megadott adatokkal

7-50-109
V = kodqJe1, — &2y =%3.10—31/4—3,6 =1,2649. Minthogy 0<V <1,
. T

igy az m = 0 mddustu TE hullamforma terjedésére van lehetdség.
b) A nemlinedris diszperzios egyenlet kjd - tg(kld) =kpd ésa

V2 =(kd )2 +(kpd )2 kor metszéspontja a 8.27. abrdn lathato, ahonnan kid = 0,8422,
k1 =44097671/m és xod =0,9438 , kp =494,15441/m.

©) A fizistényezd egyrészt a fd = \/glr(kod)z —(kyd ? =416-0,84222
Osszefiiggésbdl B =2,0474-103 1/m , masrészt a

pd = \/ng(kOd)z +(kpd)? =+/3,6-4+0,94382 sszefiiggésbdl B =2,0474-103 1/m .
d) A TE( modust hullamterjedés
9 =arctg(fd [kid) = arctg(3,9103/0,8422) = 77,8453° beesési szog alatt jon Iétre.

8.5.2. Feladat

Legyen az el6z0 szigeteloréteg hullamvezetdben a terjedd hullam frekvenciaja

a) Hatarozza meg, melyik TE mddus terjedhet,

b) Hatarozza meg a terjedé TE modusu hullamformahoz tartozo diszperzids egyenlet
megoldasaval mekkora lesz a magban a cirkularis hullamszam, és mekkora
lesz a héjban az eltiinési egyiitthato,



342 8. OPTIKAI HULLAMVEZETOK ALAPJAI

¢) Hatarozza meg a szigeteldréteg hullamvezetdben terjedd TE modust hullamforma
fazistényezdje értékeét,

d) Hatdrozza meg, mekkora beesési szog mellett jon létre a TE moédusu
hulldmterjedés.

¥ |
1
kid

0 0.5 1.5 2

8.27. abra. TE() modust hulldmterjedés diszperzids egyenletének megoldasa

Megoldas
a) A frekvencia novekedésekor a d értékkel normalizalt szabadtéri cirkularis

- .109
hullimszém  éréke  kod =g = 2200107 6,155 ¢
¢ 3-108 7«
egyenlethez tartozé kor sugara V = kgd4/4—3,6 =5,0596 . Minthogy 0<V <27, igy
az m=0 és az m =1 mddust TE hullamterjedésre van lehet6ség.
b) m =0 moddus terjedése esetén a kid - tg(kld ) =xkpd diszperzids egyenlet és a

a  diszperzids

V2 =(kyd )2 +(#pd )2 kor metszéspontja a 8.28. dbrdn lathatd, ahonnan

kd =13091, k{ =685,43631/m és x9d = 48874, k) =2559,001/m .

m =1 modus terjedése esetén a kid - tg(kld ) =Kkpd diszperzids egyenlet és a
V2= (kld)2 + (K'Qd )2 kor 8.28. abran 1athatd metszéspontja alapjan

kid =38482, k| =2014.91/m ¢és x}d =3,2850, x} =1720,01/m.

¢) A fazistényezé m =0 modus esetén a 0d = \/ glr(kod )2 - (klod )2
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osszefiiggésbol B0 =8,3495-103 1/m , mig m =1 médus terjedése esetén a

pld = \/glr (kod)2 —(klld)2 formulabol Al =8,1317-103 1/m adodik.
d) A beesési szog értéke m =0 modus esetén 90 =arctg(ﬁ0d/k10d)=85,30690,
m =1 modus esetén ! = arctg(ﬂld/klld)z 76,08320 .

8.28. abra. m=0 és m=1 modusti TE hullamterjedés diszperzids egyenletének megoldasa

8.6. Az elektromos tér eloszlasa a magban

TE modust hullamterjedést feltételezve az elektromos térerdsségnek a magban és a
héjban valé eloszlasit m=0 ¢é m=1 mobddusu hullamterjedés esetére az x
fliggvényében érdemes megvizsgalni kiilonboz6 frekvenciakon (a diszperzids egyenlet

kiilonb6z6 sugari korokhoz tartozd megoldasa mellett). A magban a térer8sség
kifejezése (8.145) szerint

X
Eft(x)=2Ef cos(klmx): 2Ef, cos(klmd 3) : (8.176)
a héjban az elektromos térerésség (8.150) felhasznalasaval

E71 (x) = 265, cos{iqa Jerd -1/, (8.177)
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Az m=0 é m=1 modusokhoz tartozd diszperzids egyenlet megoldasat

reprezentald 8.28. dbran lathatd, hogy a m =0 moddus esetén a magban 0 < klod <r/2
érték kozott, a héjban 0 < Kgd <oo érték kozott mozoghat. A diszperzios egyenlet
megoldasahoz tartoz6 V' sugart kor sugarat (a jel frekvenciajat) novelve klo értéke
egyre jobban kozeledik 7/2 értékhez, mig K‘g értéke egyre nagyobb lesz, azaz egyre

nagyobb lesz a héjban az eltlinési egyiitthato értéke, a héjban egyre jobban csdkken az
elektromos tér amplitadoja.

m=0 modust TE hullamterjedés esetén, néhany frekvencia értékre
V' '=0;0,5;1;10; 100 az elektromos tér amplitudojanak a szigeteldréteg hullamvezetoben
val6 alakulasa a 8.29.-8.30. abran lathato.

Hasonlo jelenség jatszodik le m=1 modus terjedése esetén is, ahogy az a

8.31. abran lathatd. Ekkor a magban 7r/2<k11d <37x/2 érték kozott, mig a héjban

0< K'%d <oo érték kozott mozghat. A jel frekvencidjat novelve (a kor V sugara nd) az

eltinési egyiitthato értéke nd, az elektromos tér amplitidoja a héjban egyre csokken.

Eyluid), me=, V=0 Ey(uid). m=0, V=05

T

Eyluid), m=0, V=1 Ey(ufd), m=0, V=10

Ey
=
[

i i
3 2 1 o 1 2 3 3 2 1 o 1 2 3
wid wid

8.29. abra. m=0 moédusu TE hullamterjedés elektromos terének valtozasa a magban és héjban
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Ey

Ey(uid), m=0, V=100

N o
g [
5 R
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03 ]
[
|
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o1

8.30. abra. m=0 modust TE hullamterjedés elektromos tere eltiinik a héjban

Ey{ufd), m=1, V=pi, Exiuid), m=1, V=35
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8.31. abra. m =1 moédusu TE hullamterjedés elektromos terének valtozasa a magban és héjban
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8.7. Feladatok
8.7.1. Feladat

Az &, =256, u, =1 kozegbdl 3mA/cm nagysagi, 120MHz frekvenciaju

magneses térerdsség érkezik merdlegesen a levego feliiletére.
a) Hatarozza meg az egyes kozegekben a hullam terjedési sebességét,

Megoldas
Mivel Ely = 2,56, Hir = 1, &y = 1’ Moy = 1’
c 3108 3-108

e, Y256 L6

b) Hatarozza meg az egyes kozegekben a magneses térerésség hullam fazistényezojét,

Megoldds

v = =1,8750-108 m/s, vy =c=3-108 m/s,

. .106 . .106

p =2 21200000 1 radim, gy = 2= 2120100 ) S35 adim,
V| 1,8750-108 12) 3-108

c) Hatidrozza meg az egyes kozegekben a magneses térerésség hullam

hullamhosszusagat,

Megoldds

.108
v _18750-10

108
' —1,5625m, Ay =22 = 310

£ 120-106 £ 120-106
d) Hatarozza meg az egyes kozegekben a hullam-impedancia értékét,

Megoldas

2,5m,

i 1207

7 = =235,6194Q, Zy = [“2 —1207 =376,9911Q,
&

&l 1,
e) Hatarozza meg a két réteg hatardn a magneses térerdsségre vonatkozd reflexios
tényez0 értékét,

Megoldds

Zy-7Z L6 -1
rlg =2 "l=-

ZHr+7 L6 +1
f) Hatarozza meg a hatarfeliileten a magneses térerdsség reflektalt komponensét,

Megoldas

=-0,2308,

H1+ =3mA/em=03A/m, H = rlli]Hl*’ =-0,2308-0,3 =-0,6923 A/m,

g) Hatarozza meg a tovabbhaladé magneses térer6sség hullam nagysagat,
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Megoldas

HS = Hj +Hf = H{ 1+ e )=3(1-0,2308) = 2,3077 A/m,

h) Hatarozza meg a két réteg hataran a szigeteldanyagba az egységnyi feliileten
bearamlo teljesitményt.

Megoldas

2
-~ Z|H3| = %376,991 12,3077 =1,0038-103 W/m2,

8.7.2. Feladat

Levegdbdl érkez6 150 MHz frekvenciaju magneses térerdsség merdlegesen 1ép at az
& =576, u, =1 kozegbe 4 mA/cm nagysagu amplitadoval.
a) Hatarozza meg az egyes kozegekben a hullam terjedési sebességét,

Megoldas
Mivel g1, =1; iy =1 &2, =576, wor =1;
c 3108 3.108
&y, 4575 2.4
b) Hatarozza meg az egyes kozegekben a magneses térerdsség hullam fazistényezojét,

Megoldas

=1,2500-108 m/s, vj =c=3-108 m/s,

vy =

.150-106 .150-106
B = 24 _27-150-10° _ 7 =3l4rad/m, By = 24 _27-150-10° _ 7,5398 rad/m,
V| 3-108 ) 1,25-108

c¢) Hatarozza meg az egyes kozegekben a magneses térerdsség hullam hullamhosszat,
Megoldas
.108 .108
AI:V—I: 3-10 —om A2:V_2:1,25 10
£ 150-106 £ 150-106
d) Hatarozza meg az egyes kozegekben a hullamimpedancia értékét,

Megoldas

7= 20 1207 =377, 7y = [#2 1297 15707060,
&0 1) 2,4

e) Hatarozza meg a két réteg hatdran a magneses térerdsségre vonatkozo reflexios
tényezo értékeét,

=0,8333m,
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Megoldas
Zy—-Z 1-2,4
=2 k==
Zz + Zl 1+2,4
f) Hatarozza meg a hatarfeliileten a magneses térerdsség reflektalt komponensét,

Megoldas

=0,4118,

Hi =r Hf =0,4118-0,2833=0,1167 A/m,
g) Hatarozza meg a beesé magneses térerdsség hullam nagysagat,
Megolddas
+
Hi =4mA/em=0,4A/m=H(1+rH), H = Lol =0,2833 A/m,

h) Hatarozza meg a két réteg hataran az egységnyi feliileten a leveg6bdl ataramlo
teljesitményt.

Megolddas

Sy = EE - —Zz‘H ‘

=12,5664 W/m?2

8.7.3. Feladat

Egy &,=4, u, =1 szigeteldanyagban 32 MHz frekvenciaju sikhullam terjed.
Hatarozza meg a jel hullamhosszat.

Megoldds

[ 108
:lzc/ fr o 310 4 6875m.,
f f 2-32-106

8.7.4. Feladat

Szigeteld kozegbdl (e =8,y =1,0=0) a hatarolo sikfeliiletre mer6legesen
érkez6 sikhulldm levegdben terjed tovabb, ahol az elektromos térerésség amplitudoja
8 mV/m. Hatirozza meg az elvalasztd sikon a levegdben a H magneses térerdsség
amplitadojat.

Megoldds

Ey  8-10-3

Hf =—2-
2 Zyy 1207

=2,1221-10-5A/m = 21,221 uA/m, ,
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8.7.5. Feladat

Egy Z(1=250 Q hullam-ellenallasu idedlis szigetelében /=120 MHz frekvencigju

sikhullam terjed a szigetel6 hatarfelilletére merélegesen. A sik hatarfeliilet taloldalan
levegd van. Hatdrozza meg a reflexios tényez6t a hatarfeliileten.

Megoldas

;= ZOZ _ZOI _ 1207 — 250

= = =0,2025,
Zoz + ZOI 1207 + 250

8.7.6. Feladat

Levegdbdl 12 mV/m nagysagu elektromos térerdsség érkezik merdlegesen egy

szigeteld hatarfeliiletére, ahol a reflexios tényezd £ =1/3. Adja meg a szigeteldben a
hatarfeliileten a tovabbhalad6 elektromos térerdsség értékét.

Megoldas

Ef =Ef(1+r)=12-4/3=16mV/m,.

8.7.7. Feladat

Levegobdl szigeteld hatarfeliiletére merdlegesen sikhullam érkezik. Adja meg a
beérkez6 elektromos térerésség amplitidojat, ha a beérkez6 magneses térerdsség
amplitiddja 6 pA/m.

Megoldas

Ejf = ZjgH}f =1207-6-10-6 = 0,0023 V/m = 2,3mV/m ,

8.7.8. Feladat

Hatdrozzamegaz ¢&,=6, u,.=1 szigetelbanyagban terjedd f=30 MHz
frekvenciaju sikhulldm hullamhosszat.

Megoldas
.108
Yo A% g ososm,,
£ 6-30-106

8.7.9. Feladat

Egy szabadtérben terjedd sikhullam frekvenciaja 380 MHz. Hatarozza meg a jel
fazistényezGjét.
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Megoldas

_ o _27-380-106

p v 3-108

=7,9587 rad/s,

8.7.10. Feladat

Egy Z19=120Q hullamimpedanciaji szigetelobdl 3 mV/m amplitidéjo sikhullam
érkezik a Z5g =180 Q hullamimpedancidjt szigeteld hatarfeliiletére. Hatdrozza meg a
hatarfeliileten a 2. kozegbe belépd elektromos térerdsség amplitudojat.

Megoldds

. Zr0 — 210 _ 180-120
Zz() +ZlO 180+120

=0,2, ahonnan E§ = Ej(1+r)=3-12=3,6mV/m,

8.7.11. Feladat

Leveg6bdl 2 mV/cm nagysagu, 60 MHz frekvenciaja elektromos térerdsség érkezik
merdlegesen az 5=4, =1 kozeg feliiletére.
a) Hatarozza meg az egyes kozegekben a hullamok terjedési sebességét ¢és

fazistényezojét,
Megoldas
. 8 o c 3-108 g
A levegében v =c¢ =3-10° m/s, a szigetelében vy = T == 1,5-108 m/s,
8}"

b) Hatarozza meg az egyes kozegekben terjedd hullamok hullamhossziisagat,

Megoldds

.108
Levegében a szabadtéri hullamhossz 4 _c_ 310 =5m, a szigeteldben
f 60-100
vy 1,5-108
=4 = =25m,
f  60-100

¢) Hatarozza meg az egyes kozegekben a hullamimpedanciak értékét,

Megoldas

A levegében Zgy) = /1o /g9 =1207 =377 Q , a szigeteldben

Zop =+Juo/€0 Y Jer2 =1207/2 =607,

d) Hatarozza meg az 1-2 kdzeg hataran az elektromos térerésségre vonatkozo reflexios
tényezot,
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Megoldas

12 Zz() +Zl() 60z +1207 B g
e) Hatarozza meg az 1. kozeg hatarfeliiletén az elektromos térerdsség értékeét,

Megoldas

VE _ 220—210 _ 60 —1207 _ 1

E

. 2 4
A beérkezett hullam reflektalodik, £y = Ejf + rlgEfL = (l + rlg )El+ = 52 =3 mV/em,
f) Hatarozza meg az 1. kdzeg hatarfeliiletén a magneses térerdsség értékeét,
Megoldas
+ —~ +
E_E _E (

=— 1—r1§):£i= 7,0736-10-3 mA/ecm,
Z10 210 “Z10 1207 3

g) Hatarozza meg a 2. kdzeg hatarfeliiletén az elektromos térer6sség értékét,

Megoldas

A folytonossagi feltételbél £, = EY = By = Eff + Ef =4/3mV/em,

h) Hatarozza meg a 2. kozeg hatarfeliiletén a magneses térerdsség értékét,
Megoldas

A folytonossagi feltételbél Hp = HY = Hy = H{ + Hj =0,0070 mA/cm,

i) Adja meg az egyes kozegekben az elektromos térerdsség hely-id6fliggvényét,
Megoldas

Idealis mindkét szigeteldanyag, igy a terjedési egyiitthatd imaginarius, azaz a

.106
fazistényez6 a levegdben f = @ :% =1,25661/m, a szigetel6ben
.106
25} =9 % =2,5133 I/m. Az elektromos térer0sség hely-idofiiggvénye
V2 5
levegében Ey(z,1)= Ef cos(art — fz)+ ET cos(art + fz), behelyettesitve

Ey(2,) = 2cos(3,7699 1081 —1,2566z)— 0,66 cos(3,7699 - 1081 + 12566z nV/em,  a
szigeteldben csak tovabbhaladd hullim 1ép fel, Ej(z.t)= EJ cos(wt - fyz), azaz

Ep(z.) = 4/3c05(3.7699 1081 — 2,5133z)mV/em .
j) Hatarozza meg a k6zegekben a magneses térerdsségek hely-idofiiggvényét,
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Megoldas

+ —

£ £
A levegében H(z,¢)= Z—cos(a)t - Biz)- Z—cos(a)t +fz), behelyettesités utan
10 10

Hy(z,1) = 0,0053 cos(3,7699 - 1081 —1,25662 )+

Ef
+0.0018—Lcos(3,7699 1081 +1,2566z)mA/cm,

210
N £
a szigeteldben Hy(z,t)=—2-cos(wt — f,z),
220

Hy(z,1)=0,0071c0s(3,7699-108: - 2,5133z JmA/em,
k) Hatarozza meg az egységnyi hatarfeliileten ataramlo teljesitményt,
Megoldas

. 1o~ 1. = 1 E, 1E3
A Poynting vektor értéke S| =—E|H| =—EyHy =Sy =—Ey —=——*,

2 2 2 Zry 2Zy

1 E3 116 1
2Zy 29 60rx

Sy =0,0047 pW/cm2 .
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