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Chapter 1. A problémareprezentacio

A mesterséges intelligencia problémdinak megolddsa a probléma megfogalmazasaval kezdddik: a problémat
leirjuk, reprezentaljuk. Az egyik legelterjedtebb reprezentacios technika az dllapottér-reprezentdcio (State space
representation).

1. Az allapottér-reprezentacio

Legyen adott egy probléma, amit jeldljiink P -vel.

* Megkeressiik P vilaganak legalabb egy, de véges sok — a probléma megoldasa soran fontosnak vélt —
meghatarozojat. (pl. objektum, pozicid, méret, hdmérséklet, szin, stb.) Tegyiik fel, hogy m ilyen jellemz6t

talaltunk.

* Minden egyes jellemzé P vilagat kiilonbozo értékekkel jellemzi. (pl. szin: fekete/fehér; homérséklet:

[—207, 407]

, Sth)
Ha a megadott jellemzok épp rendre a Ry, e P értékekkel rendelkeznek azt mondjuk, hogy
p (L1.1)
vilaga a {hif e hm] érték T -essel leirt dllapotban (state) van. A vilagunk allapotainak halmaza az

dllapottér (state space).

Jeldlje az L edik jellemzo altal felvehet6 értékek halmazat Hi(i=1, .., m‘} Ekkor P allapotai elemei a
Hlx---me (1.2)
halmaznak.

Azokat a feltételeket, amelyek meghatarozzak, hogy ebbdl a halmazbdl mely érték M _esek allapotok
kényszerfeltételeknek nevezzik.

Az allapottér tehat az értékhalmazok Descartes-szorzatanak a kényszerfeltételekkel kijeldlt részhalmaza:
A={a|a€HX..xHy, és kenyszerfeltétel(a)} (1.3)

Az"‘l

allapottér azon allapotat, amit a probléma vildga jellemzoéinek kezddértékei hataroznak meg,

kezddadllapornak (initial state) nevezziik és kezdo -vel jeloljiik.

A kezddallapotbol kiindulva a probléma vildganak sorban el6allo allapotait rendre meg szeretnénk valtoztatni,
mig végiil valamely szamunkra megfeleld un. céldllapotba (goal state) jutunk.

Jelslie € S A a célallapotok halmazat. Megadasa kétféleképpen torténhet:

« felsorolassal: c= {cl’ w-er € | €A i=1..,41=1 }

—— - r r ¥ '!I
o célfeltételek megadasaval: ¢ = { c | c €A es celfeltetelek(c)




A problémareprezentacio

Altalaban cC “'ﬁl, hiszen kezdo € "r-?, kiilénben nincs megoldando feladat.

Hogy célallapotba juthassunk, meg kell tudnunk valtoztatni bizonyos allapotokat. Az allapotvaltozasokat leird
leképezéseket operdtoroknak (operator) nevezzik.

Nem minden operator alkalmazhato feltétleniil minden allapotra, ezért meg szoktuk adni az operatorok
értelmezési tartomanyat az operdtoralkalmazasi eldfeltételek segitségével.

Jeloljon az operatorok o véges halmazabol o egy operatort. Ekkor

Dom(o) = Jala€.A és o-alkalmazasanak-eléfeltetele(a)}

es (1.4)
Rng(o) = {ola)|a€ Doml(o) és ola) € A}
Definicid

Legyen P egy probléma. Azt mondjuk, hogy a P problémat dllapottér-reprezentaltuk, ha megadtuk az
(A, kezdo, ¢, 0) (1.5)
négyest, azaz

cazlF @ halmazt, a probléma allapotterét,

e a kezdo € A kezddallapotot,

* a célallapotok C C A palmazat és

.
* az operatorok 0= véges halmazat.

p = (A4, kezdd, ¢, c)}.

Jelolése:

(A, kezdo, ¢, 0)

Legyen P egy probléma, p egy allapottér-reprezentacioja és legyenek a,a €A,

Definicio

0oed

Az d allapotbol az a allapot kozvetleniil elérhetd, ha van olyan operator, hogy

o-alkalmazasanak-elofeltétele(a) eés ola)=a'. (1.6)

Jelslése: @ = @ hafontos, hogy @ allitja s -bol & -t: a=sd

Definicio

1 — 1 P 1 =
Az d allapotbol az a allapot elérhetd, ha vagy a=d , vagy van olyan dy, ey Qg €A (k2 2)

(véges) allapotsorozat, hogy

a=ay, ad' =da, €5 a;=d;57 Mminden 1=i=k—-1 esetén. (1.7)

Jellese: @ = d

2
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A problémareprezentacio

. P 1 P R - o,
Ha dﬂ:-:':"fnl. ;4 ‘lld{l ET;T{ ~1 ]1 esetén, akkor van olyan 01, U”‘ﬁ'! seer Ok—1 orﬂ“ﬁtorsorozat,
hogy . llyenkor azt mondjuk, = bl az allapot az
01, 0z, ..., Ok—1 01, - Ok —1

operatorsorozat segitségével elérhetd. Jeldlve:

Definicio
Legyen P = {CH, kezdo, ¢, O}. AP probléma megoldhato ebben az allapottér-reprezentacidoban, ha van
kezdd =———= ¢
o w
olyan € €€ celallapot, hogy kezdo =" ¢, 01 - 0k—-1 (r= 1), akkor az
01y weney O

T operatorsorozat a probléma egy megolddsa.

A feladatunk lehet

+ annak eldontése, hogy megoldhato-e a probléma az adott allapottér-reprezentacidban,
 egy (esetleg az 6sszes) megoldas elballitasa,

* egy (esetleg az Osszes) célallapot eldallitasa,

» valamilyen mindsités alapjan j6 megoldas eléallitisa (a megoldasok kozott kiilonbséget tehetiink, pl. a
megoldas koltsége alapjan).

kéltség(o, a) , 0

Jelolje operator a dllapotra alkalmazasanak a koltségét.

Definicio

Legyen P= {CH’ kezdo, C, G} és 01, ..., 0r €0 a probléma egy megoldasa, azaz

kezdd ———= ¢ (c € €). (18)
01, - Ok —1

i =p. i 1 s = il = "
Legyen rendre = i 1 (I=i= r‘:l, ahol @1 kezdo ¢ Ar+1=C Eor a megoldds
koltsége:
> koltség(o;, a;). (L.9)
i=1

Ha kolts e'g{ﬂ’ a)=1 , akkor a megoldas koltsége az alkalmazott operatorok szama.

Ha az allapottér-reprezentaciot valamilyen programozasi nyelv segitségével szeretnénk leirni, akkor meg kell
adni

« az allapotok tipusat, tovabba a kényszerfeltételeket leird, logikai értéket visszaado fiiggvényt;
* akezddallapotot egy allapot tipusu konstanssal;
 acélallapotok halmazat:

« allapot tipusu konstansok felsorolasaval vagy

+ a célfeltételt leiro logikai értéket visszaado fliggvénnyel,

3
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A problémareprezentacio

 az operatorokat: fiiggvényekkel vagy eljarasokkal. Egy-egy operatorhoz az alkalmazasanak eldfeltételét leiro
logikai fliggvény is tartozhat. Alkalmas fiiggvénnyel ki lehet szdmolni (vagy tablazattal meg lehet adni) az
operatorok alkalmazasi koltségeit is.

2. Példak allapottér-reprezentaciora

A nyolcas kirako jaték

2
Adott nyolc szdmozott négyzetalakt lapocska, melyek egy tablan ~ X 3-as sémaban helyezkednek el. Egy
lapocskanyi hely a tablan igy nyilvan lires. Az iires hellyel szomszédos barmelyik lapocskat az iires helyre
tolhatjuk. A feladat az, hogy adott kezddallasbol kiindulva adott célallasnak megfeleld elrendezést alakitsunk ki.
A probléma vilaga: a tabla a szamozott lapocskakkal.

A vildg leirasa: a tabla egyes pozicidin épp mely szdmozott lapocskak vannak.

Table 1.1. Egy-egy poziciora hivatkozas: (sor,oszlop)

(1, 1) (1,2) (3, 3)

pozicid

[ Iy 5 [
lapocska L1 L2 3,3

ahol O0=1 i= 8 minden L =L J = 3 egetén.

renge B =H =10, 1, .., 8} L 1=ij=3,

A probléma vilaganak egy-egy allapotat egy-egy olyan

\'.

'rfjl_.l l1,2 I13

lo1 122 12 (1.10)

rd

-J3_. 1 I32 153

ry

({3x3}

érték 9-es -as matrix) hatarozza meg, melyben az értékek H -beli elemek, és az érték 9-esben minden

egyes érték H -b6l pontosan egyszer fordul el6:
ViV j¥sVo(—-(i=s)v—=(j=0)D —=(; =1,)). (1.12)

A kezddallapot és a célallapot:

1 2 0
kezdo =4 6 3 (1.12)
.7 5 8
1 2 3
c=|4 5 6 (1.13)
.7 8 9)

A szamozott lapocskak tologatasai soran az iires pozicidja mindig valtozik, az eredetihez képest fel, le, jobbra
vagy balra keriil egy-egy pozicidval. Igy tehat négy operator segitségével leirhatjuk az allapotvaltozasokat. A




A problémareprezentacio

s ™,

(111 112 133 My 1" 1zt Iys')
fel:|lz1 lz2 lzz|e|lq" 12" 123 (1.14)
ds1 Is2 I33) 1" 132" 1337,
operatort akkor alkalmazhatjuk, ha
=313 j((I; ; = 0) a (i = 0)). (1.15)
A . . . I. ,=0.
z alkalmazas eredménye, ha az éppen = :
"0 hai=s-1,j=o0
i j'=<s-1, hai=s j=0 (1.16)

I; - egyebkent.

3. Az allapottérgraf

Legyen a P probléma az (4, kezdo, ¢, 0)
iranyitott grafot hataroz meg.

allapottér-reprezentaciéval megadva. Ez a reprezentacio egy

car A ae€A

allapottér elemei (az allapotok) a graf csucsai. Vezessiik be az allapot altal definialt csucsra

az Mg jelolést. Ekkor a graf csticsainak halmaza

N={n,|aeA}. (1.17)

» A graf csucsai kozil kitiintetett szerepet jatszanak a kezd6allapotot szemléltetd Un. startesiics (jele: Mkezdd
vagy 5)

 ¢&s a célallapotokat szemléltetd termindlis csucsok. A terminalis csticsok halmaza tehat:

T=In.|cecl. (1.18)

1
« Minden @ € <A szemiéltets cstcsbol irdnyitott élt huzunk az A" € A gemiéltets cslicsba, ha d_pol

kozvetleniil elérhets & I, azaz a graf iranyitott éleinek halmaza a kovetkezo:

E={(ng na)|la, a' €4 ésa=a'l. (1.19)
Az
(N, s, T, E) (1.20)

iranyitott grafot a p probléma (-4, kezdo, ¢, 0) 10j4
vagy reprezentacios grafjanak nevezziik.

Lemma:

5
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A problémareprezentacio

7 T o~
Legyen (N, s, T, E) a P probléma (A, k;‘l"‘ffﬂ, c, 0) allapottér-repreipy iciojahoz  tartozo
a a
allapotte: 4-afja. Pontosar  rkor vezet az allapottérgraf csticsabdl az ettdl kiilonbozo csucsba iranyitott

ut,haaz allapotbolaz  allapot elérhetd.
Bizonyitds:

* I 1
1. Tegyiik fel, hogy @ = @ (& # &) Ez azt jelenti, hogy van olyan @1+ ==-r @k €A (k=2)

(véges) allapotsorozat, hogy
E={(ns na)|a a €A és a=a'}l. (1.22)

. . 1 — Mg, . M.
Tehat a reprezentacios gratban minden I=i=k l-re az % csticsbol iranyitott €l vezet az di+1

csucsba, azaz
(ng;, ng;,,) € E. (1.22)

Iﬂl:n 111 :na'

Ez viszont azt jelenti, hogy 2 csticsbol iranyitott Gt vezet az %k csucsba.

2. Tegyiik fel azt, hogy az allapottérgraf Mg csticsabdl az ettdl kiilonbozo Mg csucsba irdnyitott ut vezet. Ez

{nﬂl.l n.-‘jz:l) {n.'_'lzj na‘s]; LR linﬂ.i’_—:l" nﬂ;{:l € E {JI(_ = 2]

azt jelenti, hogy van olyan iranyitott
n,, =n M, =M
¢élsorozat az allapottérgrafban, hogy 41 e %K = . Ekkor
Oy =d, dy=a'
e egyreszt — - €s ,
N, .,N.)EE = .
* tovébba (ng;_y, ngy) csak akkor, ha di-1 = i,
* I 1
Ez azt jelenti, hogy 4= 4 tehitaz allapotbol az a allapot elérhetd.
Tétel:
AT -
Legyen (N, s, T, E) a P probléma (A, kezdd, ¢, 0) allapottér-reprezentacidjahoz tartozo

allapottérgrafja. Pontosan akkor megoldhato P , ha van az allapottérgrafban a startcsucsbol valamelyik
terminalis csucsba vezet6 iranyitott Gt.

Bizonyitds:

e
cec célallapot, hogy kezdo =" ¢ . De ekkor az

n.eT

1. Egyrészt ha p megoldhaté, van olyan

allapottérgrafban iranyitott ut vezet az Mkezdd startcsticsbol az terminalis csucsba.

2. Masrészt ha van az allapottérgafban az Mkezds startcsticsbol valamely termindlis cstcsba vezetd iranyitott
ut, a kezdo allapotbo6l elérhetd ezen termindlis csucs altal szemléltetett allapot. De a terminalis csucsok

célallapotokat szemléltetnek. Tehat p megoldhato.

6
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A problémareprezentacio

A P probléma (A, kezdd, ¢, 0)

éllapottér-re{nm nﬂl}éban vegyiik figyelen a=,a 1yeratorok
kl'jltSég{rj, a) sgeit. Rendeljiink ekkor mi“d‘kfjlteég{na, n, } koltséget: ha , akkor
legyen ezen él koltsége (jelolve: ). Egy
{nﬂ 1° nﬂz :IJ {nﬂz.l HES ]J g [nﬂ.[‘:_ 1+ nﬂ;{j E E {k = 2:' (123)
iranyitott ut kéltsége a benne szerepl6 élek koltségosszege
k-1
> koltség(n,,, N, ,)- (1.24)
i=1

Ha minden ¢l koltsége egységnyi, az irdnyitott Gt koltsége éppen az Uit éleinek a szama.

Egy allapottér-reprezentalt probléma megoldasanak sikerét jelentdsen befolyasolja a reprezentacios graf
bonyolultsaga:

¢ acsucsok szama,

* az egy csucsbol kiindulo élek szama,

 ahurkok és korok szama és hossza.

Ezért célszerti minden lehetséges egyszertsitést végrehajtani. Lehetséges egyszertisitések:

* a csucsok szamanak csokkentése — ligyes reprezentacioval az allapottér kisebb méretii Iehet;

* az egy csucsbol kiinduld élek szamanak csokkentése — az operatorok értelmezési tartomanyanak alkalmas
megvalasztasaval érhetd el;

 areprezentacios graf fava alakitasa — a hurkokat, illetve koroket ,.kiegyenesitjik”

7
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Chapter 2. Megoldast kereso
rendszerek

Az allapottérgratban keressiik a megoldast: a start csticsbol valamely terminalis csticsba vezetd utat. Az
allapottérgrafot implicit médon — az allapottér-reprezentacid megadasaval — adjuk meg a megoldast keresd
rendszereknek. Ezek a keresés soran addig és ugy épitik a grafot, amig megoldast nem taladlnak, vagy amig
valamilyen ok miatt kudarcot nem vallanak a kereséssel.

A megoldast keres6 rendszerek felepitése:

* Az adatbadzis az allapottérgrafnak a keresés soran eléallitott része, amit kiegészithetiink a hatékony kereséshez
sziikséges bizonyos informaciokkal.

* A miiveletek modositjak az adatbazist, azaz az allapottérgraf adatbazisbeli részébdl az allapottérgraf egy tjabb
(tovabbi) részét allitjak eld. A rendszer alkalmazhat

« allapottér-reprezentacios operatorokbol szarmaztatott miveleteket,

+ technikai” miiveleteket (pl. visszalépést).
A miveleteknek is vannak végrehajtasi feltételeik.

* A vezérld iranyitja a keresést. Megmondja, hogy a megoldaskeresés folyaman az adatbazisra, annak mely
részén, mikor, melyik a végrehajtasi feltételeknek eleget tevé miivelet hajtddjon végre. Figyeli azt is, hogy
befejezddhet-e a keresés, azaz

* megvan-e a probléma megoldasa,
« vagy kideriilt, hogy nem megoldhat6 a probléma.

A megoldaskereso vezérldje az alabbi séma szerint miikddik:

1
procedure Keresd (A, kezdd, C, 0)
adatbdzis « Inicializal (kezdd)
while Igaz do
5 if Megoldés-Talal (adatbéazis) then
break
end if
if Nem-Folytat (adatbédzis) then
break
10 end if
mivelet — Valaszt (adatbazis,miveletek)
adatbdzis « Alkalmaz (adatbazis,mivelet)
end while
if Megoldas-Talal (adatbazis) then

15 Megoldas-Kiir (adatbéazis)
else
print ,Sikertelen keresés”
end if
end procedure
20

A megoldast keres6 rendszerek kiilonb6z6 szempontok alapjan osztalyozhatok:
* Mobdosithato-e valahogy egy mar alkalmazott miivelet hatasa?
* nem: nemmodosithaté megoldaskeresk
* igen: modosithaté megoldaskeresék
+ visszalépéses (backtracking) keres6k

» keresofaval keresok




Megoldast keres6 rendszerek

* Hasznalunk-e valamiféle specialis tudast a keresés soran?
* nem: irdnyitatlan (vak, szisztematikus) megoldaskeresok
* igen: heurisztikus megoldaskeresék
»A heurisztika (heurisztikus szabaly, mddszer) olyan 6kolszabaly, stratégia, triikk, egyszeriisités, vagy
egyéb eszkdz, amely drasztikusan korlatozza a megoldas keresését nagyméretii reprezentacios grafokban.”
(Feigenbaum és Feldman)

* Milyen iranyu a keresés?

e eldrehaladé (forward) vagy adatvezérelt keresd rendszer: a kezd6 allapotbdl kiindulva keresiink
célallapotba vezetd utat.

* visszafelé halado (backward) vagy célvezérelt keresé rendszer: a célallapotbdl kiindulva — visszafelé
haladva — probaljuk rekonstrualni a kezd6allapotbol odavezetd utat.

* kétiranyu (bidirectional) keres6 rendszer: mindkét iranybol elindul, s valahol talalkozik
A megoldaskeres6 rendszerek értékelési szempontjai:
» Teljesség (completeness): A rendszer minden olyan esetben megtalalja-e a megoldast, amennyiben az 1étezik?
» Optimalitds (optimality): Tobb megoldas 1étezése esetén a rendszer az optimalis megoldast talalja-e meg?
* Iddigény (time complexity): Mennyi ideig tart egy megoldas megtalalasa?

» Tarigény (Space complexity): Mekkora tarolo teriiletre van sziikség a megoldas megtalalasahoz?

1. Nemmaodosithaté megoldaskereso rendszerek

A MI modszereit nem hasznald, un. hagyomanyos feladatmegoldasi médoknal alkalmazzak. A MI problémak
megoldasa sordn nem tudjuk, hogy a reprezenticios graf megfeleld6 — a megoldast is tartalmazd — részét
épitjiik-e, ezért ritkan alkalmazunk nemmodosithato keresést az MI teriiletén.

= (A, kezdd, ¢, 0)

Legyen p . Egy nemmodosithaté megoldaskeresé rendszer

* adatbazisa az allapottérgraf egyetlen cstcsa, az Gn. aktualis csucs;
* miiveletei az allapottér-reprezentacios operatorok;
o vezérloje:
1
procedure Nemmédosithatd-Keresd (A, kezds, C, 0)

aktudlis < kezdd
while Igaz do

5 if aktudlis € C then
break
end if
0" « {0 | o €E 0O A El16feltétel (aktudlis, o)}
if not O' = @ then
10 operator — Valaszt (0'")
aktudlis « Alkalmaz (aktuadlis, operéator)
else
break
end if

15 end while
if aktuadlis € C then
print aktualis
else
print ,Sikertelen keresés”
20 end if
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end procedure

Csak olyan probléma megoldasanal alkalmazhatjuk, ahol egy a célfeltételeknek eleget tevd allapotot kell
eldallitani!
Ugyanazon probléma megoldasanak keresése esetén a valasztas modjaban lehet 1ényeges eltérés. Valaszthatunk:
* iranyitatlanul, szisztematikusan

* elbre rogzitett operatorsorrend alapjan

 véletlenszerlien: proba-hiba modszer
* heurisztikusan: hegymdszé modszer

. +
Becsiiljiik meg a h:A—-R un. heurisztikus fiiggvénnyel, hogy az egyes allapotokbdl legkevesebb hany
operator alkalmazasaval érhetiink célallapotba:

JD, ha a€c

h{a) = . (2.1)
[:»:, ha —-3dclcecna =" c,

egyébként h(a) > D.

Ha az @ allapot az aktualis, becsiiljiik meg h segitségével, hogy a milyen ,,td&vol” van a hozzé legkozelebbi

celtg: (@),

Legyen

0' = {o | 0 € 0 n 0-alkalmazasdnak-eléfeltétele(a) A h(o(a)) = h(a)}. (2

Azt az O -beli Ijl"je'r':i!t'jrt fogjuk alkalmazni CE-ra, amelyik a becslésiink szerint a legkdzelebb visz
valamelyik terminalishoz:

h(operdtor(a)) = min{h(o(a)) |o € 0"} (2.3)

1
procedure Hegymdszé-Algoritmus (A, kezdd, C, O )
aktudlis « kezdd
while Igaz do
5 if aktudlis € C then
break
end if
0" « {0 | o E 0 A El&feltétel (aktudlis, o) A h(Alkalmaz (aktualis, o)) <
h (aktualis) }
if not O' = @ then
10 operator ~ Valaszt({o | o € 0" A Vo' (o' € O' D h(Alkalmaz (aktualis, o)) <
h (Alkalmaz (aktualis, o')))})
aktudlis < Alkalmaz (aktudlis, operéator)
else
break
end if
15 end while
if aktualis € C then
print aktudlis
else
print ,Sikertelen keresés”
20 end if

10
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end procedure

A nemmodosithaté megoldaskeresd rendszerek értékelése:
o Teljesség: Nem teljesek.

* Proba-hiba modszer: Ha olyan kort nem tartalmazo véges allapottérgrafokban keresiink, melyekben minden
csucsbol vezet valamelyik termindlis csticsba irdnyitott t, akkor eléallit egy célallapotot.

* A hegymaszé modszer esetén a heurisztika pontossagatol fiigg, hogy a megoldast megtalaljuk-e vagy sem.

o Tarigeny: Rendkiviil kis adatbazissal dolgozik.

2. Médosithaté megoldaskereso rendszerek

2.1. A visszalépéses megoldaskeresés algoritmusa

Legyen P = (4, kezdd, ¢, 0)

. Az alap visszalépéses megoldaskeresd

* adatbazisa egy a startcstucsbol induld, az Gn. aktualis csucsba vezetd utat, az aktualis utat tartalmazza, az ut
csucsait és a csuccsal kapcsolatban 1évd éleket nyilvantartd csomdpontokbol épiil fel. Egy csomopont az
alabbi informacidkat tartalmazza:

* egy ae.A allapotot;

* arra a csomoOpontra mutatot, mely a sziil6 allapotot (azt az allapotot, melyre operatort alkalmazva eléallt 'j)
tartalmazza;

* azt az operatort, melyet a sziil6 allapotra alkalmazva eldallt 'j;

« .13 a keresés soran mar alkalmazott (vagy még alkalmazhat6) operatorok halmazat.

* miiveletei
* az operatorokbol szarmaztatott miiveletek: egy o operatorra épiilé mivelet

« alkalmazasi el6feltétele: az aktudlis csomopont allapotara alkalmazhato G, de a keresés soran erre az
allapotra (ezen az uton) még nem alkalmaztuk.

+ hatasa: az aktualis csomépont allapotara alkalmazzuk az operatort, az el6alld allapotbol W) aktualis
csomopontot készitiink az adatbazisban

* avisszalépés
+ alkalmazasi el6feltétele: van (aktualis) csomopont az aktudlis Gton.
* hatésa:

* vezérldje eldonti, hogy az adatbazisra mikor melyik miiveletet kell végrehajtani, ha még nem teljesiilnek a
megallasi feltételek.

1
procedure Alap-Backtrack-1(A, kezdd, C,0)
Allapot[aktudlis-csomébpont] — kezdd
Szulé[aktudlis-csombdpont] ~ Nil
5 Operéator[aktudlis-csombépont] ~ *
Kiprébalt [aktudlis-csombépont] « @
while Igaz do

11
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if aktudlis-csomépont = Nil then
break
10 end if
if Allapot[aktudlis-csomépont] € C then
break
end if
0" « {0 | 0 E O A El8feltétel (Allapot[aktudlis-csomépont], o) A o &
Kiprébalt[aktudlis-csombpont] }
15 if not O' = @ then
operator ~ Valaszt(0')
Kiprébalt[aktudlis-csombpont]  Kiprdébdlt[aktudlis-csomdépont]U{operadtor}
Allapot[Gj] « Alkalmaz (Allapot[aktudlis-csomépont], operator)
Szulé[aj] «~ aktudlis-csomdpont
20 Operator[Gj] « operator
Kiprébalt[aj] « @
aktudlis-csombépont  Gj
else
aktudlis-csombépont ~ Szlilé[aktudlis-csombdbpont]
25 end if
end while
if notaktudlis-csomépont = Nil then
Megoldéas-Kiir (aktudlis-csombépont )
else
30 print ,Nincs megoldas”
end if
end procedure

procedure Alap-Backtrack-2 (A, kezdd, C,0)
Allapot[aktuélis—csomépont} « kezdd
Szulé[aktudlis-csombpont]  Nil
5 Operator[aktudlis-csombépont] — *
Alkalmazhaté[aktudlis—-csomépont] « {o | o € O A Eléfeltétel (Allapot[aktudlis—
csomdépont], o)}
while Igaz do
if aktudlis-csomépont = Nil then
break
10 end if
if Allapot[aktuélis—csomépont] € C then
break
end if
if not Alkalmazhaté[aktudlis-csomépont] = @ then
15 operator « Valaszt (Alkalmazhatd[aktudlis-csombdbpont])
Alkalmazhaté[aktudlis-csomdépont] « Alkalmazhatéd[aktudlis-csomdépont] \
{operator}
Allapot[tj] « Alkalmaz (Allapot[aktudlis-csomépont], operator)
Szulé[aj] « aktudlis-csomdpont
Operédtor[Gj] « operator

20 Alkalmazhaté[tj]l « {o | o € O A Eléfeltétel (Allapot[ajl, o)}
aktualis-csomépont « Gj
else
aktualis-csomépont — Sziild[aktudlis-csomdbpont]
end if

25 end while
if not aktudlis-csomépont = Nil then
Megoldas-Kiir (aktudlis-csomdpont )
else
print ,Nincs megoldés”
30 end if
end procedure

Ugyanazon probléma megoldasanak keresése esetén a valasztas modjaban lehet 1ényeges eltérés. Valaszthatunk:
* iranyitatlanul, szisztematikusan
+ eldre rogzitett operatorsorrend alapjan

» véletlenszertien

12
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. e h-4—=R™ S , . ’
* heurisztikusan: Becsiiljik mega ** heurisztikaval, hogy az egyes csticsok milyen tavol vannak
a hozzajuk legkozelebbi termindlis csticstol. Legyen

0'={o | 0 € 0 A 0-alkalmazésanak-eléfeltétele(a) }. (2.4)

Azt az 9 -beli GDEF‘dfﬂrt fogjuk alkalmazni I:E-ra, amelyik a becslésiink szerint a legkdzelebb visz
valamelyik terminalishoz:

h(operdtor(a)) = min{h(o(a)) |o € 0'}. (2.5)

Az alap visszalépéses megoldaskeresok értékelése

o Teljesség: Ha a reprezentacios graf koroket nem tartalmazd véges graf, akkor az alap visszalépéses
megoldaskeres6 véges sok keres61épés megtétele utan befejezi a keresést,

+ ha van megoldas, el6allit egy lehetséges megoldast,
* ha nincs megoldas, azt felismeri.

o Tarigeny: Kis méretli az adatbazis.

2.2. Visszalépéses megoldaskeresés koroket is tartalmazé
grafokban

o Visszalépéses megoldaskeresés korfigyeléssel: Ha van megoldas, akkor van kdrmentes megoldas is. A vezérld
a visszalépést valasztja, ha az aktualis csucs szerepelt mar az aktualis uton.

« Visszalépéses megolddskeresés iithosszkorlattal: Uthosszkorlatot vezetiink be, mely megakadalyozza, hogy a
koroket ,,végtelen sokszor” jarjuk be. A vezérld a visszalépést valasztja, ha az aktualis ut hossza eléri, vagy
meghaladja az uthosszkorlatot.

1
procedure Korfigyeléses-Backtrack (A, kezdd, C,0)
Allapot[aktuélis—csomépont] « kezdd
Sziilé[aktudlis-csomdépont] « Nil
5 Operator[aktudlis-csombépont] — *
Alkalmazhaté[aktudlis—-csomépont] « {o | o € O A Eléfeltétel (Allapot[aktudlis—
csomdbépont], o)}
while Igaz do
if aktudlis-csomépont = Nil then
break
10 end if
if Allapot[aktuélis—csomépont] € C then
break
end if
if VoltMar (Allapot[aktudlis-csomépont ]) then
15 aktualis-csomépont — Sziild[aktudlis-csomdbpont]
end if
if not Alkalmazhatd[aktudlis-csomépont] = @ then
operator « Valaszt (Alkalmazhatéd[aktudlis-csombdbpont])
Alkalmazhatd[aktudlis-csombdpont] — Alkalmazhatéd[aktudlis-csomdpont] \
{operéator}
20 Allapot[Gj] « Alkalmaz (Allapot[aktudlis-csomépont], operdtor)
Szulé[aj] « aktudlis-csomdpont
Operator[G]j] « operator
Alkalmazhaté[tj]l « {o | o € O A Eléfeltétel (Allapot[ajl, o)}
aktudlis-csomépont « 10j
25 else
aktudlis-csomépont « Sziild[aktudlis-csomdbpont]
end if
end while
if not aktudlis-csomépont = Nil then
30 Megoldas-Kiir (aktudlis-csombébpont )

13
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else
print ,Nincs megoldés”
end if
end procedure
35
1

procedure Uthosszkorlatos-Backtrack (A, kezds, C,0, korlat )

Allapot[aktudlis-csomépont] « kezdd
Szulé[aktudlis-csomdépont] « Nil

5 Mélységlaktudlis-csombépont] — 0
Operator[aktudlis-csombpont] — *
Alkalmazhaté[aktudlis-csomépont] « {o | o € O A Eléfeltétel(Allapot[aktuélis—

csomépont], o)}
while Igaz do
if aktudlis-csomépont = Nil then

10 break
end if
if Allapot[aktudlis-csomépont] € C then
break
end if
15 if Mélységlaktudlis-csomépont] = korlat then
aktudlis-csombépont ~ Szuldé[aktudlis-csombdpont]
end if
if not Alkalmazhaté[aktudlis-csomépont] = @ then
operator « Valaszt (Alkalmazhatd[aktudlis-csombdbpont])
20 Alkalmazhatd[aktudlis-csombdbpont] « Alkalmazhatd[aktudlis-csomdpont] \

{operéator}
Allapot[Gj] « Alkalmaz (Allapot[aktudlis-csomépont], operator)
Szilé[aj] ~ aktudlis-csomépont
Mélység[tj] « Mélységlaktudlis-csomdbpont] + 1
Operator[Gj] ~ operator

25 Alkalmazhaté[tj]l « {o | o € O A Eléfeltétel (Allapot[ajl, o)}
aktualis-csomépont « Gj
else
aktualis-csomépont — Sziild[aktudlis-csomdbpont]
end if

30 end while
if not aktuédlis-csombépont = Nil then
Megoldas-Kiir (aktudlis-csomdpont )
else
print ,Sikertelen keresés”
35 end if
end procedure

Ertékelés
* Teljesség:

+ A korfigyeléses backtrack ha a reprezentacios graf véges, akkor véges sok keres6lépés megtétele utan
befejezi a keresést, és

 ha van megoldas, eléallit egy kdrmentes megoldast,
* ha nincs megoldas, azt felismeri.

* Az uthosszkorlatos backtrack tetszéleges reprezentacios graf esetén véges sok keres6lépés megtétele utan
befejezi a keresést,

* ha van az uthosszkorlatnal nem hosszabb megoldas, eléallit egy ilyen megoldast.

* Ha keresés nem egy megoldas megtalalasaval ér véget, akkor az uthosszkorlatnal csak hosszabb
megoldas lehet a reprezentacios grafban. (Vagy nincs megoldas, vagy az uthosszkorlat tal kicsi.)

o Idoigény:

» A korfigyeléses backtrack iddigényes (f6leg hosszu kdrdk esetén).

14
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o Tarigény:

+ Az uthosszkorlatos backtrack adatbazisa legfeljebb uthosszkorlatnyi elemet tartalmaz. A megtalalt
megoldas nem feltétlen kdrmentes.

2.3. Ag és korlat algoritmus

A backtrack alkalmas optimalis (legrovidebb) megoldas keresésére is.
* Egy indul6 uthosszkorlatnal nem hosszabb megoldast keresiink.
* Ha talalunk ilyet, taroljuk, majd ennek hosszat {1j Githosszkorlatnak valasztva folytatjuk a keresést.

Uthosszkorlat helyett koltségkorlatot, csomépont mélysége helyett pedig az addig tartd ut koltségét is
hasznalhatjuk az algoritmusban. Ekkor legkisebb koltségli megoldas eldallitasa lehet a cél.

1
procedure Ag-és-Korlat (A, kezdd, C,0, korlat )
taldlt « Hamis
Allapot[aktudlis-csomébpont] — kezdd
5 Szuilé[aktudlis-csombpont]  Nil
Mélységl[aktudlis-csomépont] « 0
Operator[aktudlis-csombpont] — *
Alkalmazhaté[aktudlis-csombpont] « {o | o € O A Eléfeltétel(Allapot[aktuélis—
csomdépont], o)}
while Igaz do
10 if aktuadlis-csomépont = Nil then
break
end if
if Allapot[aktudlis-csomépont] € C then
taldlt — Igaz

15 Megoldés-Feljegyez (aktualis-csomépont )
korlat — Mélységlaktudlis-csombdpont]
end if
if Mélységlaktudlis-csombépont] = korlat then
aktudlis-csomépont « Szuldé[aktudlis-csomdbpont]
20 end if
if not Alkalmazhatdé[aktudlis-csomépont] = @ then

operator — Valaszt (Alkalmazhaté[aktudlis-csombdpont])
Alkalmazhaté[aktudlis-csombépont] « Alkalmazhatéd[aktudlis-csomdépont] \
{operator}
Allapot[Gj] « Alkalmaz (Allapot[aktudlis-csomépont], operator)
25 Szulé[aj] «~ aktudlis-csomdpont
Mélység[uj] « Mélységlaktualis-csomépont] + 1
Operator[Gj] <« operator
Alkalmazhaté[Gj] « {o | o E O A Eléfeltétel(Allapot[ﬁj], o) }
aktudlis-csomépont « 0j
30 else
aktudlis-csomépont « Sziilé[aktudlis-csomdpont]
end if
end while
if taldlt then
35 Megoldas-Kiir
else
print ,Sikertelen keresés”
end if
end procedure
40

Ertékelés

* Optimalitas: Az ag és korlat algoritmus tetszéleges reprezentacios graf esetén véges sok keresdlépés
megtétele utan befejezi a keresést,

* ha van az indul6 tthosszkorlatnal nem hosszabb megoldas, a legrovidebb megoldast allitja eld,

* ha a keresés nem megoldas megtalalasaval ér véget, akkor az induld uthosszkorlatnal csak hosszabb
megoldas lehet a reprezentacios gratban. (Vagy nincs megoldas, vagy az indulé tthosszkorlat tal kicsi.)
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o Tarigény:
+ Az ag és korlat adatbazisa legfeljebb kétszer az indul6 uthosszkorlatnyi csomdpontot tartalmaz.

2.4. Keresofaval keresok

p = (A, kezdd, ¢, 0)

Legyen . A keresdfaval keres6 rendszerek

* adatbazisa a reprezentacios graf mar bejart részét feszito fa, az Gin. keresdfa. A keres6fa csucsait és a veliikk

kapcsolatban 1évd éleket (explicit vagy implicit mddon) nyilvantartd csomdpontok az alabbi informacidkat
tartalmazzak:

yﬂEcﬂ,

* eg allapotot;

 arra a csomdpontra mutatot, mely a sziilé allapotot tartalmazza;

* azt az operatort, melyet a sziil6 allapotra alkalmazva eldallt 'ﬂ;

. stdtusz.

e zart, ha @ ytodait tartamazo csomépontokat a keresés soran mar eléallitottuk;
* nyilt, egyébként.
* miivelete a kiterjesztés: a keres6fat annak egy nyilt csticsan (egy nyilt csoméponton) keresztiil kibviti.
« alkalmazasi el6feltétele, hogy a keres6faban legyen nyilt csomdpont.
* hatésa:
+ alkalmazzuk az 6sszes alkalmazhat6 operatort a nyilt csomdpont allapotara,
+ az eldallo allapotok koziil

» amelyek még nem szerepeltek a kereséfa egyetlen csomépontjaban sem, azokbol a kereséfaba
felftizott 4j nyilt csomopont késziil,

» amelyek mar szerepeltek a kereséfa valamely csomdpontjaban, azok sorsa keres6fiiggd.
* akiterjesztett csomopont zartta valik.

* vezérld megmondja, hogy melyik nyilt csomopont legyen a kdvetkez6 1épésben kiterjesztve.

Ha a kivalasztott nyilt csomopont allapota teljesiti a célfeltételeket, a kereséfaban a sziilére mutatok
mentén elé tudunk allitani egy megoldast is.

» Nincs megoldas, ha egyetlenegy nyilt csomdpont sincs a kereséfaban.

procedure Kereséfaval-Keresd (A, kezdd, C,0)
Allapot [csomépont] « kezdé
Szulé[csombpont] « Nil

5 Operator [csomépont] « *
nyiltak « {csomépont}; zartak — @
while Igaz do
if nyiltak = @ then
break
10 end if
csombépont — Valaszt (nyiltak)
if Allapot [csombépont] € C then
break
end if
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15 Kiterjeszt (csombépont, nyiltak, zartak)
end while
if not nyiltak = @ then
Megoldéas-Kiir (csomépont )
else
20 print ,Nincs megoldéas”
end if
end procedure

Ugyanazon probléma megoldasanak keresése esetén 1ényeges eltérés lehet
1. avalasztas modjaban. A vezérld valaszthat
* iranyitatlanul, szisztematikusan

+ a csomopontok keresdgrafbeli mélysége alapjan: szélességi és mélységi keresok;

"

+ acsomopontok allapotait eléallitd koltség alapjan: optimalis kereso;
* heurisztikusan:
* best-first algoritmus;
A algoritmusok.
2. abban, hogy mi torténik, ha a keresdgraf egy csticsahoz a keresés soran ijabb odavezet utat tar fel a vezérld.

3. acélfeltételek vizsgalatanak idépontjaban.
2.5. Szélességi és mélységi keresdk

1. Egy csomopont eldallitasakor kovetjilk, hogy a csomdpontban nyilvantartott csucs a keresdfaban milyen
,,mélyen” van:

J 0 ha m=s

f (2.6)
|mélység(n)+1 (n,m)€E

melyseg(m) =

Kiterjesztésre

* aszélességi keresd vezérldje a legkisebb mélységi szamu
» a mélységi keresé vezérldje a legnagyobb mélységi szamu
nyilt csomdpontot valasztja ki.

2. Ha a vezérl a keresOgraf egy csucsahoz a keresés soran ujabb odavezeto utat tar fel, ezt nem tarolja,
welfelejti”.

"oy

3. A célfeltételek teljesitésének vizsgalatat elére hozhatjuk az allapot eléallitdsat kdvetd idépontra.

1
procedure Kiterjeszt (A, kezdd, C,0, csomdpont, nyiltak, zartak)
for all o € O do
if El6feltétel (Allapot[csomépont ], o) then
5 4llapot « Alkalmaz (Allapot [csomépont], o)
ny « Keres(nyiltak, &llapot)
7z — Keres(zartak, &llapot)
if ny = Nil and z = Nil then
Allapot [Gj-csomépont] — &llapot
10 Szulé[Gj-csombpont] — csomdpont
Operéator [Gj-csombpont] « o
Mélység[uj-csombépont] « Mélység[csombpont] + 1
nyiltak « nyiltak U {aj-csomépont}
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end if
15 end if
end for
nyiltak <« nyiltak \ {csomépont}
zartak < zartak U {csomdbdpont}
end procedure
20

1
procedure Szélességi-KeresS (A, kezdd, C,0)
Allapot [Gj-csomépont] « kezdd
Szilé[Gj-csombpont] ~ Nil
5 Operator [Gj-csombdpont] — *
Mélység[tj-csombpont] « O
nyiltak « {Gj-csombépont}
zartak « 0
while Igaz do
10 if nyiltak = @ then
break
end if
csombépont « Valaszt({cs | cs € nyiltak A Vcs'(cs' € nyiltak D Mélység[cs] <
Mélyseéglcs']) })
if Allapot [csombépont] € C then
15 break
end if
Kiterjeszt (A, kezdd, C, O, csomdépont, nyiltak, zartak)
end while
if not nyiltak = @ then

20 Megoldéas-Kiir (csombpont )
else
print ,Nincs megoldas”
end if
end procedure
25
1

procedure Mélységi-Keresd (A, kezds, C, 0)
Allapot [Gj-csomépont] « kezdd
Szulé[aj-csombépont] « Nil
5 Operator [Gj-csombdpont] « *
Mélység[uj-csombpont] « 0
nyiltak « {Gj-csombdpont}
zartak < @
while Igaz do
10 if nyiltak = @ then
break
end if
csomépont « Valaszt({cs | cs € nyiltak A Vcs'(cs' € nyiltak D Mélység[cs] 2
Mélységlcs'])})
if Allapot[csomépont] € C then
15 break
end if
Kiterjeszt (A, kezds, C, O, csomdépont, nyiltak, zartak)
end while
if not nyiltak = @ then

20 Megoldas-Kiir (csomépont)
else
print ,Nincs megoldés”
end if
end procedure
25

A nyilt csomdpontokat gyakran
 aszélességi keres6 sorban,
» amélységi keres6 veremben

tartja nyilvan, melybdl mélységi szam szerint ezek épp megfeleld sorrendben keriilnek ki.

2.5.1. A szélességi kereso értékelése
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o Teljesseg: A vezérlo,
+ ha van megoldas, tetsz6leges reprezentacios gratban véges sok keres61épés utan eléallit egy megoldast,

* ha nincs az adott reprezentacioban megoldas, akkor (véges graf esetén) azt a nyilt csomdpontok
elfogyasaval felismeri.

* Optimalitas: Ha van megoldas, tetszéleges reprezentacids gratban a vezérld a legrovidebb megoldast allitja
eld.

3
» Tarigeny: Nagy az adatbazis. Legyen a reprezentacios fa minden cstucsanak @ gyermeke, és I hosszusagu a
legrovidebb megoldas. Ekkor a keresdgraf csomdpontjainak szama a keresés végére (a legrosszabb esetben):

1+d+d*+d*+...+d*—d =0(d"*?). @.7)

2.5.2. A mélységi keresé értékelése
o Teljesseg: A vezérld véges reprezentacios grafban,
* ha van megoldas, véges sok keresdlépés utan eldallit egy megoldast,

* ha nincs a problémanak az adott reprezentacidoban megoldasa, akkor azt a nyilt csomopontok elfogyasaval
felismeri.

2.6. Optimalis keres6

1. Minden csomopontnal szamon tartjuk az odavezetd keres6fabeli Ut koltségét:

o I 0 ha m=s
utkoltseg(m) =< o (2.8)
 utkéltseg(n) + kéltseg(n, m) (n, m) € E
el s -
UtRGItSE‘g (n) jeldlje a startcsucsbol M pe jutas optimalis koltségét. Ekkor
utkoltseg(n) = utkdltség (n), mindenn € N-re. (2.9)
Kiterjesztésre az optimalis keresé vezérldje a legkisebb koltségii nyilt csomdpontot valasztja ki.
2. Ha a vezérl6 a keresdgraf egy csucsahoz a keresés soran ujabb odavezetd utat tar fel, azaz az n csomopont
kiterjesztéskor eldallt allapot szerepel mar a kereségraf m csomépontjaban
* nyiltként: €s ha az
utkoltseg(n) + koltség(n, m) < utkoltseg(m), (2.10)

ekkor az 10j kisebb koltségli utat taroljuk, a régit ,,elfelejtjiik™.

. zartként: az 111 csomopontot  mar n kiterjesztése elott  kiterjesztette a  vezérld, azaz
utkoltseg(m) = utkoltseg(n) volt, igy
utkoltseg(n) + koltseg(n, m) > utkdltség(m). (2.11)

Az T hez feltart 4j Gt kéltségesebb.
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3. A ceélfeltételek vizsgalatat nem hozhatjuk eldre.

1
procedure Kiterjeszt (A, kezdd, C, O, kdltség, csomdbdbpont, nyiltak, zartak)
for all o € O do
if Eléfeltétel(Allapot[csomépont ], o) then
5 allapot « Alkalmaz(Allapot[csomépont],o)
ny « Keres(nyiltak, &llapot)
z « Keres(zartak, allapot)
if ny = Nil and z = Nil then
Allapot [Gj-csomépont] « &llapot
10 Szulé[Gj-csombdbpont] — csomdpont
Operator [Gj-csombpont] — o
Utkoltség[Gj-csomépont] « Utkéltség[csomdpont] +
kéltség(o,Allapot[csomépont])
nyiltak « nyiltak U {Gj-csomépont}
else if not ny = Nil then
15 Gj-Gt-koltség « Utkoltség[csombébpont] + kéltség (o,Allapot [csombpont])
if uj-ut-koltség < Utkdéltséglny] then
Szulé[ny] — csomdbpont
Operator[ny] < o
Utkéltségny] « Gj-ut-koltség

20 end if
end if
end if
end for
nyiltak <« nyiltak \ {csomépont}
25 zartak < zartak U {csomdbdpont}

end procedure

procedure Optimadlis-Keresd (A, kezdd, C, O, koltség)
Allapot [Gj-csomépont] « kezdd
Szuilé[Gj-csomdpont] ~ Nil
5 Operator [Gj-csombépont] «~ *
Utkoltség[Gj-csomépont] « O
nyiltak « {Gj-csombépont}
zartak < @
while Igaz do
10 if nyiltak = @ then
break
end if
csomépont «— Valaszt({cs | cs € nyiltak A Vcs'(cs' € nyiltak D Utkéltség[cs] <
Utkoltségles']) })
if Allapot[csomépont] € C then
15 break
end if
Kiterjeszt (A, kezdd, C, O, koltség, csomdépont, nyiltak, zartak)
end while
if not nyiltak = @ then

20 Megoldas-Kiir (csomédpont)
else
print ,Nincs megoldas”
end if
end procedure
25

2.6.1. Az optimalis kereso értékelése
o Teljesség: A vezérlo,
* ha van megoldas, tetszdleges reprezentacios gratban véges sok keresdlépés utan eldallit egy megoldast,

* ha nincs a problémanak az adott reprezentacidban megoldasa, akkor véges graf esetén azt a nyilt
csomodpontok elfogyasaval felismeri.

* Optimalitas: Ha van megoldas, tetszdleges reprezentacids grafban a vezérld véges sok keresélépés utan az
optimalis megoldast allitja eld.
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2.7. Best-first algoritmus

1. A keres6fa minden csomépontjanal nyilvantartjuk, hogy a csomodpontbeli allapot a h heurisztikus fliggvény
szerint milyen ,tidvol” van a hozza legkézelebbi céltol. Kiterjesztésre a best-first vezérléje a legkisebb
heurisztikaju nyilt csomopontot valasztja ki (legjobb iranyban haladé keresés).

2. Ha a vezérlé a keresdgraf egy cslcsahoz a keresés soran ujabb odavezeté utat tar fel, ezt nem tarolja,
elfelejti”.

3. A célfeltételek vizsgalatat elére hozhatjuk.

1
procedure Kiterjeszt (A, kezdd, C, O h, csombdbpont, nyiltak, zartak)
for all o € O do
if Eléfeltétel(Allapot[csomépont 1, o) then
5 allapot Alkalmaz(Allapot[csomépont],o)
ny « Keres(nyiltak, &llapot)
z « Keres(zartak, allapot)
if ny = Nil and z = Nil then
Allapot [Gj-csomépont] « allapot
10 Szulé[Gj-csombdbpont] — csomdbpont
Operéator [Gj-csombpont] « o
Heurisztika[Gj-csombpont] — h(dllapot)
nyiltak « nyiltak U {Gj-csomépont}
end if
15 end if
end for
nyiltak « nyiltak \ {csomdbdpont}
zartak < zartak U {csomdbdpont}
end procedure
20

1
procedure Best-First( A, kezdé, C, O, h)
Allapot [Gj-csomépont] « kezdd
Szulé[aj-csombdpont] « Nil
5 Operator [Gj-csombdpont] « *
Heurisztika[Gj-csombépont] — h(kezdd)
nyiltak < {Gj-csomdpont}
zartak « @
while Igaz do
10 if nyiltak = @ then
break
end if
csomépont ~Valaszt ({cs | cs € nyiltak A Vcs' (cs' € nyiltak D Heurisztikal[ecs] <
Heurisztikalcs']) })
if Allapot[csomépont] € C then
15 break
end if
Kiterjeszt (A, kezd§, C, O, h, csomdépont, nyiltak, zartak)
end while
if not nyiltak = @ then

20 Megoldas-Kiir (csomépont )
else
print ,Nincs megoldas”
end if

end procedure
25

2.7.1. A best-first algoritmus értékelése
o Teljesseg: A vezérl0 tetszbleges véges reprezentacios grafban,
* ha van megoldas, véges sok keres6lépés utan eldallit egy megoldast,

* ha nincs a problémanak az adott reprezentacidban megoldasa, akkor azt a nyilt csomdpontok elfogyasaval
felismeri.
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7
» Tarigeny: Perfekt heurisztika esetén, ha a reprezentdcids fa minden csticsanak @ gyermeke van, és ! hosszl a
legrovidebb megoldas, a kereségraf csomdpontjainak szama a keresés végére:

l+d+d+...+d =0(1-d). (2.12)

2.8. Az A algoritmus

1. A keres6graf minden csomopontjaban megbecsiiljiik a rajta keresztiilhaladdo megoldas koltségét. Ez egyrészt a
csomopontig vezetd nyilvantartott Ut koltsége, amihez hozzaszamitjuk a célig hatralevé ut becsiilt koltségét:

dsszkoltség(m) = utkdltség(m) + heurisztika(m), (2.13)
azaz

Osszkoltség(m) = utkoltség(n) + koltség(n, m) + heurisztika(m), (2.14)
ha (N, m) € E. ), 65s2k6lts€g™(m) o wcistiiik az ™ csieson keresztiil célba jutds optimalis
koltségét, akkor minden ™! cstcsra

Osszkoltség™ (m) = dsszkoltség(m) (2.15)

Kiterjesztésre az A algoritmus vezérléje a legkisebb dsszkdltségii nyilt csomopontot valasztja ki.

2. Ha a vezérl6 a kereségraf egy csucsahoz a keresés soran ujabb odavezetd utat tar fel, azaz az n csomopont
kiterjesztéskor eldallt allapot szerepel mar a kereségraf m csomépontjaban, és az
utkoltseg(n) + koltseg(n, m) < utkdltség(m), (2.16)

ekkor az 1j kisebb koltségii utat taroljuk, a régit ,.elfelejtjiik”.

« Ha 'l nyilt volt, mas teendd nincs.

« Ha T zart volt, a keres6fa M 51 induld részének csomopontjaiban az utkolts €9 _et frissiteni kell, ami

problémat okoz:

+ kiilon eljarast irunk a frissitésre;

+ az A algoritmussal frissittetjiik a részgrafot;
» megeldzziik a probléma kialakulasat.

3. A ceélfeltételek vizsgalatat nem hozhatjuk eldre.

1
procedure Kiterjeszt (A, kezdf, C, O, kdltség, h, csomdépont, nyiltak, zartak)
for all o € O do
if Eléfeltétel (Allapot [csombépont ], o) then
5 4llapot « Alkalmaz (Allapot [csomépont], o)
ny « Keres(nyiltak, &llapot)
7z — Keres(zartak, &llapot)
if ny = Nil and z = Nil then
Allapot [tj-csomébpont] « &llapot
10 Szilé[Gj-csombpont] — csombdpont
Operator [Gj-csombpont] « o
Utkoltség[Gj-csomépont] « Utkéltség[csombébpont] +
k6ltség (o,Allapot [csombpont])
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Heurisztika[Gj-csomépont] « h(adllapot)
nyiltak < nyiltak U {Gj-csombpont}
15 else
Gj-Gt-koltség « Utkoltség[csombébpont] + koéltség(o,Allapot [csomépont])
if not ny = Nil then
if Gj-ut-koltség < Utkoltségl[ny] then
Szilé[ny] — csomdbdpont

20 Operéator[ny] < o
Utkoéltségny] « uj-ut-koltség
end if
else
if Gj-ut-koltség < Utkoltséglz] then
25 Szulé[z] « csombpont

Operéator[z] « o
Utkoltség[z] « Gj-Gt-koltség
zdrtak « zartak \ {z}
nyiltak « nyiltak U {z}
30 end if
end if
end if
end if
end for
35 nyiltak <« nyiltak \ {csomépont}
zdrtak —~ zartak U {csomdbpont}
end procedure

procedure A-algoritmus (A, kezd§, C, O, kdltség, h)
Allapot [(j-csomépont] « kezdd
Szilé[Gj-csomdbpont] ~ Nil

5 Operator [Gj-csombépont] «~ *

Utkéltség[tj-csomépont] « O
Heurisztika[Gj-csombébpont] — h(kezdd)
nyiltak — {Gj-csomdbpont}
zartak < @
10 while Igaz do
if nyiltak = @ then
break
end if
csombépont ~Valaszt({cs | cs € nyiltak A Vcs' (cs' € nyiltak D
(Utkéltséglcs]+Heurisztika[cs]) < (Utkoltséglcs']+Heurisztikalcs']))})
15 if Allapot[csombépont] € C then
break
end if

Kiterjeszt (A, kezdd, C, O, koltség, h, csombdépont, nyiltak, zartak)
end while
20 if not nyiltak = @ then
Megoldéas-Kiir (csomépont )
else
print ,Nincs megoldéas”
end if
25 end procedure

2.8.1. Az A algoritmus értékelése
o Teljesseg: A vezérlo,
* ha van megoldas, tetszéleges reprezentacios grafban véges sok keres61épés utan eldallit egy megoldast,

* ha nincs a probléméanak az adott reprezentacioban megoldéasa, akkor (véges graf esetén) azt a nyilt
csomopontok elfogyasaval felismeri.

a e A

* Optimalitas: Nincs garancia az optimalis megoldas eldallitasara. De ha minden esetén

h(a) = h*(a), (2.17)
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ahol h™(a) az ¢ allapotbol célb: A*éS optimalis koltsége, akkor az A algoritmus az optimalis megoldast
allitja el6, ha van megoldas. Ez az algoritmus.

Lemma:

Az A algoritmus a miikodése soran egy csomopontot legfoljebb véges sokszor terjeszt ki.
Bizonyitas:

Egy csomopontot csak akkor terjeszthetiink ki, ha nyilt. A nyilt csomopontok kozé legfeljebb annyiszor
kertilhet, ahanyszor egy minden addiginal olcsobb utat talalunk hozza. Belatjuk, hogy véges sok ilyen Ut van.

Jelolje o az élek koltségének pozitiv also korlatjat, vagyis minden (n, m) esetén

koltség(n, m) = 6 = 0. (2.18)

Tegylik f6l, hogy a P csticsba eldszor egy utko!tseg(p}

UtkDItSEQ[L‘P} ‘lllﬁ hosszi lehet. Az ennél olcsobb P -be vezetd utak
utkoltseg(p) /6

koltségti uton jutunk el. Ez az ut legfeljebb

UthItSEg[ ,Tj} ‘lll o -nal biztosan
rovidebbek. A korlatnal rovidebb P -be vezetd utak széma viszont véges.

Lemma:

Az A algoritmus, hacsak kozben nem fejezi be sikeresen a keresést, minden a nyiltak halmazba bekeriild
csomopontot véges sok 1épés utan kiterjeszt.

Bizonyitds:

Legyen pEny ﬂrfﬂk. Megmutatjuk, hogy P kivalasztasa elétt kiterjesztendd (nala kisebb Osszkoltséggel
rendelkez6) csomopontok szama véges, és egy ilyen csak véges sokszor Keriilhet vissza a nyilt csomopontok
kozé.

» Eldszor belatjuk, hogy egy csomopont 0sszkdltsége aranyos a csomodpont mélységével. Amikor egy n
csomopont bekeriil a ny tltak halmazba, akkor
dsszkdltség(n) = utkdltség(n) + heurisztika(n) = utkdltség(n) =
o . i . (2.19)
= utkdltseg™(n) = uthossz™(n) - 6,
- " )
ahol uthossz™(n) az 5 -b8l M -be vezets optimalis koltségli Gt hossza.
* Most egy mélységi korlatot adunk meg. Legyen
- isszkiltseg(p) e - o p
K= [%} + 1. (Nyilvank = dsszkéltség(p)]6). (2.20)
* Ennél a korlatnal mélyebben fekvd csomopontokra az Osszkdltség nagyobb, mint ﬂssszEtSEQ[p }
- * -
Ugyanis ha egy k csomoépontra uthossz”(k) > K , akkor
Osszkdltség(k) = uthossz™(k) -6 > K- 6 = dsszkdltség(p). (2.21)
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Osszkdltség(k) = dsszkdltség(p)

Tehat K , azaz az Ssszkiltség(p)

-nél nem nagyobb
0sszkoltséggel rendelkezd csomopontok a  mélységi korlatnal magasabban helyezkednek el.

* Mivel az egyes csomopontokbol kiinduld élek szama folilrél korlatos, igy egy adott mélységi korlatnal
magasabban fekvé csomopontok szdma véges.

Tétel:

Az A algoritmus véges reprezentacios gratban véges sok 1épés utan befejezi a keresést.

Bizonyitas:

A korabbi lemma értelmében az A algoritmus a véges sok lehetséges csomdpont mindegyikét legfeljebb véges
sokszor terjesztheti ki. Ez azt jelenti, hogy véges sok 1épésen beliil az 6sszes csomodpontot végleg ki is terjeszti,
ha el6bb nem all le sikeresen a keresés. Az algoritmus tehat

 vagy talal célallapotot tartalmazd csomdpontot,
» vagy pedig elfogynak a nyilt csomopontok,
és befejezodik a keresés.

Lemma:

A

Ha van megoldas, az
fekvo csucs.

algoritmus adatbazisdban a nyilt csomdopontok kozott mindig van az optimalis uton

Bizonyitds:

5= TlDJ i"'llJ e I‘t;{ =t

Legyen optimalis ut.

s € nyiltak

e [. kivalasztas elott:

3 j(n; € nyiltak)

* k. kivalasztas elétt: indukceios feltevésiink szerint . Legyen ! a legkisebb ilyen index.

e k+1. kivalasztas elott.

n

« Hanem "t terjesztjiik ki, akkor n; nyilt marad.

* Ha n; -t terjesztjiik ki, akkor akar eldszor allitottuk eld, akar mar szerepelt a kereséfaban: Mi+1 nyilt lesz.

Tétel:

A

Tetszdleges reprezentacios graf esetén, ha van megoldas, az “* algoritmus véges sok lépésben megoldassal

fejezi be a keresést.

Lemma:

*
Az A 1

algoritmus altal kiterjesztésre kivalasztott tetszéleges I csomodpontra
Osszkoltség(n) = dsszkdltseg™(s). (2.22)

Bizonyitas:
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Hoc—@bﬁ?f-ﬂrfr]*fg = oo
Osszkoltség™(s) = utkoltseg™(s) + heurisztika™(s) < = ’

n az  optimdlis megoldas

egyébként

koltsége * korabbi lemma szerint ‘T_:IE- )ptimalis Gton fekvé c~~mopont.
m n

tkoltség(m) = utkdltség™ (m)

Legyen az els6 ilyen. Ekﬁsszkﬁ?tség(n} = dsszktﬂfség(mj' Az algoritmus az  cstcsot
valasztotta kiterjesztésre, tehat . De

osszkoltség(m) = utkoltseg™(m) + heurisztika(m) =
(2.23)
= utkoltség™(m) + heurisztika®(m) = 6sszkdltség™(m) = dsszkéltség™(s),

mibs) D55Zk0ltseg(n) = Gsszkoltseq™ (s) oo

*
A lemmat a kdvetkezOképpen is megfogalmazhatjuk: Annak sziikséges feltétele, hogy az A algoritmus egy n

csomopontot kiterjesztésre kivalasszon:

dsszkoltség(n) = dsszkdltseg™(s). (2.24)
Tehat az
S = {n | dsszkdltség(n) > Gsszkoltség™(s) } (2.25)

csomopontok nem keriilnek soha kiterjesztésre, nem is kell dket a kereséfaban Orizni. Nem ismerjiik ugyanakkor

oy O5SzKbltség™ (s) K = dsszkoltség”

értéket. Becsiiljilk meg: legyen ES} Ekkor az

S5'={n| dsszkoltség(n) > K} C S (2.26)

*
csomopontokat a keres6fabol elhagyhatjuk. Annak elegendé feltétele, hogy az A algoritmus egy n

csomopontot kiterjesztésre kivalasszon:
Osszkoltség(n) < osszkoltség™(s). (2.27)
Definicio:

*
Legyen P és Q két A algoritmus. Azt mondjuk, hogy P jobban informalt, mint Q ha célallapotot

tartalmazé csomopontok kivételével barmely n csomopontra
heurisztikap(n) > heurisztikag(n) (2.28)

teliesiil, ahol heurisztikap , heurisztikag , P . Q

P

algoritmusok heurisztikus fiiggvényei. (Més

szoval: a = algoritmus alulr6l pontosabban becsli a hatralévo ut koltségét barmely csticsban.)

Tétel:
*
Ha P A

kiterjeszt Q is.

jobban informalt algoritmus Q -nal, akkor minden olyan csomopontot, amelyet P kiterjeszt,
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Bizonyitds:

P

Legyen n egy olyan nyilt csomépont, melyet = éppen kivalaszt kiterjesztésre! Ekkor

bsszkoltségp(n) = dsszkoltség™(s). (2.29)

M cstcséra szintén teljesiil az

A p keres6grafjaban az 551 -be vezetd Gt tetszéleges

Osszkoltségp(n') = dsszkoltseg™(s) (2.30)

n

Osszefliggés. Mit csindl ezzel az '* csuccsal a Q algoritmus? Mivel

éisszkﬁ!tségq{n'} = utkoltség(n') + heurisztikag(n') <
(2.31)
< utkéltség(n') + heurisztikap(n') = dsszkéltségp(n') = dsszkoltség™ (s),

dsszkéltség,(n') < dsszkéltség™(s) '

azaz ,ezért 11t a Q algoritmus is kiterjeszti. Az n

tetszbleges volt, igy a Q algoritmus az 5 b51 T -be vezetd Gt minden csticsét kiterjeszti, beleértve M ets.

2.9. A monoton 4 algoritmus

Definicio:

Azt mondjuk, hogy egy h heurisztikus fiiggvény kielégiti a monoton megszoritas feltételét, ha értéke barmely

¢l mentén legfoljebb az illet6 €l koltségével csdkken, azaz minden (n,m)€E ¢l esetén
hin) — h(m) = kdltség(n, m). (2.32)
Tétel:

Ha egy heurisztikus fliggvény kielégiti a monoton megszoritas feltételét, akkor

h(n) = h*(n) (2.33)

.
teljesiil minden ne€N -re.
Bizonyitds:

A bizonyitas két részbdl all:

h*(n) = o

1. Haaz ™ csticsbol nem vezet at terminalisba, akkor

n=ng, Ny, Nz, ..., m\y =teT

2. Ha van ilyen ut, akkor legyen optimalis ut. Ennek éleire

h(n) —h(n,) = koltség(n, ni)

h{n 1} - h{ﬂg] = letSég{n 1 nz}
(2.34)

I

h[n,:_:l] - h(f} = kﬁltSég{ng_lJ f}
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Megoldast keres6 rendszerek

teljesiil. Az egyenl6tlenségeket Gsszeadva

£
hin) — h(t) = z kéltség(n,,, n;) = h™(n) (2.35)
i=1
p— #*
adodik, ahol a bal oldal M) mivel PE) = 0 1cven t ierminalis estes. fgy 117 = A7 (1)
Definicio:
Monoton A algoritmusnak nevezzilk azt az A algoritmust, amelynek heurisztikus fliggvénye monoton
megszoritasos.
Tétel:

Amikor a monoton A algoritmus egy nyilt n csomoépontot kiterjesztésre kivalaszt, akkor M _be mar optimalis
utkaoltseg(n) = utkoltség™(n)

utat talalt, azaz )
Bizonyitas:

Tegyiilk {6l indirekt modon, hogy amikor az n
utkoltseg(n) = utkoltség ™ (n)

csucsot kiterjesztésre kivalasztja az algoritmus,

. Legyen m egy olyan nyilt cstcs, amely egy S _p8l M -be vezetd
utkoltseg(m) = utkdltseg™(m)

optimalis uton van és amelyre
M g 1M

teljesiil. Az indirekt foltevés miatt

nem lehet ugyanaz a cstics. Mivel azonban az algoritmus M et valasztotta 111 helyett, ez azt jelenti,
gsszkoltseg(n) = osszkdltseg(m)

és

hogy Ugyanakkor az M sl T be  vezetd

m = Mg, My, My, ..., My—y, My =N optimalis utvonalra felirhat6 a kdvetkezo Gsszefiiggés:

Osszkoltség(m) = utkoltség(m) + heurisztika(m) =
= utkoéltség*(m) + heurisztika(m) =
< utkoltség*(m) + koltség(m, m,) + heurisztika(m,) =
= Gtkoéltség*(m,) + heurisztika(m;) =
< utkoltség*(m,) + koltség(m,, m,) + heurisztika(m,) = 2.36)
(

= Gtkoltség*(m,) + heurisztika(m;) <

< utkoltség*(m,_,) + kéltség(m,_,, n) + heurisztika(n) =
= 0tkoltség*(n) + heurisztika(n) <
< utkoltség(n) + heurisztika(n) = 06sszkoéltség(n)

A levezetésbél azt kaptuk, hogy osszkoltseg(m) < osszkoltseg(n)

n

, ami ellentmond annak, hogy

az '+ csomopontot valasztjuk ki.
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Chapter 3. Ketszemélyes stratégiai
jatékok és lepésajanlo algoritmusok

Stratégiai jatékok azok a jatékok, melyekben jatékosoknak a jaték kimenetelére (ellendrizheté modon) van
befolyasuk. Ilyen jatékok pl. a sakk, a bridzs, a poker, az iizleti ,,jatékok” mint két vallalat konkurrencia harca,
harci ,,jatékok”.

Néhany a jatékelméleti kutatasokban fontos név:

1921 E. Borel

1928 Neumann Janos

1944 Neumann Janos és O. Morgenstein

1994 Harsanyi Janos (kozgazdasagi Nobel-dij)

Egy jaték leirasahoz meg kell adni

* ajaték lehetséges allasait (helyzeteit),

* ajatékosok szamat,

* hogyan kovetkeznek 1épni az egyes jatékosok (pl. egy id6ben vagy felvaltva egymas utan),
* egy-egy allasban a jatékosoknak milyen lehetséges 1épései (lehetéségei) vannak,

* ajatékosok milyen -- a jatékkal kapcsolatos -- informacioval rendelkeznek a jaték folyaman,
* van-e a véletlennek szerepe a jatékban és hol,

» milyen allasban kezdddik és mikor ér véget a jaték,

» ¢&s az egyes jatékosok mikor, mennyit nyernek, illetve veszitenek.

Osztalyozas

* ajatékosok szama szerint: pl. egy-, két-, N-személyes jatékok,

* ha a jatszma allasbol allasba vivo 1épések sorozata diszkreét a jaték;

* ha az allasokban véges sok lehetséges 1épése van minden jatékosnak és a jatszmak véges sok 1épés utan véget
érnek véges a jaték;

a jaték;
* ha nincs a véletlennek szerepe a jatékban, determinisztikus a jaték;

0

* ajatékosok nyereségeinek és veszteségeinek dsszege -, zérusdsszegii a jaték.

“y ey

stratégiai jatékot fogunk érteni.

1. A jatékok reprezentacioja

Jelolje a két jatékost A és B , a jatékallasok halmazat H . A jatékot az do € H kezddallasban kezdje

Jo € {"ﬂ"’B } Tegyiik fel, hogy a jatékosok a jaték soran felvaltva lépnek, és ismerjiik az egyes allasokban

{1|/1:H—-H} a

megtehetd 1épéseket: Az ! lépés egy allasban akkor tehetd meg, ha
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Kétszemélyes stratégiai jatékok és
1épésajanlo algoritmusok

I_mthEtEIEHEK_EIGfEHEtEle[ﬂ:I. A jaték az @ 11asban véget ér, ha EFEQEIHEIS[CI]. A szabalyok

nyer : {a | végallas(a)} — {jon,, volt,} ahol jon

leirjak, itt ki a nyerd jatékos: 9 lenne az

@ 4llasban soron kovetkezd jatékos (J'Drlﬂ
(4, kezdo, v, 0)

= volt, ). E jaték allapottér-reprezentacidja az az

négyes, ahol

A={(a,]) | a€H, Je{AB}, ] kévetkezik lépni}
. kezdd = (ap, Jo)
.V =1(a, ]) | végallas(a), ] nyer, ha nyer(a) = jon,}

0= {GJ | U_fl:ﬂ: J] = {I(ﬂ}r I}r IJJ € {AJE}I [ = \J}

cres

Jjatékfaban
* paros szinteken 1évo allasokban a kezdd jatékos, paratlan szinteken lévékben pedig az ellenfele 1éphet;

* egy allast annyi kiilonb6z6 csucs szemléltet, ahany kiilonb6z6 modon a jaték soran a kezddallasbol
eljuthatunk hozza;

» véges hosszusaguak az utak, hisz véges jatékokkal foglalkozunk.

kezdd

Ha a jaték soran allapotbol a jatékosok valamelyik vev allapotba érnek, azaz

kezdd =——=v

81 - 0r (r=1) , azt mondjuk lejatszottak egy jdtszmat. A jatszmakat a jatékfaban a
startcstcsbol a levélelemekbe vezetd utak szemléltetik. Egy jaték jatékfaja a jaték Osszes lehetséges jatszmajat
szemlélteti a startcsticsbol indulo, a kiillonb6zo levelekben végzodo utjaival.

Definicio

) T 7.
Az (N, HE) part ES/VAGY grafnak nevezziik:

oj\'lr

nemiires halmaz, a graf cstcsainak halmaza,

HEC {(n, M) e Nx2" | 0= |M| < =}

pedig az iranyitott hiperélek halmaza.

Definicio
{TT]_,. {n'_li Mz, e ”lkl}jx

{HEJ {HEL M2z, aees HEL‘Q}:I)

(Hr, {nr'_s Mra, vous nr.i-'.r-}}

Az ES/VAGY grafban a graf hiperéleinek egy olyan sorozata, ahol

Vi¥ j(—=(i=j) 2> —(ni=n;)) A
V(> 1) 23> ) A (s € {nj np, oo npg 1))
\ J'\ J ! s A R a graf egy hiperitja.
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Kétszemélyes stratégiai jatékok és
1épésajanlo algoritmusok

2. A stratégia

Definicio
A J jatékos stratégidja egy olyan

S;:f{la, ] (a J)eAat—=0 (3.1)

dontési terv, amely J szamara el6irja, hogy a jaték soran eléforduld azon allasokban, melyekben J kovetkezik
1épni, a megtehetd 1épései koziil melyiket 1€pje meg.

A J jatékos stratégiainak szemléltetése a jatékfaban:

Alakitsuk at a jatékfat ES/VAGY fava J jatékos szempontjabol: J 1épéseit szemléltetd élek mindegyike egy
¢1bol allo hiperél marad (VAGY élek), ellenfelének egy-egy allasbol megtehetd 1épéseit szemléltetd élkoteg

egy-egy hiperél lesz (ES élek). Ebben az ES/VAGY grafban ] stratégiait a startcsucsbol kindulé olyan
hiperutak szemléltethetik, melyek levelei az eredeti jatékgrafnak is levelei.

Definicio
kozonséges utak altal szemléltetett jatszmak jatszhatok le.

Lemma

Tegyiik fel, hogy az A jatékos az ‘SA, a B jatékos pedig az

egyértelmilen meghatarozza a lejatszhato jatszmat.

EY:]

stratégiajaval jatszik. A két stratégia

Definicio

A J jatékos stratégiajat \textbf{ J nyerd stratégidjanak nevezzik, ha (az ellenfelének stratégia-valasztasatol
fiiggetleniil) minden a stratégia alkalmazasa mellett lejatszhat6 jatszmaban J nyer.

Megjegyzés

AJ szempontjabol atalakitott ES/VAGY fiban a ] nyerd stratégiat szemléltetdé hiperit levélelemei mind J.
nyerd allasok.

Tetel

(Az altalunk vizsgalt) minden jaték esetén valamelyik (de nyilvan csak az egyik) jatékos szamara van nyerd
stratégia.

Bizpnyitas

Rogzitsiink tetszdlegesen egy jatékot, és tegyiik fel, hogy adott a teljes jatékfa.

» Ekkor a fa leveleit cimkézziik ‘ﬂ"'—val, ha a levél olyan végallast szemléltet, ahol A nyer, illetve B-vel, ha a
levél olyan végallast szemléltet, ahol B nyer.
o, o e . , Je {AB}
e Cimkézziik szintenként csokkend sorrendben a nem levél cstcsokat is: ha a csucsban

kovetkezik 1épni és van J cimkéjt gyermeke, J cimkét kap, egyébként az ellenfél cimkéjét.
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Mivel a jatékfa véges, végiil a startcstcs is cimkét kap. A teljes indukcid elve alapjan ez a cimke egyértelmil. A
startcsucs cimkéje pedig megmutatja, melyik jatékosnak van nyer6 stratégidja, és magat a nyer6 stratégia(ka)t is
le lehet olvasni a felcimkézett jatékfarol.

3. Minimax algoritmus

Cél: a tamogatott jatékosnak, J -nek, egy adott allasban ,,elég jo” 1épést ajanlani. Az algoritmus szamara at kell
adni

(4, kezdo, v, 0)

e ajaték
- J azon @ 4llasat, ahol 1épni kovetkezik,

hj A=+ R

* az allasok ,,josagat” J szempontjabdl becsld heurisztikat

o ¢és egy mélységi korlat -ot.

3.1. Az algoritmus f6 Iépései

korldt

1. A jatékfa {d“ J } allapotot szemléltetd csticsabdl kiinduld részének eldallitasa mélységig.

2. A részfa leveleiben talalhatd  allasok  josagainak  becslése a  heurisztika  segitségével:

Jjosdg(ng) = hj(b).

3. Szintenként csokkend sorrendben a részfa nem levél csticsai josdgainak szamitasa: ha az n

My, ...

csucs gyermekei

rendre » e akkor

L fllla}{{‘j[flﬂég[nﬂ, ..., Josag(nk)} ha n szinfje paros,
Josag(n) =< o o (3.2)
min{jésag(n,), ..., jésag(nx)} ha n szintje paratlan.

Javaslat: az @ allasbol egy olyan 1épést tegyen meg J , amelyik az Mg cslcs ,,josag” értékével megegyezd
értékl gyermekébe vezet.

1
function Minimax-1épés (A, kezdé, V, O, allapot, korlat, hdJ)
max « —
operator — Nil
5 for all o € O do
if El&6feltétel (Allapot, o) then
uj-&llapot — Alkalmaz(dllapot, o)
Vv « Minimax-Erték (A, kezdé, V, O, tj-allapot, korldt - 1, hJ)
if v 2 max then

10 max « v
operator < o
end if
end if
end for
15 return operator

end function

1
function Minimax-Erték (A, kezdd, V, 0, &llapot, mélység, hJ)
if 4llapot € V or mélység = 0 then
return hJ(4dllapot)
5 else if Jatékos[allapot] = J then
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max « -«
for all o € O do
if El&feltétel (Allapot, o) then
uj-allapot — Alkalmaz(dllapot, o)
10 Vv « Minimax-Erték (A, kezdé, V, O, uj-allapot,mélység - 1, hJ)
if v 2 max then
max « Vv
end if
end if
15 end for
return max
else
min « o
for all o € O do
20 if El&éfeltétel (Allapot, o) then
Uuj-allapot « Alkalmaz(dllapot, o)
Vv « Minimax-Erték (A, kezdé, V, O, uj-allapot,mélység - 1, hJ)
if v £ min then
min « v
25 end if
end if
end for
return min
end if
30 end function

4. Negamax algoritmus

Cél: a tamogatott jatékosnak, J -nek, egy adott allasban ,,elég jo” 1épést ajanlani. Az algoritmus szamara at kell
adni

. ajiték (A, kezdo, V, O)

. J azon @ 4lissat, ahol 1épni kévetkezik,

* az allasok ,,josagat” a soron kovetkez0 jatékos szempontjabol becsld h:A-R heurisztikat

o ¢és egy mélységi korlat -ot.

4.1. Az algoritmus f6 Iépései:

korldt

1. A jatékfa {d“ J } allapotot szemléltetd csticsabdl kiinduld részének eldallitasa mélységig.

. j6sdg(n,) = h(b)

2. A részfa leveleiben talalhato allasok josagainak becslése a heurisztika segitségéve

n

3. Szintenként csokkend sorrendben a részfa nem levél csticsai josagainak szamitasa: ha az ** cstics gyermekei

rendre 21+ +++ T akkor
Josdg(n) = max{ — josdgin,), ..., — josdg(mny)} (3.3)

1

Javaslat: az @ allasbol egy olyan lépést tegyen meg J , amelyik az Mg cstics ,,josag” értékének ~ —-szeresével

megegyez0 értekll gyermekébe vezet.

1
function Negamax-1épés (A, kezdd, V, O, allapot, korlat, h)
max < —o
operator « Nil
5 for all o € O do
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10

15

10

15

if El&feltétel (Allapot, o) then
uj-allapot — Alkalmaz (dllapot, o)
v « -Negamax-Erték (A, kezdd, V, O, tj-allapot, korldt - 1, h)
if v 2 max then
max « VvV
operator < o
end if
end if
end for
return operator
end function

function Negamax-Erték (A, kezdd, V, 0, &llapot, mélység, h)
if 4llapot € V or mélység = 0 then
return h(dllapot)
else
max « —
for all o € O do
if El&éfeltétel (Allapot, o) then
Uuj-allapot « Alkalmaz (édllapot, o)
v « —Negamax-Erték (A, kezdd, V, O, uj-allapot,mélység - 1, h)
if v 2 max then
max « VvV
end if
end if
end for
return max
end if
end function
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Chapter 4. Problémamegoldas
redukcioval

Gyakran eléfordul, hogy egy problémat gy probalunk megoldani, hogy tobb kiilon-kiilon megoldandd
részproblémara bontjuk. Ha a részproblémakat megoldjuk, az eredeti probléma megoldasat is megkapjuk. A
részproblémak megoldasat tovabbi részek megoldasara vezetjiik vissza, egészen addig, amig csupa olyan
problémahoz nem jutunk, amelyeket egyszertiségiiknél fogva mar kdnnyedén meg tudunk oldani. A probléma
megoldasnak ezt a modjat problémaredukcionak nevezzik.

1. Problémaredukcios reprezentacié

» El6szor is le kell irni az eredeti problémat, jeloljiik ezt most P -vel.

* Egy probléma részproblémakra bontasa soran a nyert részek az eredeti problémahoz hasonld, de annal
egyszertibb problémak.

Jeldljiik az igy nyert problémahalmazt P vel. Természetesen P € P

. F problémainak Osszegytjtése soran toreksziink arra, hogy legyenek kozottik olyanok, melyeket meg
tudunk oldani, vagy ismerjiik a megoldasukat. Ezek a problémak az Un. egyszerii probléemdk.

£

Az egyszerl problémak halmazat - -vel jeldljiik.

ECP , hiszen P € E, kiilonben nincs megoldandé feladat.

* Meg kell még adni a problémakat egyszerisito, illetve részekre bontd redukcios operdatorokat. Egy redukcios
operator egy problémahoz azokat a (rész)problémakat rendeli hozza, melyek egyenkénti megoldasaval a

probléma megoldasa is eldall. Jeloljon a redukcios operatorok R véges halmazabol r egy operatort. Ekkor
Dom(r) = {g|ge®P\¢& és r-alkalmazasanak-eltfeltétele(q)}

és (4.1)
Rng(r) = {r(q)={4q: .... dmw} | @ € Dom(r) és q, ..., Q@ € P}
P

Tehat egy redukcids operator egy-egy problémahoz P

hatvanyhalmazanak valamely részhalmaza.

egy-egy részhalmazat rendeli, igy értékkészlete

Definicio:

Legyen P egy probléma. Azt mondjuk, hogy a P problémat problémaredukcios reprezentacioval irtuk le, ha

(P, p, &, R)

megadtuk a négyest, azaz

pEP

* a megoldando problémat,
caF # @ halmazt, a P problémahoz hasonld problémak halmazat,

* az egyszerl problémak Ecr halmazat és

* aredukcids operatorok R=0 véges halmazat.
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Jelolése: {?’ P & R}.

Definicio:

Legyen a P probléma a {:p“ P, &, R} reprezentacioval leirva és legyenek

Q= 1Py, P2 - Dy - Pn} C P (4.2)
Q' ={py P2 . Pi_1 A1 Qs s Qs Pisgs o0 Prp © P (4.3)

egy-egy problémahalmaz (” =1l m= 1). Azt mondjuk, hogy a Q problémahalmaz egy lépésben vagy

kozvetleniil redukalhato a Q problémahalmazza, ha van olyan rex redukcidés operator, melyre
p; € Dom(r) &
rl:pf] = {E.IT'_.' CIzz LR q‘m} (44)

Ennek jelolése: Q € Q , illetve ha fontos, hogy az T redukciés operator segitségével allitottul el Q.
pola @'t akkor & L Q

Definicio:

Legyen a p probléma reprezentacioja {?“ P, &, ﬂ}, és Q Q' C P A Q-b(')l a Q redukdlhato, ha van
P, .. Pk €P (k=2)

olyan

P,=0Q, P, =0 (4.5)

véges problémahalmaz-sorozat, hogy

- # 1
és P € Py minden l=i=sk-1 esetén. Jelolése: Q « Q )
Definicio:

Nyilvanvalo, hogy ha Py € Piyy minden l=i=sk-1

T1r 720 oo The—1 redukcids operatorsorozat, hogy

esetén, akkor wvan olyan

P,—' 'q.":- Pf+1{1i:i=_:k_1]

. llyenkor azt

s

mondjuk, hogy a Q problémahalmazt a Q problémahalmazza az T1 720 oo Th=1 pedukeios

- 1
q:-"l:---s-"k—l Q .

operatorsorozat segitségével redukaltuk. Jelolve:
Definicio:

P,op £ R)

Legyen a P probléma problémaredukcids reprezentacioja { AP probléma megoldhaté ebben a

reprezentacioban, ha '{,U} csupa egyszeri problémabol all6 problémahalmazza redukalhato, azaz

{p} <, ., QCE (4.6)

Ekkoraz T 1+ ="+ i redukcids operatorsorozatot tekinthetjiik a probléma megoldasanak.

A feladatunk lehet
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Problémamegoldas redukcidval

« annak eldontése, hogy megoldhaté-e a probléma az adott problémaredukcids reprezentacioban,
* egy (esetleg az Osszes) megoldas eldallitasa,

 valamilyen mindsités alapjan jo megoldas eldallitasa (a megoldasok kozott kiilonbséget tehetiink, pl. a
megoldas koltsége alapjan).

kéltség(r, g) = 0 az

Jeldlje " redukcios operdtor 9 problémara valé alkalmazasanak a koltségét, és ha

-
qe E, akkor clg)=0 pedig a q egyszerli probléma kozvetlen megoldasanak koltségét.
Definicio:

A {:P-' B 'EJ R}

koltsége, ha

problémaredukcios reprezentacioban Q[CI} adEPF probléma megoldasanak minimalis

-

clq) ha q € &,

a(q) =+ w0 ha g¢ & de —-3rireXRaqgeDomir)), 7

min{kéltség(r, g)+ > glq;)} egyébként.

g;Eriq)

A részproblémak parhuzamos megoldasa esetén lehetdségiink van a legrovidebb id6 alatt eldallithatd megoldas

kdltseg(r

megkeresésére. Ekkor ! L']’jl az T redukcios operdtor d problémara vald \textbf{alkalmazasanak

a végrehajtasi idejét}, EI'[ q) pedig a q egyszerl probléma kozvetlen megoldasanak idejét jelenti.

Definicié:
A {?“ P, & R} problémaredukcids reprezentacidban t(q} ad€P probléma megoldasanak minimdlis
ideje, ha
[ c(q) ha q € ¢,
tHgq) = < o0 ha g€ & de —3r(re R aqge Domir)), (4.8)

min{koéltség(r, q) + max t(q;)} egvébként.

qerig)

2. Példak problémaredukcios reprezentacidra

2.1. Hanoi tornyai

A legenda szerint egy szerzetesek lakta tavol-keleti kolostor udvaran all harom rad, amelyeken 64 kiilonb6zo
atmérdjl aranykorong talalhat6. Eredetileg mind a 64 korong egyetlen rudra volt rarakva ugy, hogy minden
korong alatt egy nala nagyobb volt. A szerzeteseknek az a feladatuk, hogy a korongokat helyezzék at az elsd
radrol a harmadik rudra, egyszerre mindig csak egyet mozgatva ugy, hogy sohase rakjanak nagyobb korongot
kisebbre. Amint mind a 64 korongot atpakoljak a harmadik rudra, eljon majd a vilagvége.

A legenda szerint a szerzetesek a munka elvégzésével a legid6sebb tarsukat biztdk meg. Sokat torte a fejét,
gondolkodott, meditalt, majd hirtelen vilagossag toltotte el: a feladatot hdrom 1épésben meg tudja oldani!

1. 1épés: At kell vinni az els6 radon 1év6 felsé 63 korongbol 4llo tornyot a méasodik ridra.
2. 1épés: At kell vinni az els6 radon 1évé utolso, legnagyobb korongot a harmadik ridra.

3. 1épés: At kell vinni a masodik radon 1évé 63 korongbol 4ll6 tornyot a harmadik radra.
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A szerzetes masnap kiszdgezte a templom kapujara az algoritmus leirasat:

Modszer és ut arra vonatkozoan hogy hogyan vigyiink at egy n korongbol allo tornyot az X ridrél az Y-ra a
Z felhaszndldsaval:

1. Abban az esetben, ha a torony egynél t6bb korongbdl dll, bizd meg a legoregebb tanitvanyodat, hogy a

szoban forgo torony felsé n—1 korongjat vigye dat az X ridrél a £ -re, mikézben az ¥ -t hasznalhatja.

2. Vidd at magad az X ridon maradt egyetlen korongot az Vora.

3. Abban az esetben, ha a torony egynél tébb korongbol allt, bizd meg a legdregebb tanitvanyodat, hogy a

z

szoban forgo torony felso n—1 korongjat vigye at a = rudrol az NV._ra, mikézben az *-t hasznalhatja.

A legenda szerint tehat a hanoi szerzetesek problémaredukcioval probaltak megoldani az el6ttiik allo feladatot.

Adjuk meg most az elképzelésiiknek megfeleld reprezentacidt a modositott feladatra. A megoldando P feladat

tehat: mindharom az A radon levé korong atvitele a C rudra (B felhasznalasaval). Ezt jelolhetjiik a
kovetkezOképpen:
p=1(3; A-=C) (4.9)

A megoldando feladathoz hasonl6 feladatok a kovetkezdk: az X rudon levé felsd valahany korong atvitele a y

radra (< felhasznalasaval):

P={(n; x=y)|ln=1,x ye{A B, C}, x=y} (4.10)

Ezek koziil egyszertien megoldhatok, ha a felsé korongot kell athelyezni az X rudrol egy olyan radra, amelyiken
nincs ennél kisebb atmérdji: s Minden nem egyszerii problémat harom, az eredetinél egyszerlibb részre
bonthatunk:

3. A problémaredukcios reprezentaciot szemlélteto
graf

Legyen a P probléma a l:?“ P €, FR}

Un. ES/VAGY grdfot hataroz meg.

reprezentacioval megadva. Ez a reprezentacio is egy iranyitott grafot,

- AF ,QEP

problémahalmaz elemei (a problémak) a graf csucsai. Vezessiik be a probléma altal definialt

csucsra az Mg jelolést. Ekkor a graf csticsainak halmaza

N={n,| qger}. (4.11)

* A graf csucsai koziil kitiintetett szerepet jatszanak a P problémat szemléltet6 Un. startesics (jele: p vagy
%)

 ¢&s az egyszerl problémakat szemléltetd terminalis csiuicsoki. A terminalis csucsok halmaza tehat:

T=1In,|eetl. (4.12)
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-EydEF S

éltetd csucsbol irdnyii ' €r roblémakat
nql’ e nam 4 '{q} < {CI'_» Clgz way qh“]}' P

szemléltetd csucsokba, amikor . Ezek az élek
Osszetartozonak tekinthetk: egy ES élkoteget vagy hiperélt alkotnak. A graf hiperéleinek halmaza tehat a
kovetkezo:

) T 2
Azt mondjuk, hogy az (N, s, T, E) iranyitott ES/VAGY graf a p probléma (7, p, & R)

Lemma
(N, s T, E) (P, p, £, R}

{ay < {4y Q2 - dm}

Legyen a P probléma

reprezentacios grafja. Pontosan akkor all fenn a relacio, ha a

reprezentacios grafban van az Ng csicsabol induld olyan hiperat, melynek levelei éppen az
{nqlr Mags wor Nap csucsok.

Bizonyitdas

{ay <" {ay, Q2 - dm}

1. Tegyiik fel, hogy . Ez a redukalhatésag definicid miatt azt jelenti,

hogy 1étezik olyan Py Py P €7 (kz2) (véges) problémahalmaz-sorozat gy, hogy
Py={a}, Pu=141 Q2 - Qn} (4.13)
és

P, € Pj, (4.14)
minden 1 ST=K — 1 oooen

P

i+ 1. ben mar részekre

l=is=k-1,F

¢ Tehat minden i valamelyik probléméaja, mondjuk pi-f

van bontva, azaz van olyan redukcids operator, amelyik Pij -t épp ezekre a részproblémakra bontja, igy a

D

reprezentacios grafban a i -t szemléltetd csticsbol ES élkoteg indul a részproblémékat szemléltetd

csucsokba.

* Tovabba Pij Piy 1-ben mar nem szerepel, tehat Gjabb hiperél mar nem indul beldle.

k

Azaz a reprezentacios grafunkban egy ™ T 1 hiperélbél allo sorozatunk van, melyben az els6 hiperél a d .t

7

szemléltetd Mg csucsbol indul, minden kovetkezd hiperél kezddcsticsa valamely el6z6 hiperél végcesticsa, €s
minden csucsbol legfeljebb egy hiperél indul. Tehat a szemléltetd részgraf egy hiperut.

Tovabba a sorozat utols6 halmazanak, P;{ -nak a problémai azok, amiket nem bontottunk tovabb, tehat az
ezeket szemléltetd csucsok a a hiperut levelei.
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2. Most tegyiik fel azt, hogy a reprezentacios graf Mg cslcsabol ind
{]'T]_, {ﬁ'_l, M1z, cues ]'T]_ml}j,

{”2.-' {7’?21; ”2.3; nany ”2?‘?‘.‘2}]:

{ngys Nags s Ngpy (7, {nm: M2, «ees Hkm;{}]

csucsok. Ez azt jelenti, hogy van olyan
hiperélsorozat a reprezentacios grafban, hogy

ng =nmny, (4.15)
tovabbé

Yiv (1 =i, j=k)a(i=j) D (n=n)) (4.16)
és

Vil(l<i=k)23j{i=j=k)n(n € {nj, np, ... n_,.-mj]-]}. (4.17)

A sorozat minden (e, {1, Nz, oy nfm:'}]

az n; altal szepléltetett problémat bontja a redukcids operator az

hiperéle egy redukcios operatoralkalmazast szemléltet:

i1, Mz vees Mim; . .
{ 1 < ”-} csucsok altal

szemléltetett problémakka. Tehat a hiperélsorozat egy redukcids operatorsorozat, mely elsé operatorat d -ra
alkalmaztuk, az 6sszes tobbit pedig, valamely megel6z6 operator eredményeképpen eldallt problémara.

Tetel

N,s T, E) (P, p, £ R}

Legyen ( a P probléma

reprezentacios grafja. Pontosan akkor oldhaté meg p, ha van a reprezentacios grafban a startcsiicsbol induld
olyan hiperut, melynek levelei terminalis csticsok.

4. Problémaredukcioval reprezentalt feladatok
megoldaskeres modszerei

4.1. Visszalépéses megoldaskeresés ES/VAGY fak esetén

Pap:Ezﬂ}

Legyen { aP probléma problémaredukcids reprezentacioja. Egy visszalépéses megoldaskeresd

e adatbazisa a reprezenticios graf egy a startcsucsbdl induld hiperttjat tartalmazza. Ezt az utat aktuadlis

hiperutnak nevezziik. Az adatbazis az aktualis hiperat csticsait és e csucsokbol kiinduld bizonyos hiperéleket
(explicit vagy implicit modon) nyilvantartd csomopontokbdl épiil fel.

A keresés megkezdésekor az adatbazis egyetlen egy - a P kezdOproblémat tartalmazod - csomdpontbol all.
Egy csomopont az alabbi informacidkat tartalmazza:

* egy qer problémat;

e arra a csomopontra mutatét, mely a sziilé6 problémat (azt a problémat, melyre redukcios operatort

alkalmazva el8allt d ) tartalmazza;
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e 4 eiss részproblémajat ( 4 elss BS gyermekét) nyilvantarté csomopontra mutatot;
. q sziil6jének d -t kovetd részproblémajat ( 9 kovetkezd ES testvérét) nyilvantartd csomopontra mutatot;
* azt a redukcios operatort, mellyet d -ra aktualisan alkalmaztunk;

« 4 -ra a keresés soran mar alkalmazott (vagy még alkalmazhato) redukcids operatorok halmazat.

* A visszalépéses megoldaskeresk miiveleteit egyrészt a redukcids operatorokbol szarmaztatjuk, tovabba
alkalmazhatjuk a visszalépést.

- ¥
. AT E R redukcids operatorbol nyert miivelet

+ alkalmazasi eldfeltétele: a kivalasztott levél csomopontban talalhatd problémara alkalmazhato ]'*’ de még
sikerteleniil nem alkalmaztuk ra.

* hatésa:

+ A visszalépés
« alkalmazasi el6feltétele: van csomdpont az adatbazisban.
* hatésa:

« Az induld adatbazis 1étrehozasa utan kezdi el a vezérl6 a keresést.

* Ha elfogytak a csomopontok az adatbazisbol  az adott reprezentacioban nincs megoldas.
+ Ha van nem egyszerli problémat tartalmazo levélcsomoépont az adatbazisban, akkor a vezérld valaszt egyet.

* A kivalasztott problémara valaszt egy még sikerteleniil ki nem probalt redukcids operatort, és
alkalmazza.

* Ha ilyen nincs, visszalép.

* Ha a hipertit minden levél csomopontja egyszerii problémat tartalmaz ~ eldallt egy megoldas.

4.2. Keres6faval megoldaskeresés ES/VAGY fak esetén

Legyen {T“ P, &, R}a p probléma problémaredukcios reprezentacioja. A reprezentacios grafot alakitsuk at
olyan ES/VAGY graffa, melyben minden csucsbol vagy csak VAGY élek, vagy csak egy ES élkoteg indul ki.
Keres6faval megoldast keresés esetén az

* adatbazis a reprezentacios graf startcsucsbol induld felderitett hiperutjai. Az adatbazis a hiperutak csucsait €s
e csucsokbol kiinduld hiperéleket (explicit vagy implicit moédon) nyilvantarté csomédpontokbodl épiil fel. A

keresés megkezdésekor az adatbazis egyetlen egy - a P kezdOproblémat tartalmazo - csomopontbol all. Egy
csomopont az alabbi informaciokat tartalmazza:

o egy qePr problémat;

- had vagYy gyermek:

* aszililé csomopontra mutatot;
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* azt a redukcids operatort, mellyel d redukaljuk;
« 9 Kovetkezé VAGY testvérét tartalmazo cstcsra mutatot;
- q I8 ES gyermekét nyilvantarté csomdpontra mutatot;

- had £s gyermek

* asziil6 csomopontra mutatot;
o 4 Kovetkezd ES testvérét nyilvantarté csomdépontra mutatot;

- d els3 VAGY gyermekét nyilvantarté csomdpontra mutatot;
« cimkét: megoldott / megoldhatatlan / folyamatban
* miivelete a kiterjesztés: a keres6fat annak egy folyamatban cimkéjii levélcsomdpontjan keresztiil kiboviti.
« alkalmazasi el6feltétele: a keres6faban van folyamatban cimkéjii levélcsomopont.
* hatésa:

 alkalmazzuk az Osszes alkalmazhatd redukcidos operatort a folyamatban cimkéjii levélcsomopont
problémajara,

* az el6allo problémakat 0j csomopontokként felfiizziik a keres6faba megfelelé cimkékkel:
» megoldott, ha az el6allt probléma egyszerti;
« folyamatban, ha az eléallt probléma nem egyszerti,

» modositjuk a keres6fa cstcsainak cimkéit.

» Ha a gy6kér csomopont cimkéje megoldott, elallt az adatbazisban egy megoldas.
» Ha a gyokér csomdpont cimkéje megoldhatatlan, nincs a reprezentacié mellett a problémanak megoldasa.

* Ha a gyokér csomdpont cimkéje folyamatban, a vezérlé megmondja, hogy melyik folyamatban cimkéjt
levélcsomopont legyen a kovetkezo 1€épésben kiterjesztve.
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Colophon

A tananyag a TAMOP-4.1.2-08/1/A-2009-0046 szamu Kelet-magyarorszagi Informatika Tananyag Térhaz
projekt keretében késziilt. A tananyagfejlesztés az Eurdpai Unid tdmogatasaval és az Eurdpai Szocialis Alap
tarsfinanszirozasaval valosult meg.

[ : .
— MAGYARORSZAG MEGUJUL
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