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PTE PMMK ABRAZOLO GEOMETRIA Gorbe feliiletek, forgastestek.

1.5.7. GORBE FELULETEK. FORGASTESTEK

A gorbe feliileteket is elsdsorban meghatarozd adataik vetiileteivel abrazoljuk. A
meghatarozo adatok mellett abrazoljuk a feliilet cstcsait, €leit és minden esetben a feliilet
képét hatarold vonalat, a feliilet vetiiletének korvonalat, més szoval képhatarat.

Ha egy tetszés szerinti sikidomot valamilyen sikbeli vonal hatarol, ez a vonal lehet
gorbe vonal (kor), lehet egyenes szakaszok Osszessége (sokszdg), de lehet egyenes szakaszok
¢s gorbe ivek egyiittese (korcikk), képhatarnak nevezzik. A korvonal pontokat a képsikra
merdleges vetitd egyenesek jeldlik ki a képsik feliiletén.

1. EGYENESVONALU FELULETEK:

A gorbe feliileteket igen sokféle szempont szerint osztalyozhatjuk. Az osztalyozas alapja
lehet a leir6gorbe alakja, vagy a mozgas milyensége.

Az egyenesvonalu feliiletek, melyeket egyenes ir le, az alak szerinti osztadlyozas nagy
csoportjat képezik. Az egyenesvonalu feliiletek barmely pontjan at legalabb egy feliileti
egyenes fektethetd, ezek az egyenesek a feliilet alkotoi.

Az egyenesvonalu feliilet sikba terithetd, ha ugyanazon alkotdjanak mas-mas pontjdhoz
a feliilet ugyanazon érintdsikja tartozik. Ellenkezd esetben az egyenesvonalu feliilet torz
feliilet.

Az egyenesvonalu feliiletek koziil csak a kup-, és a henger feliiletekkel foglalkozunk.

I/I. KUPFELULETEK

Ha egy félegyenes kezddpontjat rogzitjiik, és a félegyenest olyan tetszdleges sikgorbe
mentén mozgatjuk, melynek sikja a félegyenes kezdépontjara nem illeszkedik, végtelen
kupfeliiletet kapunk. Ha ezt a sikgorbe sikjaval elmetsziik, akkor kupfeliiletet kapunk. A
sikgorbe a kup vezérgorbéje, az altala hatarolt sikidom a kup vezérgorbéje, az altala hatarolt
sikidom a ktip alapja. A félegyenes kezddpontja a kup csucspontja. A feliilet félegyeneseinek
a csucspont ¢s a vezérgdrbe koz¢ esd szakaszai a kap alkotoi.

Ha a kupfelillet vezérgorbéje kor, kérkupot kapunk. A vezérgorbe sikjanak
kozéppontjaba emelt merdleges a kup csucspontjan megy at, egyenes korkuaprol beszeliink.
Egyenes korkuap forgatassal is szarmaztathato, részletese a forgaskup targyalasanal.

Ha a vezérgorbe kor, de a kup csucspontja és a kor kozéppontjat 6sszekotd kozépvonal
nincs rajta a kor kozéppontjaban a sikjara allitott merdleges egyenesen, €s nincs benne a kor
sikjdban, ferde korkuprol beszélink. A ferde korkap nem forgasfeliilet (forgatassal nem
allithato eld), hanem vonalfeliilet.

a.) Egyenes korkup feliiletén fekvo pont, érintosik és normalis abrazoldsa

a/1. Kupfeliileten fekvé pont.

Ha kupfeliileten fekvé pontot akarunk &brazolni, csak az egyik képét vehetjiik fel
szabadon.
PL: A kip P pontjanak masodik képét vettiik fel. Megrajzoljuk a kip palyagdrbéjének
masodik képét, ez a t” tengelyre merdleges egyenes szakasz. A palyagorbe elsé képe kor,
sugarat a masodik képen mérhetjiik le. Megrajzoljuk a kor elsé képét és a P pontot rendezdvel
kijeloljiik rajta. A kor els6 képét a rendezd két pontban metszi, tehat a kipnak két olyan
pontja van, amelynek masodik képe az adott P” pont. Az egyik a kip felénk es6 oldalan a
masik a kap hatso6 oldalan van.

a/2. Kupfeliilethez érintosik szerkesztése.
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Szerkessziink a kuphoz az adott P pontban érintdsikot. Az érintdsikot a P ponton athalado
leir6gorbe érintdje és a P pont palyagorbéjének érintdje hatarozza meg. A P ponton dtmend
leir6gorbe egyenes, az egyenes €rintdje Onmagéanak. Tehat az érintdsik egyik egyenese a
kipnak a P ponton atmend alkotdja. Az érintdsikot meghatdrozé6 masik egyenes a P pont
palyagorbéjének P pontbeli érintdje. A kup P ponthoz tartozé érintdsikja a P ponton athaladé
alkotd mentén végig érinti a kipot. A kipot minden érintdsikja egy alkoté6 mentén érinti. Az
abran megrajzoltuk a P ponthoz tartozo feliileti merdlegest, illetve a sik normalisat is.

a/3. Kupfeliilet és egyenes metszéspontjainak szerkesztése:

A szerkesztéshez olyan segédsikot hasznalunk, amely atmegy az egyenesen és a kup
csucspontjara is illeszkedik. Ez a sik a feliiletet két alkotoban metszi, melyeknek az

egyenessel kozos pontjai a keresett doféspontok. A feladat elvi megolddsa a gualénal
bemutatott feladathoz hasonl6an torténik.
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b.) Ferde korkup feliiletén fekvo pont szerkesztése:
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b/l. Ferde kérkup alapjaval pdrhuzamos sikkal (vetitosikkal) valo metszetének

szerkesztése.
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1/2. HENGERFELULETEK

Ha egy egyenest ugy mozgatunk egy tetszéleges sikgdrbe mentén, hogy mozgas
kozben mindig parhuzamos legyen egy, a sikgdrbe sikjdval nem parhuzamos egyenessel,
végtelen hengerfeliiletet kapunk. Ezt a végtelen hengerfeliiletet elmetszve két olyan
parhuzamos sikkal mely a sikgorbe sikjaval parhuzamos, hengerfeliiletet kapunk.

A sikgorbe a henger vezérgirbéje. A parhuzamos sikokban 1évé lapok a henger
alaplapjai. A két parhuzamos sik koz¢ esé hengerfeliilet a henger paldstja, a palast egyenesei
a henger alkotoi, melyek egymassal parhuzamosak.

Ha a vezérgorbe kor ¢és ennek a gorbének a sikjara merdlegesek az alkotdk egyenes
korhengerrél beszélink. A korhenger is szarmaztathatd forgatissal, részletesen ott
ismertetjiik.
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Ferde korhengerrél akkor beszéliink, ha a vezérgorbe sikjara az alkotok nem
merdlegesek. A vezérkor sikjaval parhuzamos sikok azonos sugaru koroket metszenek ki a
henger palastjabol.

a.) Egyenes korhenger feliiletén fekvo pont, érintosik és normalis dabrazoldsa
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Ha a ferde korhengert az alapjaval parhuzamos sikkal metsziik el, kor lesz a sikmetszet.

Ha a ferde korhengert az alkotokra merdleges sikkal metsziik el, ellipszis lesz a
sikmetszet.
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2. FORGASFELULETEK ABRAZOLASA METSZESUK SIKKAL ES
EGYENESSEL

A leirogérbe mozgéasanak milyensége alapjan osztalyozott feliiletek koziil a leird gorbe
tengely koriili forgatasaval eldallitott feliiletek a forgdsfeliiletek. Ezen feliiletek koziil csak a
forgaskup-, forgashenger-,és gombfeliilettel foglalkozunk.

Ha egy tengely koriil egy egyenest vagy egy gorbe vonalat forgatunk, forgdsfeliilet
keletkezik. A forgatott gorbét a feliilet leirogorbéjének nevezziik. A leir6gorbe minden pontja
forgatas kozben a forgastengelyre merdleges sikban fekvd kort ir le. Ezek a kordk az egyes
pontok palyagorbéi. A sikok egymassal parhuzamosak (mert sikjuk merdleges a tengelyre),
ezért ezeket a koroket a feliilet parhuzamos koreinek is nevezzik. Tehat a pontok
palyagorbéi paralelkorok, és kozéppontjuk egy forgastengelyen sorakoznak.

A feliilet leirogorbéje akarmilyen térbeli gorbe lehet. Ha a forgasfeliiletet egy, a tengelyét
is tartalmazo6 sikkal elmetsziik, ez a sik, a feliiletet egy sikgoérbében metszi, amelyet a tengely
koriil forgatva, ugyanazt a feliiletet kapjuk. A gorbe felillet kétméretli (két dimenzios)
pontalakzat.

Azt a sikot, amelyet a forgastengelyen at fektetiink, kitlintetett sikként ,,meridiansiknak”,
azt a leirogdrbét mely a feliiletet metszi ,,meridiangorbének” nevezziik.

A forgasfeliilet valamely pontjdhoz tartozo érintdsikot a ponton atmend meridiangdrbe és
a paralelkorhoz szerkesztett érintd hatarozza meg. (lasd Egyenesvonalu feliiletek)

Eszerint minden forgasfeliilet elioallithato a feliilet tengelyét tartalmazo sikban fekvo
leirogorbe forgatdsaval.

Ha a feliilet tengelyét els¢ képsikra merdlegesen, és a tengelyét tartalmazd sikot a
masodik képsikkal parhuzamosan vessziik fel, akkor ebben a sikban (II. ks.-ban) fekvd
leirogdrbe masodik képe eredeti alakban latszik.

Vegyiink fel ezen a gérbén egy tetszoleges P pontot. Forgas kdzben a P pont a t tengelyre
merdleges sikban egy olyan kort ir le, melynek sugara a P pont és a t tengely tavolsagéaval
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egyenlé. Ez a kor az I. ks.-kal parhuzamos sikban van, feliilnézte kor. A P pont ennek a
kornek a ,,sz¢€1s6 pontja”, igy a II. ks.-ra vetitd e egyenes a kort érinti, igy a feliiletet is érinti.
A 1II. ks.-ra merbleges vetitd egyenes P érintési pontja a feliilet II. ks.-hoz tartozé
korvonalanak egy pontja, a P” a feliilet masodik képhataran van. Ez az adott gorbe vonal
minden pontjara igaz, az adott gorbe valoban a feliilet masodik képhatara, vagy masképpen
konttrja.

A gorbe feliilet valamely P pontjan atmend Osszes feliileti gorbe (pl: g; és g2) P pontbeli
érintdi érintik a feliiletet is, és egyetlen sikra illeszkednek. Ez a sikfeliilet a P ponthoz tartozo
érintosikja, melyet az érint6k koziil barmely ketté meghataroz.

Forgésfeliilet érintdsikjat legegyszeriibben ugy szerkeszthetjiik meg, hogy a kivalasztott
pontban nem két tetszés szerinti feliileti gorbét vesziink fel, hanem a ponton atmend
leir6gorbéjével és a ponthoz tartozo palyagorbéjével hatdrozzuk meg az érintdsikot.

A P érintési pontban sikra emelt merdleges a gorbe feliilet normalisa, vagy masképpen a P
pont feliileti merdlegesének is nevezziik.

9':
-

Gorbe feliilet sikmetszete altalaban gorbe vonal. A sikmetszetgdrbe pontjai a feliiletnek és
a metszdsiknak kozds pontjai. A sikmetszet pontjait segédsikok alkalmazasaval szerkesztjiik
meg. A segédsikot célszerlien tigy valasztjuk meg, hogy a feliiletet egyszeriien szerkeszthetd
vonalban metsze. Ilyenek a forgastengelyre merdleges segédsikok, mert ezek a feliiletet
paralelkérokben metszik.

Ez a szerkesztési eljaras a ,,szeletelo modszer”.

Ezzel a szerkesztési eljarassal a ferde korkap ¢és a ferde korhenger sikmetszete is
megszerkeszthetd. Ugyanis a vezérkor sikjaval parhuzamos segédsikok mindkét feliiletbdl
koroket metsz ki, melyek a metszetgorbe szerkesztését konnyen elvégezhetove teszi.

2/1. FORGASKUP (EGYENES KORKUP)

A forgaskupot egy a forgastengelyt metszd, r4 nem merdleges egyenes irja le, tehat leird
vonala egyenes. A forgaskip minden alkotoja a tengellyel ugyanazt a szoget zarja be, ez a
szog a kup félnyildsa. Az alkotoknak az alapsikkal bezart szogét a kuap dolésszogének
nevezzilk, €és ez a sz0g a felnyilas potszogével megegyezo.

a.) A kup metszetgorbéi:
A forgaskap sikmetszeteit a metszdsiknak a forgaskap alkotoihoz, vagy tengelyéhez
viszonyitott helyzete szerint hatdrozzuk meg.
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AM!
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a/a.) a/b.) a/c.) a/d.)

a/a.) Ha a metszOsik a kup minden alkotdjat metszi, és ez a sik merdleges a
forgéastengelyre, a sikmetszet kor.

a/b.) Ha a metszdsik a kip minden alkotojat metszi, de a forgastengelyre nem merdleges,
¢s a kup félnyilds szo6génél nagyobb a metszOsik és a forgastengely szoge, a
sikmetszet ellipszis.

a/c.) Ha a metszOsik a kap egyetlenegy alkotdjaval parhuzamos, a metszOsik és a
forgastengely altal bezart szog egyenld a kup félnyilas szogével, a sikmetszet
parabola.

a/d.) Ha a metszdsik a kip két alkotdjaval parhuzamos, ilyen a kiip csticspontjan dtmend
metszdsik is. Ebben az esetben a metszdsik és a forgastengely szoge a kap félnyilas
szogénél kisebb, a sikmetszet hiperbola.

A kup metszetgorbéit (kor, ellipszis, parabola, hiperbola) kupszeleteknek is nevezzik,

tulajdonsédgaikat a sikmértani tanulmanyok alapjan ismertek.

b.) A korkup sikmetszetének szerkesztése
b/1.) Ha a metszosik vetito helyzetii

A
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b/2.) Ha a metszosik altalanos helyzetii:

- Uj képsik felvétele ugy, hogy a metsz6sik vetitéhelyzetii legyen (IV. ks.).

- A metszetgorbének a feliilet képhataran fekvd pontjainak megszerkesztése (a
metszOsik és a feliilet kozos szimmetriasikjaban fekvé pontok, a metszetgorbe
kiilonleges pontjainak a megszerkesztése).

- A szeleteld modszer alkalmazasaval a sikmetszet megszerkesztése 1. és II. ks.-
ban.

c.) A korkup és egyenes doféspontjanak szerkesztése

A szerkesztéshez olyan segédsikot alkalmazunk, mely illeszkedik az adott egyenesre
¢s a kup csticsara (lasd gulanal!). Ez a segédsik alkotokat metsz ki a kipbol. Az adott egyenes
¢s a kimetszett alkotok metszéspontjai a keresett doféspontok. Ha a segédsik nem metszi a
kupot, az egyenes sem dofi a kupot. Ha érinti, akkor az egyenes a kip érintdje. (lasd el6zd
részben: Egyenesvonalu feliiletek)

2/2. FORGASHENGER (EGYENES KORHENGER)

A forgashengert egy, a forgastengellyel parhuzamos egyenes irja le, azaz a leirogorbe
vonala a forgéstengellyel parhuzamos. Ha a forgastengely valamelyik képsikra merdleges, a
forgashenger abrazoldsa ebben az esetben a legegyszerlibb, mert az alkotdok elsd
vetitésugarak, a henger pedig vetitOhenger. A henger tengelyiranyu vetiiletén a palast kornek
latszik, igy a palaston fekvé minden pont és vonal tengelyiranyu vetiilete rajta van ezen a
koron. Hianyzo masik képe szerkeszthetd rendezdvel, vagy vetitdsik segitségével. Tehat
ebben az esetben a feliilleti pontok &brazoldsa, doféspontok szerkesztése, valamint a
sikmetszetek meghatarozasa egyszertivé valik.
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Gorbe feliiletek, forgastestek.

a.) Vetitohelyzetii henger sikmetszete
I. ks-ra merdleges egyenes henger

b.) Altaldnos helyzetii henger sikmetszete

A szerkesztési modszerek a kupnal ismertetett eljardsok a forgashengerre is
alkalmazhatok.
c.) Henger és dltalanos egyenes doféspontjanak szerkesztése
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2/3. GOMB:

Ha felvesziink egy forgastengelyt tartalmazé sikot és ebben a sikban egy olyan kort,
amelynek kdzéppontja a forgastengelyen van, és a kort a tengely koriil forgatjuk gombot ir le.
A gdmb leir6gorbéje olyan kor, melynek sikja és kdzéppontja a forgastengelyre illeszkedik.

A gdmbdét a sik korben metszi. A gdmb kdzéppontjan atmend metszosik a gdmbot
fokorben metszi, melynek sugara és kdzéppontja a gomb sugardval és kozéppontjaval azonos.
A gomb kontarja, korvonala fokor, melynek sikja a képsikkal parhuzamos, a fokorrel azonos
sugaru.

a.) Gomb sikmetszete, ha a metszosik vetitohelyzetii
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Ebben az esetben egyszeri a

szerkesztés. A  kimetszett kor vetiilete

egyenes szakasz, masik vetiilete ellipszis. (

lasd: kor vetiileteinél !) Az ellipszis

nagytengelye a  vetitbsugaron  van,

kistengelyének végpontjait

rendezOvonalakkal tudjuk kijelolni. Az

ellipszis képkontlrra esé pontjai a metszdsik
¢s a képsikkal parhuzamos sika fokor
metszéspontjai. Az ellipszis tobbi pontjait
szeleteléssel szerkesztjiik meg.

b.) Gomb sikmetszete, ha a metszosik altalanos helyzetii
Ebben az esetben a metszésikot eldszor vetitdsikka transzformaljuk, a szerkesztés
tovabbi menete megegyezik az eldzében leirtakkal.

c.) Gomb és altalanos helyzetii egyenes doféspontja

Legegyszeriibb a szerkesztés, ha az
egyenes képsikkal parhuzamos, azaz
foegyenes. A keresett doféspontok az
egyenesen atfektetett foallasu sik altal a
gdmbbdl  kimetszett kornek és  az
egyenesnek a kdzos pontjai. Ha az egyenes
altalanos helyzetli, akkor fGegyenessé
transzformaljuk az adott egyenest, innen a
szerkesztés megegyezik az el6zdben
leirtakkal.

3. GORBE FELULETEK ATHATASA:

Készitette: Schmidtné Szondi Gyorgyi
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Két gorbe feliilet kozds pontjai a két feliilet athatasi gorbéje. Az athatdsi gorbék
altalaban bonyolult térgdrbék. A szerkesztés a gorbék jellegzetes (kontar, szimmetria sikba
esd, Onmagat metszd), illetve néhany 4ltaldnos pontjdnak , esetleg érintdjének
meghatdrozasara terjed ki, a gorbe vetiiletei ezen pontok alapjan egyértelmiien
megrajzolhatok.

Az athatasban résztvevd feliileteket olyan segédsikokkal szeleteljiikk, amelyek a
feliileteket egyszerti gorbékben metszik, lehetdleg alkotokban vagy parhuzamos kérokben.

Egy-egy segédfeliileten fekvd metszetvonalak kozos pontjai mindkét feliiletre
illeszkednek, igy az athatéasi gorbe pontjai.

A gyakorlatban forgéstestek, forgasfeliiletek athatdsaival talalkozunk.

Az athatds két alapesete, ha az egyik forgasfeliilet minden alkotdja athalad, azaz
atfurja a masik feliiletet, akkor két kiilonallo gorbét kapunk. A masik eset, ha az egyik feliilet
alkotoinak csak egy része halad at a masik feliileten, akkor csak egy térgorbe az athatési
vonal, ebben az esetben az athatast bemetszésnek nevezziik.

Két forgasfeliilet athatdsanak szerkesztésekor négy esetet kiillonboztetiink meg a
forgastengelyek egyméshoz viszonyitott kolcsonds helyzete szerint.

a.) A forgastengelyek egybeesnek.
b.) A forgastengelyek parhuzamosak.
c.) A forgastengelyek kitérdek.

d.) A forgéstengelyek metszddnek.

Ez azért fontos, mert a forgdstengelyek helyzete szerint vélasztjuk meg a
szerkesztéshez alkalmas segédsikot.

a.) A forgdstengelyek egybeesnek

Ha a forgastengelyek egybeesnek a teljes athatdsi vonal annyi kozds paralelbdl all,
ahany pontban metszik egymast.

b.) A forgastengelyek parhuzamosak
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Ebben az esetben a tengelyekre merdleges segédsiku szeleteld modszert célszerli
alkalmazni. Ez a modszer akkor nyujt egyszerli szerkesztési lehetdséget, ha a metszési
koroknek a vetiilete is kor, vagyis a forgastengelynek valamelyik képsikra merélegesnek kell
lennie.

Ha a feliiletek tengelyei altalanos helyzetliek, akkor a kedvezd helyzetet j képsikok
alkalmazasaval allitjuk eld.

¢.) A forgastengelyek kitéréek

Ez esetben altaldban nincs olyan eljarast, mely egyszerii szerkesztést tesz lehetdveé.
Ugyanis a szeleteld sikok csak az egyik feliiletet metszik korben vagy egyenesben. A masikat
altalanos gorbében metszik. igy a szerkesztés hosszadalmasabb eljarassal adja meg az athatasi
pontokat.

Akkor oldhaté meg kénnyen a feladat, ha az egyik feliilet forgéstengelyére merdleges
sik a masik feliiletet egyszerli vonalban metszi. Ilyen az egymasra merdleges és kitérd

tengelyli kupfeliilet és hengerfeliilet esete. A kupfeliilet tengelyére merdleges metszdsikok a
hengerfeliiletet alkotokban metszik.

c.) A forgastengelyek metszodnek
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Segédfeliiletnek gomboket, esetleg sikokat alkalmazunk. A szeletelé6 gombfeliilet
kozéppontja a forgastengelyek metszéspontjai. A segédgdémbok a feliileteket paralel korokben
metszik. Ezzel a szerkesztési moddszerrel csak akkor egyszeri a szerkesztés, ha a
forgastengelyek sikja képsikkal parhuzamos, mert ekkor a paralel korok egyik vetiilete
egyenes szakasz.

Ha a tengelyek sikja altalanos helyzetti, akkor 0 képsikok alkalmazasaval allitjuk eld
a parhuzamos helyzetet.

A feliiletek tulajdonsagaitol fligg, hogy a szeleteld segédsikokat a forgastengely
sikjaval parhuzamosan, vagy egyik forgastengelyre merélegesen vessziik-e fel.

Akkor a legegyszerlibb a szerkesztés, ha a szeleteld sikok foallasuak és a
forgastesteket alkotdkban, illetve korokben metszi. Ekkor a fdallasu szeleteld sikokkal
parhuzamos képsikon a szeleteld sikok metszeteinek vetiiletei egyenes szakaszok, illetve
korok. Az ugyanazon szeleteld sik altal kimetszett alkotok, illetve kor metszéspontjai az
athatasi gérbe pontjai.
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Ha a tengelyek sikjai altalanos helyzet, itt is j képsikok alkalmazasaval allitjuk eld
az egyszeri szerkesztéshez sziikséges helyzetet.

A forgéstengelyek sikjaval parhuzamos szeleteld sik alkalmazdsat mutatja be az abra.
A szeleteld sikok a II. ks.-kal parhuzamosak, a harmadik vetiileten jelenik meg a szeleteld
sikok altal kimetszett kornek, illetve alkotoparnak a kor, illetleg az egyenes vetiilete.
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A kuap forgastengelyére merdleges szeleteld sik alkalmazasat mutatja be az dbra. A
szeleteld sikok az I. ks.-kal parhuzamosak, itt egyenes szakasz a képiik. Az els¢ vetiileten

jelenik meg a szeleteld sikok altal kimetszett kornek, illetve alkotoparnak a kor, illetéleg az
egyenespar vetiilete.

Az éathatési pontok masik képét rendezdkkel tiizziik ki.

Az athatasi gorbe két kiilonallo zart gorbébdl all és a masodik vetiiletiik kettosvetiilet,
mert mindegyik masodik vetiileti pont két térbeli pont képe.

Kup-gémb athatésa:
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GOmb-goémb athatdsa mérdszamos adatfelvétellel
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Félgomb és szabalytalan négyszog alapu hasab sikmetszete
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