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PTE PMMK ABRAZOLO GEOMETRIA Siklapt testek athatasa

4. Siklapu testek athatisa

Ha két siklapu test a térben igy helyezkedik el, hogy van kozos résziik, kozos pontjaik, a
siklapu testek athatasarél beszéliink.

A testek egyes élei metszik a masik test egyes lapjait. A metszéspontok Osszekotése a
feliiletek metszésvonalai. Altaldban egyenes szakaszokbol allo térbeli sokszdget kapunk, ez
a testek dthatasi szoge.

Az athatasoknak két jellegzetes tipusa van. Egyik esetben az egyik test atlyukasztja a
masikat, ez esetben az athatési sokszog két részbdl all. A masik esetben a testek egymasba
vagodnak, ekkor egyetlen sokszog keletkezik.

A testek feliilete altal kozrezart, mindkét test kozds pontjait, kozos testnek, kozos résznek
is nevezziik. Siklapu testek kozos része ugyancsak siklapu test, amelyet siksokszogek
hatarolnak. A siksokszogek oldalai és cstcsai adjadk az 4thatasi vonalat, melynek
toréspontjai (csucsai) az athatasban résztvevo élek €s hatarold lapok doféspontjai. Mindkét
test ugyanazon hatarol6 lapjéra illeszkedd doféspontok Osszekotése adja a zart térsokszog
egy-egy oldalat.
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Az athatési sokszoget ugy szerkesztjiik meg, hogy meghatarozzuk mindkét test €éleinek a
masik test lapjaival alkotott doféspontjait, és a doféspontokat a megfeleld sorrendben
Osszekotjiik. Az athatasi sokszog megszerkesztése utan feltiintetjiik a testek lathatosagat.
Az egyes testek lathatosdga mellett figyelembe kell venni azt is, hogy a testek részben
egymast is eltakarhatjak. Az athatasi sokszogbol csak az latszik, ami mind a két testnek a
lathat6 lapjan van.
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Ha egy lathato ¢l a masik test nem lathatd lapjat dofi, akkor nem a doféspontig latszik,
hanem csak az 6t eltakard lapot hatarold élen kiviil.

Probaljuk a lathatdsagot elészor szemlélet alapjan eldonteni, ha nem sikertiil, hasznaljuk a
fedépontokat.

A guldk és hasdbok athatasanak szerkesztését célszerlien megvalasztott segédsikok
hasznalataval egyszertsithetjiik. Egy-egy segédsikot tigy valasztunk meg, hogy illeszkedjen
az athatasban részt vevo testek egyikének valamelyik oldalélére, és ha a masik testet metszi,
akkor abbol alkotokat metsz ki. A segédsikra illeszkedd oldalél és a kimetszett alkotdok
metszéspontja adja az athatasi sokszdgvonal egy-egy csucspontjat. Ha a segédsik oldalélen
vagy alkoton megy keresztiil, gula esetén tartalmazza a gula csticspontjat, hasab esetén a
hasab oldaléleivel parhuzamos.

4/1. Hasab — hasab athatasa 1.
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Adott: a két egymast metsz6 haséab 1., II., III. képe rendezett vetiileteivel. A téglalap alapq,
egyenes hasab oldallapjai els6 vetitosikok (alaplapja illeszkedik az I. ks.-ra, oldallapjai
merdlegesek az I. ks.-ra). Az 6t metsz6 haromoldalu hasab oldalélei merdlegesek a II1.

ks.-ra.

A ( 60;90; 100) P (110; 75;136)
B (100; 67; 100 ) R (110;58;158)
C ( 85;41;100) S (110;34;110)

Ar ( 60;90;165)
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Szerkesztend: a két hasab athatasa.

Szerkesztés menete:

A harmadik képen adva van a négyoldali hasab hirom fliggéleges oldalanak
doféspontja a haromoldalu hasab feliiletén. Ezekbdl a pontokbol (1 —4;2-3;5-6)a
masodik képre bocsatott rendezdk kitlizik a metszetek csucsait add pontok egy részét.
A négyoldalu hasab oldallapjai elsd vetitdsikok. Az elsé6 képen adva vannak a
haromoldalt hasab oldaléleinek a be-, és kilépd pontjai (7 — 9; 8 — 10). Rendezdkkel
ezeket a pontokat is kitlizziik a méasodik képen.

Az egy feliiletre es® athatasi pontokat Ossze lehet kotni. Ez természetesen nem
egyszeri feladat. A pontok 0Osszekotését nagy odafigyeléssel kell végezni. A
metszéspontokat 6sszekdtése utdn meghatarozzuk a lathatosagot.

Ellendrzés: Az els6 képen a négyoldalu hasdb oldallapjait mindkét iranyban
meghosszabbitjuk (rovidebb, hosszabb oldaléleket). A két keskenyebb oldallapnak a
meghosszabbitott feliiletét a haromoldali hasab minden oldaléle dofi (7 — 14 — 13; 16
— 10 — 15). A doféspontok az elsd képen adottak. A mdasodik képen a déféspontok
Osszekotése  két  egybevagd  haromszoget — eredményez.  Ezeknek  a
haromszogoldalaknak fedni kell a mar kihtizott metszésvonalakat. Hosszabbitsuk meg
a felénk forduld hosszabb oldallapot is két iranyban. A haromoldalil hasab ezt a sikot
is harom pontban (11 — 8 — 12) metszi, défi. Az elsé képen ez a harom pont adott.
Rendezdkkel a méasodik képen kitlizve ezeket a pontokat, egy széles haromszog képét
kapjuk. Ennek a haromszognek az oldalélei is illeszkednek a hasabfeliilet
metszésvonalaira. A masodik képen kapott haromszogek oldalait a négyoldala haséab
oldalélei metszik.

Az athatas axonometrikus képe.
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4/2. Hasab — hasab athatasa 2.

Adott: a két egymast metszd hasab 1., II., III. képe rendezett vetiileteivel. Az egyik téglalap

alapu, egyenes hasab oldallapjai elsé vetitosikok (alaplapja illeszkedik az 1. ks.-ra,
oldallapjai merdlegesek az 1. ks.-ra). Az 6t metszé téglalap alapi, egyenes hasab
oldallapjai harmadik vetitd helyzetii sikok (oldalélei merdlegesek a III. ks.-ra).

Al16 hasab pontjai Fekvd hasab pontjai

A ( 55;194;198) P (125;185;256)

B (115; 158; 198) R ( 125;144;280)

C (192;118;198) S (125;128;250)

Ay ( 55;194;295) fekvo hasab hossza nincs megadva

Szerkesztendo: a két hasab athatasa.

Szerkesztés menete:

Az 4ll6 hasab (mely alaplapjaval az I. ks.-ra illeszkedik) két fliggdleges ¢le behatol a
fekvo hasab feliileteibe. A fekvé hasab harmadik képén, az oldallapok egyenes
vetiiletein ez a négy pont adott (9; 10; 11; 12). Rendezdkkel ezek a pontok a masodik
képen kitlizhetdk, A B’ és D’ pontokra allitott fliggdleges éleken. A masik két
fiiggoleges ¢l nem metszi a hasabot.
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Az 4ll6 hasab oldallapjai elsé vetitdsikok. Képiik az elsé képen egyenes, ott kapjuk
kozvetleniil a fekvd hasab oldaléleinek be-, és kilépd pontjait (1 — 13; 2 — 14; 16 — 7;
15 — 8). A masodik képiiket e pontokra allitott rendezékkel kapjuk.

Az egy feliiletre esd athatasi pontokat dssze lehet kotni. A pontok 6sszekdtését nagy
odafigyeléssel kell végezni, majd a lathatosagot meg kell hatarozni.

Ellendrzés: Ellendrizziik a kialakul6 éleken megtérd metszésvonalakat. Terjessziik ki
az allo hasab feliileteit az I. ks.-on olyan nagyra, hogy torésmentes szelvényeket
kapjunk. A jobboldali keskenyebb oldallapba befurddik az R’, S’ pontra illeszkedd
hasab oldalél. Az athatasi pontokat 7-es, 8-as szdm jeloli. A masik két él csak a
kiterjesztett oldalfeliileten hatol 4t. A pontok szadm jele 5 és 6. Ha a kapott pontokat
Osszekotjiik egy paralelogramma szelvény masodik képét kapjuk ( 5; 6; 7; 8), mely
illeszkedik a jol rajzolt metszésvonalakra. Ugyanigy megrajzolhatjuk a szemben 1évd
fliggdleges feliileten az elobbivel egybevagd paralelogramma szelvényt is. Ennek
csucsait 1l-es; 2-es; 3-as; 4-es szamok jelolik. Kiterjeszthetd a két szélesebb
hasabfeliilet is. Ujabb paralelogramma szelvényeket kapunk, melyek az elbbieket a
fiiggdleges oldalélekben metszik.

Az athatas axonometrikus képe.
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4/3. Gula— hasab athatasa.

Adott: a szabalyos 0tszdg alapu gulat metsz6 haséab 1., II., képe rendezett vetiileteivel. Az
Otszogalapu gula alaplapjaval az 1. ks.-on 4ll, az egyenld oldali haromszog alapu,
egyenes hasab oldalélei az els6 képsikkal parhuzamosak.

Szerkesztendd: a gula €s a hasab athatésa.

Szerkesztés menete:

- A hasab az I. ¢és II. ks.-on is altalanos helyzeti, ezért IV. ks. segitségével szerkesztjiik
meg az athatést.

- A IV. ks. tengelyét tigy valasztjuk meg, hogy a hasab oldalélei merdlegesek legyenek
ra, vagyis oldallapjai negyedik vetitd helyzetli sikok legyenek.. Itt a hasab képe egy
egyenld oldalu haromszog lesz.

- A gula C" oldaléle metszi, dofi a hasab 1 — 2 alapélére illeszkedd oldallapjat (I.-es
pontban) és az 1 — 3 alapélre illeszkedo oldallapjat is (III.-as pontban).
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- A gula E" oldalélei is metszi az el6z8 két oldallapot (IL.-es és IV.-es pontok).

- Ezeket a metszéspontokat (doféspontokat) megszerkesztjiik az I. ks.-ban a C’ és E’
gula oldalélekre, illetve a II. ks.-ban is meg tudjuk hatarozni.

- A hasab 1"-es oldaléle viszont metszi (dofi) a gula D"VC'"M" ¢és D'VEM'"
oldallapjat. Ezeket a doféspontokat alkoto segitségével szerkesztjik meg. Az M' és
1"V pontok Gsszekotése megadja az alkotét, mely metszi a gila D'VC'" és E'VD"
alapélét. Megszerkesztjiik az alkotok I. ks.-beli nézetét. Itt az alkotok és a hasab 1°-es
¢lének metszéspontjai (V.-0s €s VI.-os pontok) megadjak a hasab 1’-es oldalélének a
gula oldallapjain be-, és kilépd pontjait. II. ks.-on is megszerkesztjiik az alkotok
nézetét, itt is a hasab 17-es oldalélével valdé metszéspont megadja a két doféspontot.

- A hasab 2"V-es és 3'"V-as oldalélének doféspontjait a gula oldallapjain az I. ks.-kal
parhuzamos segédsikok alkalmazasaval szerkesztjiik meg. Ha a hasab 2" -es és 3' -as
oldalélén keresztiil fektetiink egy-egy metszdsikot, akkor a gila A" -es oldalélét egy-
egy pontban metszi. Az elsd képsikban tudjuk ennek a két élnek a gtlaval alkotott
doféspontjat megszerkeszteni. Rendezokkel kitiizziik az A’ oldalélen ezt a két
metszéspontot. Ha képzeletben a gulat ebben a két magassagban elmetszenénk, akkor
az elsO képsikban a metszetiik szabalyos OtszOget adna, csak az alaplaphoz képest
aranyaiban kisebbet, vagyis az alaplap oldaléleivel parhuzamosak lennének. Az A’-t6l
az A’E’ alapéllel parhuzamosan megrajzoljuk a vetitd egyeneseket a 2’ és 3’
oldal¢élekig (VII.-es és VIII.-as pontok). Ugyanigy az A’B’ alapéllel parhuzamosan is
megrajzoljuk a vetitd egyeneseket, de a B’ oldalél nem metszi a hasébot, ezért a vetitd
egyeneseket tovabb kell rajzolni a B’C’ alapéllel parhuzamosan itt is a 2’-es és 3°-as
oldalélekig (IX.-es és X.-es pontok). Ezutan megszerkesztjiik a II. ks.-ban is ezeket a
pontokat.

- Mindkét képsikon, 1. és II. ks.-on a pontok Osszekotésével megkapjuk a két test
athatasi sokszogét, lathatosagot is eldontve kihtizzuk €s megoldott a feladat.
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4/4. Gula— hasab athatasa.

Adott: a szabalyos haromszog alapu gulat metsz6 hasab 1., I1., képe rendezett vetiileteivel. A
gula alaplapjaval az I. ks.-on all. Az 6t metszd téglalap alapl, egyenes hasab
oldallapjai masodik vetité helyzetli sikok (oldalélei merdlegesek a II. ks.-ra).

Gula pontjai Fekvd hasab pontjai

A ( 19;115;154) 1 ( 53; -:;227)
B (145; 138; 154) 2 (119; - ;244)
M (-5 -:;264) 3 (130; - ;199)

fekvé hasab hossza nincs megadva

Szerkesztendo: a gula és a hasab athatésa.

Szerkesztés menete:

Az el6z6 feladatok alapjan az abrarol leolvashato.

R R D
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4/5. Gula— hasab athatasa.

Adott: a szabalyos 6tszog alapu gulat metsz6 hasab 1., I1., képe rendezett vetiileteivel. A gula
alaplapjaval az 1. ks.-on all. Az 6t metszd téglalap alapu, egyenes hasab oldallapjai
masodik vetitd helyzetii sikok (oldalélei merélegesek a II. ks.-ra).

Gula pontjai Fekvd hasab pontjai
A (169; 141; 166 ) 1 (182;154;176)
M (199; 95;258) 2 (217;154;189)

3 (206; 154;218)
fekvé hasab hossza nincs megadva

Szerkesztendo: a gula és a hasab athatésa.

Szerkesztés menete: Az el6z6 feladatok alapjan az abrarol leolvashato.
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4/6. Paratlan oldalu szabalyos sokszog szerkesztése.
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Szerkesztés menete:

- Fekvd A/4-es lap kozepére rajzoljunk két egymasra merdleges tengelyt és egy
tetszOleges sugaru kort O kdzépponttal. Itt most egy szabalyos 7 szog szerkesztését
mutatja be a feladat, de barmilyen paratlan szdmu (5, 7, 9, 11, 13, stb.) sokszog
ugyanigy megszerkesztheto.

- Gradudljuk a fliggéleges atmérét. A fiiggéleges atméré A pontjabol huzzunk egy
tetszOleges egyenest. Erre az egyenesre mérjiink fel hét egységet, a hetedik egység
veégét kossiik 0ssze a fliggbleges atmérd B pontjaval. Ezzel az egyenessel parhuzamos
egyeneseket rajzolunk a tetszdleges egyenesen 1€vé osztasokbol az atmérdre (A és B
szakaszra).

- A B pontbol korzonyilasba vesszilk A szakasz hosszat, ezzel a sugarral korivet
rajzolunk, a vizszintes 4&tméré meghosszabbitott egyenesén kapunk két metszéspontot
E ¢és F pontokat.

- Az E pontot kossiik 6ssze az atmérd 1 jelli osztasaval, a koron a jobboldalon kapunk
egy metszéspontot. Kossilik 6ssze az F pontot is az 1 jeli ponttal, a kor baloldalan is
kapunk egy metszéspontot. Minden masodik osztassal (3, 5) végezziik el ugyanezt a
1épést.

- A koron kapott metszéspontok Osszekotésével megkaptuk a kivant péaratlan szdmu
szabalyos sokszdget, itt most a szabalyos hét szoget.

- Ha a paros szdmu osztasokat (2, 4, 6) kotjiikk 6ssze az E és F pontokkal, akkor az A
pont adja a sokszdg egyik csucspontjat.
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4/7. Szabalyos 0tszOg szerkesztése.

Adott: a szabalyos 0tszog kozéppontja és az ,a” egyenes, amelyre illeszkedik az 6tszog

egyik oldaléle.
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Szerkesztés menete:

Rajzoljunk az ,,a” egyenesre egy merdleges egyenest az O pontbol, ez lesz az 6tszog
koré irhatd kor egyik atmérdje. Erre az atmérdre rajzoljuk meg a merdleges masik
atmérot.

Az O kozépponttal rajzoljunk egy tetszéleges sugaru kort. Az ,,a” egyenessel
parhuzamos atmérén kaptunk két pontot, M és K pontokat.

Az O ¢és K pontok kozotti sugarnak szerkessziik meg a felezéjét, F pont. F pontbol
korzonyilasba vessziik a ra merdleges atmérd L pontjat, és ezzel a sugarral rajzolunk
egy korivet, mely az MK atmérét z pontban metszi.

Az L pontbdl korzényilasba vessziik a z pontot, és ezzel a sugarral rajzolt koriv metszi
a kort B> pontban. Az L és z szakasz hossza a tetszéleges korhoz szerkeszthetd
szabalyos 6tszog oldalélének hossza.

Megszerkesztjiik a tetszOleges sugaru korhoz a szabalyos Otszoget, azaz elég a koron
az Ot csticspont kijelolése A’; B’; C’; D’; E’.

A C és D’ otszog csucsot meghosszabbitjuk, igy hogy az adott ,,a” egyenessel
metszddjenek, ezek megadjak a C” és D pontokat.

Az O ¢és C” illetve az O és D” szakasz hossza a szerkesztendd 6tszog koré irhatd kor
sugara. Tehat O pontbol kérzonyilasba véve a C”, vagy D” pontot, ezzel a sugarral
megrajzoljuk a kort.

Az O ¢és A’ ponton keresztiil huzott egyenes megadja a korén az A” pontot, ugyanigy
kijeloljiik a B” és E” pontokat. A C” és D” kozotti szakasz az 6tszog egyik oldaléle, a
tobbi pontot is sszekotve megszerkesztettiik a keresett 6tszoget.
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6. hazi faladat: Gula hasab athatasa

Adott: szabalyos Otszog alapu gula alaplapjanak egyik csucspontja (A), a gula
magassaga (M), és a hasab alaplap csucsai (15 25 3).

Szerkesztendé: a gala és a hasab athatasa, ha a gula alaplapjaval illeszkedik az
elso képsikra, a hasab oldalélei parhuzamosak az I. ks.-kal.

Hasab Gula
1 (148; 48;205) A (130; 141; 178)
2 (168; - ;230) M (1305 100; 255)

3 (175; 94; 183)
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Két gula esetén tehat minden segédsik illeszkedik a guldk csucspontjaira, s igy kozds
egyenesiik a két gula csucspontot Osszekotd egyenes, mely sorozvan a segédsikokat
sorozdegyenesnek nevezziik.

Gula és hasab esetén a sorozdegyenes a gula csucspontjan megy at és a hasab oldaléleivel
parhuzamos.

Két hasab esetén, a hasabok végtelenben fekvd csticspontjara illeszkedd, végtelenben
fekvo egyenes. A végtelenben fekvd egyenesre illeszkedd segédsikok egyméassal és a
hasabok oldaléleivel parhuzamosak.

A segédsikok tartbegyeneseit ugy valasztjuk meg, hogy az egyik tartdoegyenese a
sorozoegyenes, a masik tartdegyenese a gulanak, illetve a hasdbnak azon oldaléle legyen,
melynek a déféspontjait éppen meg akarjuk szerkeszteni.

A segédsikok a gtla illetve a hasab alaplapjat olyan egyenesekben metszik, melyeknek
van egy kozds pontjuk. Ez a pont a sorozéegyenes €s az alaplap sikjanak doféspontja (S). A
metszésvonal masik pontja a testek alapszégének az a csicspontja, melyre az éppen vizsgalt
oldalél illeszkedik, itt most az ,,LA” pont. Az ,,SA” &sszekotése
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