PTE PMMK ABRAZOLO GEOMETRIA 9. hét.

9. heti eloadas
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1.5.6. GORBE VONALAK. KOR VETULETE

A gorbe vonal olyan egy dimenzids alakzat, hogy a rajta mozgd pontnak barmely
kettd, kozvetleniil egymas melletti helyzetében a mozgasiranya kiilonb6z6. Egy gorbe két
pontjanak pl. P és R 6sszekotd egyenese a szeld.

Ha egy gorbe minden pontja ugyanarra a sikra illeszkedik, akkor sikgérbérdl, ezen
feltétel hidnya esetén térgorbérol beszéliink.

1. Kor abrazoldsa, vetiilete:

A kor sikgorbe. Minden pontja és érintdje egy sikban van a gorbe sikjaban. Ezért a kor
pontjainak ¢€s érintdinek képeit is megszerkeszthetjiik ugy, hogy a kor sikjat leforditjuk, a
leforditasban megrajzoljuk a kort, a pontjait és érintdit onnan visszaforditjuk.

A kort a térben harom jellemzdje hatarozza meg:

- sikja
- kozéppontja
- sugara.

A kor vetiilete ellipszis. A kor kozéppontjanak vetiilete a képellipszis kozéppontja, a
kor pontjainak vetiiletei a képellipszis pontjai, a kor atmérdinek vetiiletei a képellipszis
atméroi lesznek.

Altalanos helyzetii sikban fekvé kor atmérdi a képsikhoz kiilonboz6 szogben hajolnak,
vetiiletben kiilonb6zé mértékben rovidiilnek. Ha van egy olyan atmérd, amely valamelyik
képsikkal parhuzamos, ez azon vetiiletben nem rovidiil, a vetiiletitmérok kozil a
leghosszabb lesz. Ez az atmérdvetiilet lesz az ellipszis nagytengelye. Az erre merdleges
atméro rovidiil a legnagyobb mértékben, ez lesz az ellipszis kistengelye.

Els6sorban a tengelyek megszerkesztésére toreksziink, mert a tengelyek ismeretében
sikmértani modszerrel az ellipszispontok sokasagat szerkeszthetjiik meg.

a.) Képsikkal parhuzamos siku kér abrdzolasa:
Ebben az esetben a legegyszeriibb az dbrazolas

II. ks.-kal parhuzamos a kor sikja I. ks.-kal parhuzamos a kor sikja
]'l
10 OIT
2 |
X3 | X3

}

Mindkét esetben azon a képsikon, amelyikkel parhuzamos a sikja, az eredetivel
azonos sugaru kor a vetiilete. A masik vetiilete egyenes szakasz lesz, melynek hossza a
kor atmérdjével megegyezo.
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b.) Vetitosikban fekvo kor abrdzoldsa:

b/1. Forgatassal szerkesztve.

Ez esetben is az egyik vetiilete a koratmérd hosszusagu szakasz, a masik képe ellipszis. A
kor kozéppontjdnak vetiilete a képellipszis kozéppontja, a kor pontjainak vetiiletei a
képellipszis pontjai. A kor atmérdinek vetiiletei a képellipszis atmérdi lesznek.

Az abran egy a II. ks.-ra merdleges sikban fekvo kor képét szerkesztettiik meg. A kor II.
képe koratmérd hosszusagu egyenes szakasz . A kor kozéppontjanak II. képe a szakaszt
felezi. A kor egyikatmérdje parhuzamos a II. ks.-kal, képe egybe esik a kor vetiiletének
képével, a ra merdleges atmérd ennek kovetkeztében a II. ks.-ra merdleges egyenes lesz,
melynek képe az O” pont.

A 1I. ks.-ra merdleges sikot, a II. ks.-ra
merdleges t egyenese koril az I
képsikkal parhuzamos helyzetbe
forditjuk. Az O pont leforditottjat az O’-
bl a t forgéastengelyre bocsatott
merdlegesen talaljuk meg. A
forgastengelyt6l olyan messze van,
amilyen messze a valosagban is van. Ezt
a tavolsagot a masodik képen latjuk
eredeti nagysagban. A forgatott képen P A
megrajzoljuk a kort. A kor A’B’ atmérdje 1 !
parhuzamos a forgéstengellyel, eredeti /

nagysagban latszik, az els6 képén a ¢! o) \p b° 0° \ co
képellipszis nagytengelyét szerkesztettiik | '
meg. A C’D’ atméré a forgastengelyre /
merdleges, a II. ks.-kal parhuzamos, ezért
a II. képen valdédi nagysagban latszik. % g
Els6 ks.-ban hossza a vetiiletével azonos,
igy a C’D’ szakasz az I. ks.-ban a
képellipszis kistengelye lesz.

b/2. Forgatas nélkiil szerkesztve.

Forgatas nélkiil is megszerkeszthetd a
képellipszis kis-, és nagytengelye. Az
abran ilyen szerkesztést lathatunk. A

Forgatas segitségével a kor tetszdleges A =a?
pontjainak vetiiletét, az ellipszispontokat =
is megszerkeszthetjiik. '
Elegendd azonban a kis-, és nagytengely

: : , ; 5/ b ic)
ismerete, mert ezek ismeretében az ellip- =T P
szispontokat sikmértani szerkesztéssel \ /
meghatarozhatjuk. \\ P
Nl
)\ = o
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Gorbe vonalak, kor vetiilete.

c.) Ellipszis szerkesztése.

A nagy- és a kistengely folé¢, mint
atmérok folé rajzolt korok segitségével
szerkesztiink ellipszispontokat.

A korben tetszdleges sugarakat rajzolunk,
ez metszi a nagy ¢és a kis kort. A nagykorrel
alkotott metszéspontokon at a nagytengelyre,
a kis korrel alkotott metszéspontokon 4t a
kistengelyre merdleges egyeneseket
rajzolunk, ezek metszéspontjai az ellipszis
pontjai. Ha ezeket 6sszekotjiikk megkapjuk az
ellipszist.

Min¢él tobb sugarat rajzolunk annal
jobban kirajzolodik az ellipszis.

c/1. Ellipszishez adott egyenessel parhuzamos érintok szerkesztése.

Adott: az ellipszis kis-, €s nagytengelyével és egy altalanos helyzetii e egyenes.

Szerkesztés menete:

- A kistengely C’ végpontjan at rajzolunk az e egyenessel parhuzamos egyenest (i’). Ez az
egyenes a forgastengelyt H’> pontban metszi. Az egyenes forgatottia H’=H® és a C°

pontokat 6sszekotd egyenes (i°).

- Ezzel (i°) az irannyal parhuzamosan megszerkesztjiik a korérintoket, és visszaforgatjuk.

- Az i’-lal parhuzamosan megszerkesztett érintd metszi a forgistengelyt Hjp’és Hy’

pontokban.

- A H’Ty’ és Hy’T,’ pontok altal meghatarozott egyenesek az ellipszishez huzott érintdk,

melyek az adott e egyenessel parhuzamosak.
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c/2. Ellipszishez rajta kiviil eso pontbol érintok szerkesztése.
Adott: az ellipszis kis-, €s nagytengelyével és a P pont képe.
Szerkesztés menete:

- A kistengely C’ pontjanak megszerkeszt-jiik a forgatott képét C° (A’Q’ sugaru Koriv).

- P’ pontot Osszekotjik a C’ ponttal. Az 0Osszekotd egyenes H’ pontban metszi a
forgastengelyt, forgatott képe a H’=H® és a C° pont 6sszekotése adja. Ezen az egyenesen
Lesz a P’ pont.

- A P° pontbdl a koérhoéz huzott két érintd t,° és t,° kimetszi a forgastengelyen a Hy és aH,
pontokat.

- A Hy’ P’ illetve a Hy’ P’ egyenes lesz az adott ellipszishez a P’ pontbdl huzott két érintd
képe.
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c/3. Ellipszishez kistengelyén lévo pontbdl érintok szerkesztése.
Adott: az ellipszis kis-, €s nagytengelyével és a P pont képe.
Szerkesztés menete:

- A’O’=B’0’ sugarral a kistengely C’ pontjabol korivet rajzolunk, ez metszi az A’B’
ellipszis nagytengelyét Fy és F, pontokban.

- A P’F,=P’F; sugarral (k; koriv) a P’ pontbdl szintén kort rajzolunk.

- F; pontbol A’B’ sugérral rajzolt koriv (kz), metszi a ky kort L és K pontokban.

- A K pontot F;-gyel 0sszekotve megkapjuk a g egyenest, K pontot F,-vel 0sszekdtve a h
egyenest.

- Az L pont és F; 6sszekotésével az i egyenest, az L és F, 0sszekotésével a j egyenest kapjuk
meg.

- A P’ pontbol merdlegest hizunk g egyenesre, illetve az i egyenesre. Ez a két merdleges
metszi j egyenest E’, illetve a h egyenest F’ pontokban. Ez a két pont E’ és F’ az ellipszis
érintépontjai, a két egyenes e’ ¢€s f” pedig a P’ pontbdl az ellipszishez huzott érintdk.
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c/4. Ellipszis adott pontjahoz érintd szerkesztése.

Adott: az ellipszis kis-, és nagytengelyével és a E’ pont képe.
Szerkesztés menete:

- Megszerkesztjiik E’ forgatott képét E°-t.

- E° és O pontokat Osszekotjiikk, erre az egyenesre merdlegest rajzolunk az E° ponton
keresztiil (korhoz huzott érintd), ez a merdleges egyenes e° az érintd forgatott képe. Ez
metszi az ellipszis nagytengelyének egyenesét H® pontban.

- H°ZH’ ponttal, osszekotve az E’ ellipszisponttal, megkapjuk az adott E’> ponthoz hizott
érintd e’ egyenesét.

c/5. Kapcsolt atmérdk alapjan az ellipszis egymadsra meroleges kis-, és nagytengelyének
szerkesztése. Rytz-féle szerkesztéssel.

Szerkesztéseink sordn nem mindig az egymadsra merdleges két tengelyt, kis-, €s
nagytengelyt, kapjuk meg az ellipszis vetiiletein. A kor két merdleges atmérdjének
vetiiletét ugynevezett , kapcsolt atmérdinek” nevezzilk, ezek az atmérdk az ellipszis
kiilonleges atmérdi. A kapcsolt atmérdk végpontjaihoz huzott érinték egy, a kor koré
rajzolt négyzetet alkotnak. Ez a négyszog a kor ¢érintdnégyzetének vetiilete:
paralelogramma, a két 4&tmérd a paralelogramma két kozépvonala.
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Adott: az ellipszis kapcsolt atméréi AB és CD.

Szerkesztés menete:

- Az egyik atmérét, a nagytengely végpontjat A’-t 90°-kal elforgatjuk, K pont szerkesztése.

- Az K pontot (A forgatott képét) dsszekdtjiik a masik tengely, a kistengely, végpontjaval D’-
vel. Szerkessziik meg az KD’ szakasz felezOpontjat F-et.

- FO (t) sugarral korivet rajzolunk. Ez a koriv metszi az KD’ egyenest M; és M, pontokban.

- M; és M, pontokat dsszekotve az O ponttal, a kapott egyenesek merdlegesek egymasra, €s
ezek az egyenesek az ellipszis kis-, és nagytengelyeinek egyenesei.

- Az M és M, szakaszt a D’, F és K pontok négy részre osztjak. Az M;K szakasz egyenl6 az
M,D’ szakasszal, ennek a szakasznak a hossza a fél kistengely hosszéat hatarozza meg. Az
M;D’ szakasz egyenld az M,K szakasszal, ennek a hossza a fél nagytengely hosszat
hatarozza meg.

- Ezeket a hosszakat ramérve a két, egymasra merdleges tengelyre, megkapjuk a keresett
ellipszis kis-, és nagytengelyének hosszat.

A fenti szerkesztések, tételek helyességének bizonyitasa mas tankonyvekben
megtalalhato.
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d.) Altaldnos sikban fekvd kor dbrdzoldsa:

Adott: harom pontjaval az altalanos sik.

Szerkesztend6: a haromszog koré irhato kor 1., I1. ks.-beli nézete.
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Szerkesztés menete:

- Megszerkesztjiik a harom pontjaval adott sik ¢élben latszo képét f; féegyenessel, forgatassal
a haromszog valodi méretét (A% B’; C°). Megrajzoljuk a haromszog koré irhaté kort, az
oldalfelez6k megadjak a kor kézéppontjat (O°). Megrajzoljuk a féegyenessel parhuzamos és
a ra merdleges két tengelyt (1% 2°; 3°; 4°).

- Visszaforgatassal 1. ks.-ban megszerkesztjiik az ellipszis két tengelyét (1’5 2°; 3’5 4°) ¢és
kozéppontjat (O’). Megszerkesztjiik az ellipszist.

- Vetitéssel a II. ks.-ban is megszerkesztjiik az ellipszis két tengelyét (175 2”5 3”5 4”) ¢és
kozéppontjat (0”). A szerkesztés menete leolvashatd az abrardl. Itt kapcsolt atmérdként
megszerkesztjiik az egymdasra merdleges kis-, és nagytengelyt, majd itt is megszerkesztjiik
az ellipszist.
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