TANTARGYI TEMATIKA ES TELJESITESI KOVETELMENYEK
2023/2024 6SzI FELEV

Cim  Mérnéki Matematika 3.
Targykéd MSB595MN
Heti 6raszém: ea/gy/lab 2/2/0
Kreditpont 4
Szak(ok)/ tipus Epitémérnok, Gépészmérndk, Kornyezetmérnsk, Mérndkinformatikus,
Villamosmérndk
Tagozat nappali
Kévetelmény Félévkozi jegy
Meghirdetés féléve sz
Elbzetes kévetelmény(ek) Mérnoki matematika 2.
Oktatd tanszék(ek) Mérnoki Matematika Tanszék
Tdrgyfelel6s  Pilgermdjer Akos
Oktaték Gyongy Andrds, LdszI6 Istvdn, Pilgermdjer Akos, Szabé Péter

TARGYLEIRAS

A tantdrgy révid leirdsa (max. 10 révid mondat). (Neptunban: Oktatds/Tdrgyak/Tdrgy adatok/Alapadatok/Tdrgyleirds rovat)

A kurzus elsé felében a linearis algebra klasszikus fejezeteinek megismerése (matrixok, determinansok) és a modern linearis
algebra alapjainak elsajatitdsa (vektorterek, linearis leképezések, sajatértékek) a linearis egyenletrendszerek megoldasan
keresztiil. A masodik felében a valdszinliségszamitds és statisztika elemeinek bemutatdsdval segitjik a hallgatot a véletlen
tomegjelenségek felismerésében, a modellalkotdsban, az elméleti alapok elsajatitdsdban és a statisztikai szamitasok
kivitelezésében, annak érdekében, hogy képesek legyenek mérnoki tudomanyokban alkalmazni azt. Lehet6ség szerint szamitogép
hasznalata egyes problémak megoldasahoz.

TARGYTEMATIKA

(Neptunban: Oktatds/Tdrgyak/Tdrgy adatok/Tdrgytematika ablak)
1 AZ OKTATAS CELIA

Célkitlizések és a tantdrgy teljesitésével elérhetd tanuldsi eredmények megfogalmazdsa.
(Neptunban: Oktatds/Tdrgyak/Tdrgy adatok/Tdrgytematika/Oktatds célja rovat)

A kurzus elsé felében a cél a linearis algebra klasszikus fejezeteinek megismerése (matrixok, determindnsok) és a modern linearis
algebra alapjainak elsajatitasa (vektorterek, linedris leképezések, sajatértékek) a linedris egyenletrendszerek megoldasan
keresztiil. A masodik felében a valdszinliségszamitas és statisztika elemeinek bemutatasaval segitjiik a hallgatot a véletlen
tomegjelenségek felismerésében, a modellalkotasban, az elméleti alapok elsajatitasdaban és a statisztikai szamitasok
kivitelezésében, annak érdekében, hogy képesek legyenek mérnoki tudomanyokban alkalmazni azt. LehetGség szerint szamitogép
hasznalata egyes problémak megoldasahoz.

2 A TANTARGY TARTALMA
(Neptunban: Oktatds/Tdrgyak/Tdrgy adatok/Tdrgytematika/Tantdrgy tartalma rovat)

TEMAKOROK

ELOADAS 1 Linedris egyenletrendszerek (LER) algebrai irasmddja, Gauss-Jordan eliminacio.

2 LER vektoros irdsmoddja. Vektortér, altér, linearis kombindacid, kifeszitett altér, linearis
fliggetlenség, bazis, dimenzid fogalma. Bazisra vonatkozd koordinatak.

3 LER matrixos irasmaodja, matrixok algebraja, matrix hatvanya, inverze.

4  Matrix, mint linearis leképzés: sortér, oszloptér, nulltér, képtér. Matrix rangja. Dimenzio-tétel
matrixokra. A sik linearis transzformdcioi: forgatas, nagyitas, kicsinyités, tikrozés, vetités
(projekcio) altérre.

5 Attérés bazisok kozott. Linedris transzformacid matrixa Uj bazisban. Négyzetes matrixok
determinansa, viselkedése elemi sor miveletek mellett. Szorzat matrix determinansa. Matrix
inverze és az adjungalt matrix. Determinans, mint terilet vagy térfogat.

6 Négyzetes matrixok sajatértéke, sajatvektora, sajataltér, algebrai és geometriai multiplicitas,
diagonalizalhatdsag.

7 Euklideszi terek: belsd szorzat. Vektorok hossza, tavolsaga, szoge. Meré6legesség, ortonormalt
rendszer. Gram-Schmidt-ortogonalizacié. MerGleges kiegészit6 altér. MerGleges vetilet
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szamitasa ortogonalis bazis esetén. Matrix sor tere és null tere merdlegesek. Legkisebb
négyzetek modszere.

Matematikai statisztika bevezet6, leird statisztika: statisztikai adatok grafikus és numerikus
jellemzése egy és két valtozo esetén.

Mintavétel, kisérlet, valdszinlségi mez6, ~ valtozd, valdszinliségi és tapasztalati
eloszlasfuggvények, valdszinliségi szabalyok, nevezetes eloszlasok és jellemzGik.

Statisztikai kovetkeztetések, pont-, és intervallumbecslések, maximum-likelihood médszer.
Hipotézisvizsgalat, statisztikai préobdk (z-, t-, F-prdéba), illeszkedés-, homogenitas-,
flggetlenségvizsgalat Khi-négyzet prébaval

LER algebrai alakja, ET, megoldashalmaz, homogén, inhomogén, konzisztens, inkonzisztens
LER. Sorekvivalens atalakitdsok, Gauss-Jordan eliminacid, Iépcsds alak (LA), redukalt I1épcsds
alak (RLA).

LER oszlopvektoros nézete. Vektorterekre példak, (kifeszitett) altér, linearis fuggetlen
vektorrendszer, bazis keresése, dimenziod, koordinatak meghatarozdsa G-J eliminacidval.

LER matrix alakja, matrix miveletek, tulajdonsdgaik, specialis matrixok, hatvany, inverz
szamitdsa.

Linearis leképezések és matrix reprezentdcidjuk. Nevezetes alterek meghatarozasa, matrix
rangja, dimenzid tétel. A sik linedris transzformacioi, matrixuk.

Attérés bazisok kozott. Linearis leképezés matrixa Uj bazisban. Determinansok szamolasi
szabalyai, geometriai jelentése.

Sajatérték probléma, karakterisztikus polinom, ~ egyenlet és gyokei (sajatértékek), a
kapcsolddé homogén LER megoldasai a sajatvektorok, sajataltér és dimenzidja. Tobbszoros
gyokok esete, diagonalizalhatdsag. Szimmetrikus matrix sajatvektorai.

Vektor altérre vett ortogonalis projekcidja, meréleges kiegészit6é altér, Gram-Schmidt
ortogonalizacio. Legkisebb négyzetek modszere.

Statisztikai bevezet6: sokasag, egyed, minta, jellemzé (ismérv, valtozd). Leird statisztika egy
valtozds adatokra: grafikus dbrazoldas kor-, oszlopdiagrammal illetve gyakorisagi-,
slrliséghisztogrammal, id6sorral; jellemzék leolvasdsa. Numerikus dbrazolds: minimum, elsé
kvartilis, median, harmadik kvartilis, maximum, abraja: boxplot; a kdzponti trend mértéke:
atlag, median, mdédusz; a sz6rédds mértéke variancia, szoras. Strliségfuggvények, normalis
eloszlasok, standard normalis eloszlas. Két numerikus valtozéra ugyanazon populaciobdl:
szorasdiagram (scatterplot), kapcsolat iranya, formaja, er6ssége leolvashatd, kiugré
adatpontok felfedezhet6k. Linedris 6sszefliggés esetén korreldciéo megadasa az atlag és szoras
mellé.

Tapasztalati (empirikus) eloszlas(fiiggvény) és variabilitdsa. Valdszin(iség, mint hosszutavu
viselkedés mérészama. Eseménytér, esemény, valdszinlség, szamolasi szabalyok. Kizard és
fliggetlen események. Feltételes valdszinliség fogalma, teljes valdszinliség tétele, Bayes-tétel.
Valdszinlségi valtozok (folytonos és diszkrét) eloszlas- és siriiségfliggvényei. Varhato érték és
variancia, szoras. Val-i valtozok transzformdcidi. Egylttes illetve peremeloszlasok két
valtozora. Fliggetlenség. Kovariancia, korrelacio.

Nevezetes eloszlasok és jellemzdik. Nagy szamok torvénye, centralis hatareloszlas tétel és a
statisztika alaptétele.

Becslések: alapprobléma; torzitatlan, hatasos, konzisztens, elégséges. Varhato érték és szoras
pontbecslése; maximum-likelihood becslés; paraméter intervallum becslése.
Hipotézisvizsgalat fogalma, menete, tipusai. FGbb statisztikai probak, illeszkedés-,
homogenitas-, fliggetlenségvizsgalat Khi-négyzet prébaval.

RESZLETES TANTARGYI PROGRAM ES A KOVETELMENYEK UTEMEZESE

Jelezziik az oktatdsi sziineteket is!



ELOADAS

Okta-
tdsi
heét

Téma

Kotelez6 irodalom
hivatkozas,
oldalszam (-tél-ig)

Teljesitend6
feladat
(beadando,
zarthelyi, stb.)

Teljesités ideje,
hatarideje

Vektortér, altér, linedris kombinacio,
kifeszitett altér, linearis fliggetlenség, bazis,
dimenzié fogalma (attérés a 3D geometriai
vektorokrol a koordinatavektorokra). Bazisra
vonatkozé koordinatak. LER vektoros
irdasmadja.

Lineéris egyenletrendszer ET-a,

megoldds  halmazanak  meghatarozasa
Gauss-Jordan eliminaciéval. Geometriai
szemléltetés 2D és 3D esetekben. Bovitett
matrix redukalt Iépcsds alakra hozasa

elemi sor milveletekkel. Inhomogén
egyenletrendszer és a  hozzatartozé
homogén egyenletrendszer kapcsolata,
altalanos, partikularis megoldasok.

LER matrixos irdasmddja, matrixmiveletek,
specialis matrixok, matrix hatvanya, inverze.

Matrix, mint linearis leképzés: sortér,
oszloptér, nulltér, képtér. Matrix rangja és
szamitdsa Gauss-elimindacidval. Dimenzio-
tétel matrixokra. A sik linearis
transzformacioi: forgatas, nagyitas,
kicsinyités, tlikrozés, vetités (projekcio)
altérre matrixai. Ezek kompozicioja.

Attérés bazisok kozott. Linearis
transzformaci6 matrixa Uj  bazisban.
Négyzetes matrixok determinansa.

Determinans  viselkedése elemi sor
m(iveletek mellett. Szorzat matrix
determinansa. Matrix inverze és az adjungalt
matrix. Determindns, mint teriilet vagy
térfogat.

Négyzetes matrixok sajtértéke, sajatvektora.
Karakterisztikus  polinom, ~ egyenlet.
Sajataltér fogalma. Matrixok diagonalis
alakra hozasa hasonldsagi
transzformaciéval. Szimmetrikus matrixok
sajatértékei valdsak és diagonalizalhaté
ortogonalis transzformacioval.

Euklideszi terek: belsé szorzat. Vektorok
szoge, hossza, tavolsaga. MerGlegesség,
ortonormalt  rendszer. = Gram-Schmidt-
ortogonalizacio. MerGleges kiegészits altér.
MerGleges vetilet szamitdsa ortogonalis
bazis esetén. Matrix sortere és nulltere
merdélegesek. Legkisebb négyzetek
modszere, normal egyenletek.

ZH1

Kilon id6pontban

Statisztikai bevezetd: sokasag, egyed, minta,
jellemz6 (ismérv, véltozo). Leird statisztika
egy valtozdés adatokra: grafikus abrazolds
kor-, oszlopdiagrammal illetve gyakorisagi-,
slirliséghisztogrammal, idGsorral; jellemz&k
leolvasasa. Numerikus abrazolas: minimum,
els6 kvartilis, median, harmadik kvartilis,
maximum, abraja: boxplot; a kdzponti trend




10.

11.

12.

13.

mértéke: atlag, median, mdédusz; a szordodas
mértéke variancia, szoras.
Stirtségfluggvények, normalis eloszlasok,
standard normalis eloszlas. Két numerikus
valtozora ugyanazon populacidbal:
szOrasdiagram (scatterplot), kapcsolat
iranya, formadja, eréssége leolvashatd, kiugré
adatpontok felfedezhetdk. Linearis
Osszefliggés esetén korreldcié megadasa az
atlag és szoras mellé.

Tapasztalati (empirikus) eloszlas(fliggvény)
és  variabilitdsa.  Valdszinliség,  mint
hosszutavu viselkedés mérdészama.
Eseménytér, esemény, valészin(liség,
szamolasi szabalyok. Kizaro és fiiggetlen
események. Feltételes valdszinliség fogalma,
teljes valdszinlség tétele, Bayes-tétel.

Valdszintségi valtozok (folytonos és diszkrét)
eloszlas- és slrliségfliggvényei. Varhaté
érték és variancia, széras. Val-i valtozdk
transzformacioi. Egylttes illetve
peremeloszlasok két valtozora.
Fliggetlenség. Kovariancia, korrelacid.

Nevezetes eloszlasok és jellemz8ik. Nagy
szamok torvénye, centrdlis hatdreloszlas
tétel és szerepik a statisztikdban: a
statisztika alaptétele.

Becslések: alapprobléma; torzitatlan,
hatasos, konzisztens, elégséges. Varhato
érték és szoéras pontbecslése; maximum-
likelihood becslés; paraméter intervallum
becslése.

Hipotézisvizsgalat fogalma, menete, hibai.
FGbb statisztikai probak (u,t,F), illeszkedés-,
homogenitas-, fliggetlenségvizsgalat Khi-
négyzet prébaval.

ZH2

Kilon id6pontban

GYAKORLAT/LABORGYAKORLAT

Okta-
tdsi
hét

Téma

Kotelezé irodalom,
oldalszam (-tél-ig)

Teljesitend6
feladat
(beadando,
zarthelyi, stb.)

Teljesités ideje,
hatérideje

Vektortér, altér, linearis kombinacio,
kifeszitett altér, linearis fuggetlenség, bazis,
dimenzié fogalma (attérés a 3D geometriai
vektorokrol a koordinatavektorokra). Bazisra
vonatkozé koordinatdk. LER vektoros
irdsmadja.

Linearis egyenletrendszer ET-a,

megoldas  halmazanak  meghatarozasa
Gauss-Jordan eliminaciéval. Geometriai
szemléltetés 2D és 3D esetekben. Bévitett
matrix redukalt Iépcsés alakra hozasa

elemi sor milveletekkel. Inhomogén
egyenletrendszer és a  hozzéatartozd
homogén egyenletrendszer kapcsolata,
altalanos, partikuldris megoldasok.

LER matrixos irdsmddja, matrixmiveletek,
specialis matrixok, matrix hatvanya, inverze.




10.

Matrix, mint linedris leképzés: sortér,
oszloptér, nulltér, képtér. Matrix rangja és
szamitdsa Gauss-eliminaciéval. Dimenzio-
tétel matrixokra. A sik linearis
transzformacioi: forgatas, nagyitas,
kicsinyités, tlukrozés, vetités (projekcid)
altérre matrixai. Ezek kompoziciéja.

Attérés bazisok kdzott. Lineéaris
transzformacid matrixa Uj  bdzisban.
Négyzetes matrixok determinansa.
Determinans  viselkedése elemi  sor
miveletek mellett. Szorzat matrix
determinansa. Matrix inverze és az adjungalt
matrix. Determindns, mint terilet vagy
térfogat.

Négyzetes matrixok sajtértéke, sajatvektora.
Karakterisztikus  polinom, ~ egyenlet.
Sajataltér fogalma. Matrixok diagonalis
alakra hozasa hasonldsagi transzformacidval.
Szimmetrikus matrixok sajatértékei valdsak
és diagonalizalhaté ortogonalis
transzformacidval.

Euklideszi terek: bels6 szorzat. Vektorok
sz0ge, hossza, tavolsdga. MerGlegesség,
ortonormalt  rendszer.  Gram-Schmidt-
ortogonalizacio. MerGleges kiegészit6 altér.
Meréleges vetllet szdmitasa ortogonalis
bazis esetén. Matrix sortere és nulltere
merdélegesek. Legkisebb négyzetek
modszere, normal egyenletek.

Statisztikai bevezetd: sokasag, egyed, minta,
jellemzd (ismérv, véltozd). Leird statisztika
egy valtozés adatokra: grafikus abrazolds
kor-, oszlopdiagrammal illetve gyakorisagi-,
slrlséghisztogrammal, id6sorral; jellemzdék
leolvasasa. Numerikus abrazolas: minimum,
els6 kvartilis, median, harmadik kvartilis,
maximum, abraja: boxplot; a kdzponti trend
mértéke: atlag, median, médusz; a szérédas
mértéke variancia, sz0ras.
Stiriségfuggvények, normdlis eloszlasok,
standard normalis eloszlas. Két numerikus
véltozéra ugyanazon populacidbal:
szorasdiagram (scatterplot), kapcsolat
iranya, formaja, eréssége leolvashatd, kiugré
adatpontok felfedezhetdk. Linearis
Osszefliggés esetén korrelacié megadasa az
atlag és szoras mellé.

Tapasztalati (empirikus) eloszlas(fliggvény)
és  variabilitdsa.  Valdszinliség,  mint
hosszutavu viselkedés mérdszama.
Eseménytér, esemény, valdszin(iség,
szamolasi szabalyok. Kizaro és fiiggetlen
események. Feltételes valdszinliség fogalma,
teljes valdszinliség tétele, Bayes-tétel.

Valoszintiségi valtozok (folytonos és diszkrét)
eloszlas- és sUrliségfliggvényei. Varhatd
érték és variancia, szoras. Val-i valtozok
transzformacioi. Egylttes illetve




peremeloszlasok két valtozora.
Fliggetlenség. Kovariancia, korrelacio.

11. | Nevezetes eloszlasok és jellemz6ik. Nagy
szamok torvénye, centralis hatareloszlas
tétel és szereplk a statisztikdban: a
statisztika alaptétele.

12. | Becslések: alapprobléma; torzitatlan,
hatasos, konzisztens, elégséges. Varhatd
érték és szoras pontbecslése; maximum-
likelihood becslés; paraméter intervallum
becslése.

13. | Hipotézisvizsgalat fogalma, menete, hibai.
FGbb statisztikai probak (u,t,F), illeszkedés-,
homogenitas-, fliggetlenségvizsgalat Khi-
négyzet prébaval.

3 SZAMONKERESI ES ERTEKELESI RENDSZER
(Neptunban: Oktatds/Tdrgyak/Tdrgy adatok/Tdrgytematika/Szémonkérési és értékelési rendszere rovat)

JELENLET! ES RESZVETELI KOVETELMENYEK
A PTE TVSz 45.8 (2) és 9. szamu melléklet 3§ szabdlyozdsa szerint a hallgatd szdmdra az adott targybdl érdemjegy, illetve mindsités szerzése csak abban az esetben
tagadhato meg hidnyzds miatt, ha nappali tagozaton egy tantdrgy esetén a tantdrgyi tematikdban elGirdnyzott foglalkozdsok tébb mint 30%-drdl hidnyzott.

A jelenlét ellenérzésének maédja (pl.: jelenléti iv / online teszt/ jegyz6kényv, stb.)
Jelenléti iv/teszt

SZAMONKERESEK
A tantdrgy kévetelménytipusdnak megfeleld rovatok téltendék ki (félévkézi jeggyel, vagy vizsgdval zdruld tantdrgyak). A mdsik tipus rovatai térélheték.

Félévkozi jeggyel zarulo tantdrgy (PTE TVSz 405(3))

s 1

Félévkozi ellendrzések, teljesitményértékelések és részaranyuk a minésitésben (A tablazat példdi torlenddk.)

Tipus Ertékelés Részarany a mingsitésben
ZH1 pontozas 40%
ZH2 pontozas 40%
Egyes gyakorlatok végén 5-10 perces ellen6rzé kérdések pontozds 20%

Minden ZH megirasa kotelezd, kihagyasa el6zetesen bejelentett és nyomds indokkal fogadhatd el maximum egy esetben.
Mindegyik ZH pontosan akkor sikeres, ha legaldbb 30 %-osan teljesitett. A félévkozi teljesitményt a sikeres ZH-k pontjaibdl és a
gyakorlati ellenérzésekbdl, azok fenti tablazat szerinti sulyozott atlaga adja.

Potldsi lehetéségek maodja, tipusa (PTE TVSz 47§(4))
A javitdsra, ismétlésre és pétldsra vonatkozo kiilonés szabdlyokat a TVSz dltaldnos szabdlyaival egyiittesen kell értelmezni és alkalmazni. Pl.: minden ZH
és a beadandd jegyz&kényvek, ..., a szorgalmi idészakban legaldbb egy-egy alkalommal pétolhatdk/javithatdk, tovdbbd a vizsgaiddszak elsd két hetében
legaldbb egy alkalommal lehetséges a ZH-k, a beadanddk, ..., javitdsa/pdtldsa.

Az esetleg kimaradt ZH potlasa, javitasa a vizsgaiddszak elsé hetében lesz. Ha igy sem sikeril a teljesités, akkor a masodik
vizsgahéten ujra irandd mindkét ZH. Ezek feliilirnak minden el6bbi teljesitést, tovabba, ha egyenként legalabb 40%-osak, akkor
legfeljebb elégséges jegyet kap a hallgato.

Az érdemjegy kialakitdasanak modja %-os bontdsban
Az Gsszesitett teljesitmény alapjdn az aldbbi szerint.

Erdemjegy Teljesitmény %-ban kifejezve
jeles (5) 85%...
j6(4) 70%..85%
kozepes (3) 55%..70%
elégséges (2) 40%...55%
elégtelen (1) = 40 % alatt
Az egyes érdemjegyeknél megadott alsé hatdrérték mar az adott érdemjegyhez tartozik.
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4 |IRODALOM

Felsorolds fontossdgi sorrendben. (Neptunban: Oktatds/Tdrgyak/Tdrgy adatok/Tdrgytematika/Irodalom rovat)

KOTELEZO IRODALOM ES ELERHETOSEGE

[1.] https://mersz.hu/gerocs-vancso-matematika//

[2.] Obadovics J. Gyula, Valdszinliségszamitds és matematikai statisztika, Scolar Kiadd,Bp. 2001. (ISBN 963 9193 35 6) (letoltés
Teams-bdl)

[3.] Solt Gyorgy, Valdszinliségszamitds. Példatar. MUszaki Konyvkiadd, Bp. 1993. (let6ltés Teams-bdl)

AJANLOTT IRODALOM ES ELERHETOSEGE

[4.] David S. Moore, The Basic Practice of Statistics, Fourth edition, W. H. Freeman and Company, 2007 (let6ltés Teamsbdl)

[5.] Anthony Hayter, Probability and Statistics for Engineers and Scientists (4. ed.), Brooks/Cole, 2012. (ISBN-13: 978-1-111-82704-
5) (letoltés Teams-bdl)



https://mersz.hu/gerocs-vancso-matematika/
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